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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Äåéñòâèå ãðóïïû íà ïðîñòðàíñòâå

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî M . Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà G

äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå M , åñëè çàäàí ãîìîìîðôèçì èç G â ãðóïïó

áèåêöèé Bij(M,M).

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü M � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à G � ãðóïïà.

Ìû ãîâîðèì, ÷òî G íåïðåðûâíî äåéñòâóåò íà M , åñëè G äåéñòâóåò íà

M , ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî g ∈ G, îòîáðàæåíèå m−→ gm íåïðåðûâíî.

Îïðåäåëåíèå: Â òàêîé ñèòóàöèè, îðáèòîé òî÷êè x ∈M íàçûâàåòñÿ ìíî-

æåñòâî âñåõ òî÷åê, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü èç x äåéñòâèåì G.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü M � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à ∼ � îòíîøå-

íèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïîäìíîæåñòâî U ⊂M/ ∼ ìíîæåñòâà êëàññîâ M/ ∼
íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè åãî ïðîîáðàç â M îòêðûò. Ýòî îïðåäåëÿ-

åò òîïîëîãèþ íà M/ ∼, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ôàêòîðïîñòðàíñòâîì ïî

ñîîòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè ∼.

Ïðåäîñòåðåæåíèå: Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ìîæåò áûòü íåõàóñäîðôîâî,

äàæå åñëè M õàóñäîðôîâî.

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü G � ãðóïïà, äåéñòâóþùàÿ íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðî-

ñòðàíñòâå M . Ôàêòîðïðîñòðàíñòâîì ïî äåéñòâèþ ãðóïïû íàçûâàåòñÿ

ïðîñòðàíñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè M/ ∼, ãäå x ∼ y, åñëè x è y ëåæàò

â îäíîé îðáèòå G. Òàêæå ôàêòîðïðîñòðàíñòâî íàçûâàþò ïðîñòðàíñòâî

îðáèò äåéñòâèÿ G.

Çàìå÷àíèå: Ïóñòü G - ãðóïïà, äåéñòâóþùàÿ íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðî-

ñòðàíñòâå M . Òîãäà åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ M
π−→ M/G ÿâëÿåòñÿ îò-

êðûòûì îòîáðàæåíèåì.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ýòàëüíûå îòîáðàæåíèÿ è íàêðûòèÿ

Îïðåäåëåíèå:

Ïóñòü M , M̃ � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, à π : M̃ −→M íåïðåðûâíîå

îòîáðàæåíèå. π íàçûâàåòñÿ ýòàëüíûì, åñëè ó êàæäîé òî÷êè x̃ ∈ M̃ åñòü

îêðåñòíîñòü Ũ 3 x̃ òàêàÿ, ÷òî π
∣∣∣Ũ : Ũ −→ π(Ũ) � ýòî ãîìåîìîðôèçì.

Îïðåäåëåíèå: Îòîáðàæåíèå π : M̃ −→M íàçûâàåòñÿ íàêðûòèåì, åñ-

ëè ó êàæäîé òî÷êè x ∈ M , åñòü îêðåñòíîñòü U 3 x òàêàÿ, ÷òî π−1(U)
ãîìåîìîðôíî U × S, ãäå S � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ äèñêðåòíîé

òîïîëîãèåé, à îòîáðàæåíèå π
∣∣∣π−1(U) : π−1(U)−→ U ïðè òàêîì èçîìîð-

ôèçìå ñîâïàäàåò ñ ïðîåêöèåé U × S −→ U . Áàçîé íàêðûòèÿ íàçûâàåòñÿ

M , à åãî ñëîåì íàä òî÷êîé x � ïðîîáðàç π−1(x).

Çàìå÷àíèå: Ëþáîå íàêðûòèå ýòàëüíî.

Çàìå÷àíèå: Ïóñòü U ⊂ X - îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî, êîòîðîå íå ÿâëÿ-

åòñÿ çàìêíóòûì. Îòîáðàæåíèå âëîæåíèÿ j : U −→X ýòàëüíî, íî íå

ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì.

Ïðèìåð: Åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ R−→ S1 = R/2πZ ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Âïîëíå ðàçðûâíîå äåéñòâèå ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü G � ãðóïïà, äåéñòâóþùàÿ íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðî-

ñòðàíñòâå M . Ãîâîðèòñÿ, ÷òî äåéñòâèå G âïîëíå ðàçðûâíî, åñëè ó êàæ-

äîé òî÷êè x ∈ M åñòü îêðåñòíîñòü U òàêàÿ, ÷òî U ∩ gU = ∅ äëÿ ëþáîãî

g ∈ G òàêîãî, ÷òî g(x) 6= x.

Óòâåðæäåíèå: Ïóñòü G � ãðóïïà, âïîëíå ðàçðûâíî äåéñòâóþùàÿ íà òî-

ïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå M . Òîãäà ïðîåêöèÿ M
π−→ M/G ÿâëÿåòñÿ

íàêðûòèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü U∩gU = ∅ äëÿ ëþáîãî g ∈ G òàêîãî, ÷òî g(x) 6= x.
Ïîñêîëüêó M

π−→ M/G îòêðûòî, áèåêöèÿ π : U −→ π(U) � ãîìåîìîð-

ôèçì. Ïîñêîëüêó π−1(π(U)) � îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ

ìíîæåñòâ âèäà gU , ãäå g ∈ G, îòîáðàæåíèå π : U −→ π(U) � íàêðûòèå.

Çàìå÷àíèå: Îáðàòíîå òîæå âåðíî: åñëè M
π−→ M/G � íàêðûòèå, òî

äåéñòâèå G âïîëíå ðàçðûâíî.

Ïðèìåð: Äåéñòâèå Zn íà Rn âïîëíå ðàçðûâíî. Ôàêòîðïðîñòðàíñòâîì ïî

ýòîìó äåéñòâèþ ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíûé òîð.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ìîðôèçìû íàêðûòèé

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü M̃
π−→ M , M̃ ′ π′−→ M � íàêðûòèÿ M . Íåïðåðûâíîå

îòîáðàæåíèå ψ : M̃ −→ M̃ ′ íàçûâàåòñÿ ìîðôèçìîì íàêðûòèé, åñëè ψ ◦
π′ = π.

Çàìå÷àíèå: Ñîîòíîøåíèÿ íàïîäîáèå ψ◦π′ = π èçîáðàæàþò ïîñðåäñòâîì

äèàãðàìì âèäà

M̃
ψ

//

π

##HHHHHHHHHHHHHHH M̃ ′

π′
��

M

â âåðøèíàõ êîòîðîé ñòîÿò îáúåêòû êàòåãîðèè, à ñòðåëî÷êè îáîçíà÷à-

þò ìîðôèçìû. Ãîâîðèòñÿ, ÷òî ýòà äèàãðàììà êîììóòàòèâíà, åñëè ìîð-

ôèçì, ïîëó÷åííûé êîìïîçèöèåé ñòðåëî÷åê, èäóùèõ èç îäíîãî îáúåêòà â

äðóãîé, íå çàâèñèò îò âûáîðà ïóòè ïî ñòðåëî÷êàì.

Îïðåäåëåíèå:

Ìíîæåñòâî ìîðôèçìîâ èç M̃ â M̃ ′ îáîçíà÷àåòñÿ Mor(M̃, M̃ ′). Êîãäà
íàäî ïîä÷åðêíóòü çàâèñèìîñòü îò M , ïèøóò MorM(M̃, M̃ ′).
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Òðèâèàëüíûå íàêðûòèÿ

Çàìå÷àíèå: Íàêðûòèÿ ïðîñòðàíñòâà M îáðàçóþò êàòåãîðèþ. Îáú-

åêòû ýòîé êàòåãîðèè � íàêðûòèÿ M , à ìîðôèçìû îïðåäåëåíû âûøå.

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü M̃
π−→ M � íàêðûòèå. Ìû ãîâîðèì, ÷òî îíî ðàñ-

ùåïëÿåòñÿ, åñëè M̃ = M × V , ãäå V � ìíîæåñòâî ñ äèñêðåòíîé òîïîëî-

ãèåé, è ýòî ðàçëîæåíèå ñîâìåñòèìî ñ ïðîåêöèåé â M . Ðàñùåïëÿþùååñÿ

íàêðûòèå òàêæå íàçûâàþò òðèâèàëüíûì.

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü M̃
π−→ M � íàêðûòèå. Åñëè U ⊂ M � îòêðûòîå

ïîäìíîæåñòâî, òî π
∣∣∣π−1(U)π

−1(U)−→ U � òîæå íàêðûòèå. Îíî íàçûâàåòñÿ

îãðàíè÷åíèåì íàêðûòèÿ π íà U . Îãðàíè÷åíèå íàêðûòèÿ π íà äîñòàòî÷-

íî ìàëîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî U ⊂ M òðèâèàëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ íà-

êðûòèÿ. Ýòî ñâîéñòâî ÷àñòî âûðàæàþò, ãîâîðÿ, ÷òî íàêðûòèå ëîêàëüíî

òðèâèàëüíî.

Çàìå÷àíèå: Ïóñòü M ñâÿçíî, à M̃ −→M � òðèâèàëüíîå íàêðûòèå M .

Òîãäà M̃ = M×S, ãäå S � ìíîæåñòâî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò M̃ . Â ÷àñòíîñòè,

âñå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû M̃ ïðîåêòèðóþòñÿ íà M ãîìåîìîðôíî.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ëîêàëüíî ñâÿçíûå ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå: Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî

ñâÿçíûì, åñëè ó êàæäîé òî÷êè x ∈M åñòü ñâÿçíàÿ îêðåñòíîñòü

Óòâåðæäåíèå: Ïóñòü ψ : M̃ −→ M̃ ′ � ìîðôèçì íàêðûòèé M , ïðè÷åì M

ëîêàëüíî ñâÿçíî. Òîãäà ψ ýòî íàêðûòèå M̃ ′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1: Ýòî óòâåðæäåíèå ëîêàëüíî ïî M , çíà÷èò,

ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî M ñâÿçíî, à íàêðûòèÿ M̃ è M̃ ′ ðàñùåï-
ëÿþòñÿ.

Øàã 2: Â òàêîé ñèòóàöèè, M̃ = M×S, M̃ ′ = M×S′, a ψ(m, s) = (m,ψS(s)),

ãäå ψS � îòîáðàæåíèå, èíäóöèðîâàíîå ψ íà ìíîæåñòâå êîìïîíåíò ñâÿç-

íîñòè M̃ è M̃ ′.

Øàã 3: Îòîáðàæåíèå ψ(m, s) = (m,ψS(s)) ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì íà-

êðûòèåì íà êàæäîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòå M̃ ′.

8



Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ýòàëüíî îäíîñâÿçíûå ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå: Ñâÿçíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâîM íàçûâàåòñÿ ýòàëü-

íî îäíîñâÿçíûì, åñëè ëþáîå íàêðûòèå M ðàñùåïëÿåòñÿ.

Òåîðåìà: Ëþáîå âûïóêëîå, çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî M ⊂ Rn ýòàëü-
íî îäíîñâÿçíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1: Ïóñòü M̃
π−→ M � íàêðûòèå. Ïîñêîëüêó M

ëîêàëüíî ñâÿçíî, M̃ òîæå ëîêàëüíî ñâÿçíî. Çíà÷èò, M̃ � íåñâÿçíîå îáú-

åäèíåíèå ñâîèõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòàëüíîé îä-

íîñâÿçíîñòè M äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî êàæäàÿ èç êîìïîíåíò ñâÿç-

íîñòè M̃ ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì íàêðûòèåì. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî M̃ ñâÿçíî.

Øàã 2: Ïîñêîëüêó M̃ ñâÿçíî, à M ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíî, M̃ ëèíåé-

íî ñâÿçíî. Â ñàìîì äåëå, M̃ ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíî, çíà÷èò, âñå åãî

êîìïîíåíòû ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè îòêðûòû.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Âûïóêëûå ïîäìíîæåñòâà Rn ýòàëüíî îäíîñâÿçíû

Øàã 3: Ðàññìîòðèì M êàê ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ñ åâêëèäîâîé ìåò-

ðèêîé, èíäóöèðîâàííîé èç Rn. Ëþáûå äâå òî÷êè x, y ∈ M̃ ìîæíî ñîåäèíèòü

ïóòåì γ : [a, b]−→ M̃, ïîòîìó ÷òî M̃ ëèíåéíî ñâÿçíî. Îïðåäåëèì äëèíó

ïóòè l(γ) êàê äëèíó åãî îáðàçà γπ := γ ◦ π â M.

Øàã 4: Åñëè äâå òî÷êè γ(t), γ(t+ ε) ñîäåðæàòñÿ â îêðåñòíîñòè U ⊂ M̃ ,

êîòîðàÿ ãîìåîìîðôíî ïðîåêòèðóåòñÿ íà âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî U ⊂M ,

ìîæíî çàìåíèòü ó÷àñòîê (γ(t), γ(t+ ε)) ïóòè γ íà ïðîîáðàç îòðåçêà, ñî-

åäèíÿþùåãî òî÷êè π(γ(t)), π(γ(t+ ε)). Ïî îïðåäåëåíèþ íàêðûòèÿ, γ ïî-

êðûâàåòñÿ òàêèìè îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè öåëèêîì Ïîñêîëüêó γ([a, b])

êîìïàêòåí, åãî ìîæíî ïîêðûòü êîíå÷íûì íàáîðîì òàêèõ îòêðûòûõ ìíî-

æåñòâ. Çàìåíèâ êàæäûé ñåãìåíò (γ(t), γ(t + ε)) íà ïðÿìîëèíåéíûé, êàê

óêàçàíî âûøå, ìû ïîëó÷èì ïóòü γ, êîòîðûé ïðîåêòèðóåòñÿ â ëîìà-

íóþ γπ : [a, b]−→M.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Âûïóêëûå ïîäìíîæåñòâà Rn ýòàëüíî îäíîñâÿçíû (ïðîäîëæåíèå)

Øàã 5: Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáûå äâå òî÷êè M̃ ìîæíî ñîåäèíèòü ïóòåì

êîíå÷íîé äëèíû. Îïðåäåëèì ìåòðèêó íà M̃ ïî ôîðìóëå

d̃(x, y) = inf
γ
l(γ),

ãäå èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ïóòÿì, ñîåäèíÿþùèì x è y.

Øàã 6: Ìåòðèêà d̃ ñîãëàñîâàíà ñ èñõîäíîé òîïîëîãèåé íà M̃.

Øàã 7: Äîêàæåì, ÷òî (M̃, d̃) ïîëíî. Ïîñêîëüêó d̃(x, y) > d(π(x), π(y)),
äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîøè {xi} â M̃ , åå îáðàç {π(xi)} � ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè. Ïîñêîëüêó M ïîëíî, {π(xi)} ñõîäèòñÿ ê òî÷êå

x ∈ M . Ïîýòîìó ïî÷òè âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xi} ñîäåðæàòñÿ â

π−1(U), äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U 3 x. Âûáåðåì U òàêèì îáðàçîì, ÷òî

Ū êîìïàêòíî, à π−1(Ū) � îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñâÿçíûõ êîì-

ïàêòîâ, ãîìåîìîðôíûõ è èçîìåòðè÷íûõ Ū . Êîìïîíåíòû π−1(Ū) êîìïàêò-
íû è íå ïåðåñåêàþòñÿ, çíà÷èò, îòñòîÿò äðóã îò äðóãà íà ïîëîæèòåëüíîå

ðàññòîÿíèå. Ïîýòîìó ïî÷òè âñå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîøè {xi}
ñîäåðæàòñÿ â îäíîé èç ñâÿçíûõ êîìïîíåíò Ū0. Ïîñêîëüêó Ū0 èçîìåòðè÷íà

Ū è êîìïàêòíà, {xi} ñõîäèòñÿ.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Âûïóêëûå ïîäìíîæåñòâà Rn ýòàëüíî îäíîñâÿçíû (îêîí÷àíèå)

Øàã 8: Ïî ïîñòðîåíèþ, ìåòðèêà â M̃ ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé (âû÷èñëÿåòñÿ

êàê äëèíà ïóòåé), à çíà÷èò, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Õîïôà-Ðèíîâà. Òàêæå

ýòî ïðîñòðàíñòâî ïîëíî è ëîêàëüíî êîìïàêòíî. Ïî òåîðåìå Õîïôà-

Ðèíîâà, ðàññòîÿíèå â M̃ ðåàëèçóåòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè.

Øàã 9: Äëÿ áëèçêèõ x, y ∈ M̃ , d̃(x, y) = d(π(x), π(y)), ïîòîìó ÷òî π ýòàëü-

íî. Ïîýòîìó π ïåðåâîäèò ãåîäåçè÷åñêóþ, ñîåäèíÿþùóþ x è y, â

îòðåçîê.

Øàã 10: Ãåîäåçè÷åñêèå â M̃ ïðîåêòèðóþòñÿ â îòðåçêè ïðÿìîé. Ñëå-

äîâàòåëüíî, π : (M̃, d̃)−→ (M,d) � èçîìåòðèÿ. Ìû äîêàçàëè, ÷òî π ýòî

ãîìåîìîðôèçì.

Ñëåäñòâèå: Îòðåçîê, êâàäðàò, øàð ýòàëüíî îäíîñâÿçíû.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ðàññëîåííûå ïðîèçâåäåíèÿ

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü X
ψ−→ M , M̃

π−→ M � íåïðåðûâíûå îòîáðàæå-

íèÿ. Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî X̃ ⊂ X× M̃ , ñîñòîÿùåå èç âñåõ ïàð (x, m̃)

òàêèõ, ÷òî ψ(x) = π(m̃), ñ òîïîëîãèåé, èíäóöèðîâàííîé ñ X × M̃ . Ýòî

ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ðàññëîåííûì ïðîèçâåäåíèåì X è M̃ , è îáî-

çíà÷àåòñÿ X ×M M̃ .

Ëåììà: Ïóñòü M̃
π−→ M � íàêðûòèå, à X

ψ−→ M � íåïðåðûâíîå îòîáðà-

æåíèå. Òîãäà ðàññëîåííîå ïðîèçâåäåíèå X ×M M̃ � íàêðûòèå X.

Äîêàçàòåëüñòâî: Îáîçíà÷èì çà πX ïðîåêöèþ èç X̃ íà X. Â îêðåñòíîñòè

U 3 ψ(x), ðàññëîåíèå π ðàñùåïëÿåòñÿ: π−1(U) = U ×S. Ïîýòîìó â UX :=

ψ−1(U), èìååì π−1
X (UX) = UX × S.

Îïðåäåëåíèå: Â òàêîé ñèòóàöèè, X ×M M̃ −→X íàçûâàåòñÿ èíäóöèðî-

âàííûì íàêðûòèåì X.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ïîäíÿòèå íàêðûòèÿ

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü M̃
π−→ M � íàêðûòèå, à X

ψ−→ M � íåïðåðûâíîå

îòîáðàæåíèå. Îòîáðàæåíèå X
ψ̃−→ M̃ íàçûâàåòñÿ ïîäíÿòèåì ψ, åñëè

ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà

M̃

π
��

X

ψ̃
99tttttttttttttttttt ψ
//M

Òåîðåìà: Ïóñòü M̃
π−→ M � íàêðûòèå, à X

ψ−→ M � íåïðåðûâíîå îòîá-

ðàæåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X ýòàëüíî îäíîñâÿçíî. Òîãäà ñóùåñòâóåò

ïîäíÿòèå X
ψ̃−→ M̃. Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X è ëþáîé òî÷êè

x̃ ∈ π−1(ψ(x)), ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ïîäíÿòèå X
ψ̃−→ M̃ òàêîå, ÷òî

ψ̃(x) = x̃.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïîñêîëüêó èíäóöèðîâàíîå íàêðûòèå πX : X̃ −→X ðàñ-

ùåïëÿåòñÿ, èìååì X̃ = X × S. Äëÿ êàæäîé èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè

X ⊂ X̃, åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ X̃ −→ M̃ çàäàåò ïîäíÿòèå ψ̃ : X −→ M̃.
Ñì. êàðòèíêó.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ïîäíÿòèå îòîáðàæåíèÿ X
ψ−→ M íà íàêðûòèå
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Íàêðûòèÿ è ïóòè

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü (M,m) � îòìå÷åííîå ïðîñòðàíñòâî, (M̃, m̃) � åãî

íàêðûòèå, à γ ∈ Ω(M,m) � ïåòëÿ. Ïîñêîëüêó îòðåçîê îäíîñâÿçåí, îòîá-

ðàæåíèå γ : [0,1]−→M ïîäíèìàåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì äî ïóòè

γ̃ : [0,1]−→ M̃ , ïðè÷åì γ̃(0) = m̃. Òàêîé ïóòü íàçûâàåòñÿ ïîäíÿòèåì

ïåòëè γ íà íàêðûòèå.

Óòâåðæäåíèå: Ïóñòü (M,m) � îòìå÷åííîå ïðîñòðàíñòâî, (M̃, m̃) � åãî

íàêðûòèå, γ, γ′ ∈ Ω(M,m) � ãîìîòîïíûå ïåòëè, à γ̃, γ̃′ � èõ ïîäíÿòèÿ.

Òîãäà γ̃(1) = γ̃′(1).

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü h : [0,1]× [0,1]−→M � îòîáðàæåíèå èç êâàäðà-

òà, êîòîðîå îñóùåñòâëÿåò ãîìîòîïèþ γ è γ′. Ïî îïðåäåëåíèþ, h ïåðåâî-

äèò äâå ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû êâàäðàòà â γ è γ′, à äâå äðóãèå � â m.
Ïîñêîëüêó êâàäðàò îäíîñâÿçåí, h ïîäíèìàåòñÿ äî h̃ : [0,1]× [0,1]−→ M̃ ,

òàêèì îáðàçîì, ÷òî (0,0) ïåðåõîäèò â m̃. Íà äâóõ ñòîðîíàõ êâàäðàòà h
ïîñòîÿííîå, íî ïîäíÿòèå òðèâèàëüíîãî ïóòè, î÷åâèäíî, òðèâèàëüíî. Ïî-

ýòîìó íà ýòèõ äâóõ ñòîðîíàõ h̃ òîæå ïîñòîÿííîå. Çíà÷èò,

γ̃(1) = h̃(1,0) = h̃(1,1) = γ̃′(1).
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà è íàêðûòèÿ

Îïðåäåëåíèå: Îòìå÷åííîå ïðîñòðàíñòâè (M,m) íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿç-

íûì, åñëè π1(M,m) = {1}.

Óòâåðæäåíèå: Ïóñòü (M,m) � ñâÿçíîå è ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíîå îä-

íîñâÿçíîå îòìå÷åííîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà M ýòàëüíî îäíîñâÿçíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1: Ðàññìîòðèì ñâÿçíîå íàêðûòèå M̃
π−→ M .

Ïóñòü x1, x2 ∈ π−1(x). Ïîñêîëüêó M̃ ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíî è ñâÿçíî,

îíî ëèíåéíî ñâÿçíî, à çíà÷èò, òî÷êè x1, x2 ìîæíî ñîåäèíèòü ïóòåì γ̃.

Øàã 2: Ðàññìîòðèì ïóòü γ := γ̃ ◦ π. Ýòîò ïóòü ãîìîòîïåí òðèâèàëüíîìó,

ïîòîìó ÷òî π1(M,m) = {1}. Ïîäíÿòèå òðèâèàëüíîãî ïóòè òðèâèàëüíî,
à çíà÷èò, îáà åãî êîíöà ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó x1 = x2.

Çàìå÷àíèå: Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå òîæå âåðíî, õîòÿ è â áîëåå îãðàíè-

÷èòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(M,m): çàâèñèìîñòü îò m

Ïóñòü x, y ∈ M , à ξ � ïóòü èç x â y. Äëÿ êàæäîé ïåòëè γ ∈ Ω(M,y),

ðàññìîòðèì ïóòü ξγξ−1, îïðåäåëåííûé ïî ôîðìóëå

ξγξ−1(λ) =


ξ(3λ), åñëè 0 6 λ 6 1/3

γ(3λ− 1), åñëè 1/3 6 λ 6 2/3,

ξ(3− λ), åñëè 2/3 6 λ 6 1.

(ïðîõîäèì èç x â y ïî ξ, îáõîäèì y ïî γ, è âîçâðàùàåìñÿ â x â îáðàòíóþ

ñòîðîíó ïî ξ). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ξγγ′ξ−1 ãîìîòîïíî ξγξ−1ξγ′ξ−1.

Çàìå÷àíèå: Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ãðóïïà π1(M,y) èçîìîðôíà π1(M,x).

Çàìå÷àíèå: Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòîò èçîìîðôèçì çàâèñèò îò

âûáîðà ïóòè γ.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Íàêðûòèå íåîäíîñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà

Óòâåðæäåíèå: Ïóñòü (M,m) � îòìå÷åííîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ñâÿçíî

è ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó M åñòü áàçà òîïîëîãèè,

ñîñòîÿùàÿ èç ìíîæåñòâ U ñ π1(U, x) = {1}, è M ýòàëüíî îäíîñâÿçíî.

Òîãäà π1(M,m) = {1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1: Îáîçíà÷èì çà π1(m,x) ìíîæåñòâî ãîìîòîïè-

÷åñêèõ êëàññîâ ïóòåé èç m â x. Òîò æå àðãóìåíò, ÷òî è âûøå, ïîçâî-

ëÿåò ïîñòðîèòü áèåêöèþ ìåæäó π1(m,x) è π1(M,m).

Øàã 2: Ïóñòü U ⊂ M � îäíîñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî, x ∈ U � òî÷êà, à

γ � � êàêîé-òî ïóòü èç m â x. Îáîçíà÷èì çà Uγ ìíîæåñòâî âñåõ ïàð

(y, γ′ ∈ π1(m, y)), ãäå y ∈ U , π1(U) = {1}, è ñóùåñòâóåò ïóòü ν èç y â x,

öåëèêîì ëåæàùèé â U è òàêîé, ÷òî γ′νγ−1 ãîìîòîïíî íóëþ. Ïîñêîëüêó

âñå ïóòè èç x â y, ëåæàùèå â U, ãîìîòîïíû, åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ

èç Uγ â U � ãîìåîìîðôèçì.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Íàêðûòèå íåîäíîñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà (ïðîäîëæåíèå)

Øàã 3: Ïóñòü M̃ � ìíîæåñòâî âñåõ ïàð (x, γ ∈ π1(m,x)), ñ òîïîëîãèåé, áà-
çà êîòîðîé çàäàíà ìíîæåñòâàìè âèäà Uγ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå

òàêèõ ìíîæåñòâ èìååò òàêîé æå âèä, è ïîýòîìó Uγ çàäàåò òîïîëîãèþ íà

M̃ . Åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ M̃ −→M ýòàëüíà ïî ïîñòðîåíèþ, à ïîñêîëüêó

π−1(U) � îáúåäèíåíèå Uγ äëÿ âñåõ ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ ïóòåé èç m â

x ∈ U , M̃ � ýòî íàêðûòèå M.

Øàã 4: Íàêîíåö, ïóñòü γ ∈ π1(M,m) êëàññ, íåãîìîòîïíûé íóëþ, ïóñòü

γ̃ � åãî ïîäíÿòèå â M̃ , òàêîå, ÷òî γ(0) ñîîòâåòñòâóåò ïàðå (m, γ0), ãäå
γm � òðèâèàëüíûé ïóòü. Òîãäà γ(1) ñîîòâåòñòâóåò ïàðå (m, γ), çíà÷èò,
íàêðûòèå M̃ −→M íåòðèâèàëüíî.

Çàìå÷àíèå: Â ïðåäïîëîæåíèÿõ äîêàçàííîãî âûøå óòâåðæäåíèÿ, ýòàëü-

íàÿ îäíîñâÿçíîñòü ýêâèâàëåíòíà îáû÷íîé.

Çàìå÷àíèå: Ïîñòðîåííîå òàêèì îáðàçîì íàêðûòèå M̃ −→M îäíî-

ñâÿçíî, ïîòîìó ÷òî ïîäíÿòèå íåòðèâèàëüíîãî êëàññà γ ∈ π1(M,m) íèêî-
ãäà íå ÿâëÿåòñÿ ïåòëåé â M̃ .
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ïðîèçâåäåíèå íàêðûòèé

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü M̃
π−→ M, M̃ ′ π′−→ M � íàêðûòèÿ M . Ðàññìîò-

ðèì ðàññëîåííîå ïðîèçâåäåíèå M̃ ×M M̃ ′ ⊂ M̃ × M̃ ′, ñîñòîÿùåå èç âñåõ

(x, y) ∈ M̃ × M̃ ′, òàêèõ, ÷òî π(x) = π′(y). Òîãäà M̃ ×M M̃ ′ íàçûâàåòñÿ ïðî-
èçâåäåíèåì íàêðûòèé.

Çàìå÷àíèå: Ïðîèçâåäåíèå M̃ ×M M̃ ′ ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì M. Â ñà-

ìîì äåëå, ëîêàëüíî ïî M , M̃ èçîìîðôíî S ×M , M̃ ′ èçîìîðôíî S′ ×M ,

ñëåäîâàòåëüíî, M̃ ×M M̃ ′ èçîìîðôíî S × S′ ×M .

Çàìå÷àíèå: Äëÿ ëþáîãî íàêðûòèÿ M1 íàä M ,

Mor(M1, M̃ ×M M̃ ′) = Mor(M1, M̃)×Mor(M1, M̃
′).

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü ϕ : M1 −→M2 � ìîðôèçì íàêðûòèéM . Ðàññìîòðèì

ïîäìíîæåñòâî Γϕ ⊂M1×MM2, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ïàð âèäà (x, ϕ(x)). Ýòî

ïîäìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ãðàôèêîì ìîðôèçìà M .

Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü íàêðûòèe M̃ −→M êàê [M̃ : M ].
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ñâÿçíûå íàêðûòèÿ

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü [M̃ : M ] � íàêðûòèå. Îíî íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì,

åñëè M è M̃ ñâÿçíû è ëîêàëüíî ñâÿçíû.

Óòâåðæäåíèå: Ïóñòü [M̃ : M ] � íàêðûòèå, ïðè÷åì M ñâÿçíî è ëîêàëüíî

ñâÿçíî. Òîãäà M̃ ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì ñâîèõ êîìïî-

íåíò ñâÿçíîñòè M̃i. Áîëåå òîãî, êàæäàÿ èç êîìïîíåíò M̃i ÿâëÿåòñÿ

ñâÿçíûì íàêðûòèåì M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1: Ïîñêîëüêó M ëîêàëüíî ñâÿçíî, à M̃ ëîêàëüíî

ãîìåîìîðôíî M , îíî òîæå ëîêàëüíî ñâÿçíî. Ïîýòîìó ëþáàÿ ñâÿçíàÿ

êîìïîíåíòà M̃ îòêðûòà. Çíà÷èò, M̃ � íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå ñâîèõ

êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.

Øàã 2: Ïóñòü U ⊂M � ñâÿçíîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî, íàä êîòîðûì M̃

ðàñùåïëÿåòñÿ. Òîãäà π−1(U) � íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå íåñêîëüêèõ êîïèé

U . Êàæäàÿ èç ýòèõ êîïèé öåëèêîì ëåæèò â îäíîé èç ñâÿçíûõ êîìïîíåíò

M̃i, ñëåäîâàòåëüíî, M̃i ∩ π−1(U) òîæå íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå êîïèé U .

Ïîýòîìó M̃i � íàêðûòèå.
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Ãðàôèêè ìîðôèçìîâ ñâÿçíûõ íàêðûòèé

Ñëåäñòâèå: Ïóñòü [M̃ : M ] � ñâÿçíîå íàêðûòèå. Òîãäà ãðàôèê ëþáîãî

ìîðôèçìà ϕ ∈ Mor(M̃, M̃) � ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà â M̃ ×M M̃ . Ñâÿçíàÿ

êîìïîíåíòà M̃ ′ ⊂ M̃ ×M M̃ ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ìîðôèçìà ϕ ∈Mor(M̃, M̃)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîåêöèÿ M̃ ′ íà ïåðâóþ êîìïîíåíòó çàäàåò

èçîìîðôèçì M̃ ′ −→ M̃ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1: Åñëè M̃ ′ � ãðàôèê, îí îòêðûòîçàìêíóò â M̃×M
M̃ (ýòî ëîêàëüíîå óòâåðæäåíèå, à ëîêàëüíî M̃ ′ � îáúåäèíåíèå íåñêîëüêèõ
êîìïîíåíò M̃ ×M M̃). Ïîýòîìó îí ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé.

Øàã 2: Ëþáàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà M̃ ′ ⊂ M̃ ×M M̃ ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì

M , êàê ìû óæå äîêàçàëè. Åñëè M̃ ′ ãîìåîìîðôíî ïðîåêòèðóåòñÿ íà M̃ ,

ïðîåêöèÿ íà âòîðóþ êîìïîíåíòó çàäàåò ìîðôèçì íàêðûòèé èç M̃ ∼= M̃ ′

íà M̃ . Ïî ïîñòðîåíèþ, M̃ ′ ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ýòîãî ìîðôèçìà.
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Íàêðûòèÿ Ãàëóà

Çàìå÷àíèå: Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

MorM̃(M̃, M̃ ×M M̃) = MorM(M̃, M̃).

Äåéñòâèòåëüíî, ìîðôèçìû MorM̃(M̃, M̃ ×M M̃) âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñî-

îòâåòñòâóþò êîìïîíåíòàì M̃ ×M M̃ , êîòîðûå èçîìîðôíî ïðîåêòèðóþòñÿ

íà M̃ , à ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî ãðàôèêè ìîðôèçìà.

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü [M̃ : M ] � ñâÿçíîå íàêðûòèå. Îíî íàçûâàåòñÿ íà-

êðûòèåì Ãàëóà, åñëè íàêðûòèå M̃ ×M M̃ −→ M̃ ðàñùåïëÿåòñÿ.

Çàìå÷àíèå: Ïîñêîëüêó MorM̃(M̃, M̃ ×M M̃) = MorM(M̃, M̃), [M̃ : M ] ÿâ-

ëÿåòñÿ íàêðûòèåì Ãàëóà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M̃ ×M M̃ �

îáúåäèíåíèå ãðàôèêîâ ìîðôèçìîâ ν ∈MorM(M̃, M̃).

Çàìå÷àíèå: Íàêðûòèå [M̃ : M ] ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì Ãàëóà êîãäà êàæ-

äàÿ ïàðà (x, y) ∈ M̃ ×M M̃ ïðèíàäëåæèò ãðàôèêó ìîðôèçìà ν.
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Äåéñòâèå ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ íàêðûòèÿ

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü G � ãðóïïà, äåéñòâóþùàÿ íà ìíîæåñòâå M . Äåé-

ñòâèå ãðóïïû íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî íååäèíè÷íîãî

g ∈ G è ëþáîãî m ∈ M , èìååì gm 6= m. Äåéñòâèå ãðóïïû íàçûâàåòñÿ

òðàíçèòèâíûì, åñëè M ñîñòîèò èç îäíîé îðáèòû.

Çàìå÷àíèå: Â ñèëó âûøåñêàçàííîãî, [M̃ : M ] ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì Ãà-

ëóà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ Aut[M̃ : M ]

äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà ñëîÿõ [M̃ : M ].

Çàìå÷àíèå: Ïóñòü [M̃ : M ] � ñâÿçíîå íàêðûòèå. Òîãäà Aut[M̃ : M ] ñâî-

áîäíî äåéñòâóåò íà M. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü g ∈ Aut[M̃ : M ] � ýëåìåíò,

ñîõðàíÿþùèé x ∈ M . Òîãäà ãðàôèê Γg ïåðåñåêàåòñÿ ñ ãðàôèêîì òîæäå-

ñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ. Íî ïîñêîëüêó ãðàôèê àâòîìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ

ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé M̃ ×M M̃ , îíè ñîâïàäàþò.

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü [M̃ : M ] � íàêðûòèå Ãàëóà. Òîãäà ãðóïïà àâòîìîð-

ôèçìîâ Aut[M̃ : M ] íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Ãàëóà íàêðûòèÿ.
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Òåîðèÿ Ãàëóà äëÿ íàêðûòèé

Ëåììà (î÷åâèäíàÿ): ÏóñòüW1 −→W2 −→W2 � íàêðûòèÿ, ïðè÷åìW1 −→W2
èíúåêòèâíî, à W3 ñâÿçíî, [W2 : W3] ðàñùåïëÿåòñÿ. Òîãäà W1 : W3 òîæå

ðàñùåïëÿåòñÿ.

Óòâåðæäåíèå: Ïóñòü M1 −→M2 −→M3 � íàêðûòèÿ, ïðè÷åì [M1 : M3] �
íàêðûòèå Ãàëóà. Òîãäà [M1 : M2] � òîæå íàêðûòèå Ãàëóà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàêðûòèé

M1 ×M2
M1 −→M1 ×M3

M1 −→M1.

Íàêðûòèå M1×M3
M1 −→M1 ðàñùåïëÿåòñÿ, ïîòîìó ÷òî [M1 : M3] íàêðû-

òèå Ãàëóà, à åñòåñòâåííîå âëîæåíèå M1×M2
M1 −→M1×M3

M1 èíúåêòèâíî.

Ïðèìåíèâ Ëåììó, ïîëó÷àåì, ÷òî M1 ×M2
M1 −→M1 ðàñùåïëÿåòñÿ.

Çàìå÷àíèå: Ïóñòü [M̃ : M ] � íàêðûòèå Ãàëóà, à G = Aut[M̃ : M ] � åãî

ãðóïïà Ãàëóà. Îòìåòèì, ÷òî G âïîëíå ðàçðûâíî äåéñòâóåò íà M̃ , è ïîýòî-

ìó äëÿ ëþáîé ïîäãðóïïû G′ ⊂ G, îïðåäåëåíî ôàêòîðïðîñòðàíñòâî

M̃/G′, êîòîðîå òîæå ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì.
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Îñíîâíàÿ òåîðåìà òåîðèè Ãàëóà

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü [M̃ : M ] � ñâÿçíîå íàêðûòèå. Ôàêòîðíàêðûòèåì

[M̃ : M ] íàçûâàåòñÿ íàêðûòèå [M̃ ′ : M ] òàêîå, ÷òî çàäàí ñþðüåêòèâíûé

ìîðôèçì íàêðûòèé M̃ −→ M̃ ′.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà òåîðèè Ãàëóà äëÿ íàêðûòèé: Ïóñòü [M̃ : M ] � íà-

êðûòèå Ãàëóà, G = Aut[M̃ : M ] � åãî ãðóïïà Ãàëóà, à G′ ⊂ G � ëþáàÿ

ïîäãðóïïà. Òîãäà M̃/G′ � íàêðûòèå M. Áîëåå òîãî, ëþáîå ôàêòîð-

íàêðûòèå [M̃ : M ] ïîëó÷àåòñÿ òàêèì îáðàçîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü [M̃ ′ : M ] � ôàêòîðíàêðûòèå [M̃ : M ]. Òîãäà [M̃ :

M̃ ′] � òîæå íàêðûòèå Ãàëóà, à çíà÷èò, M̃ ′ = M̃/G′, ãäå G′ ⊂ G � ãðóïïà

àâòîìîðôèçìîâ M̃ íàä M̃ ′.
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Ýòàëüíàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü [M̃ : M ] � ñâÿçíîå íàêðûòèå. Îíî íàçûâàåòñÿ

ýòàëüíûì óíèâåðñàëüíûì íàêðûòèåì, åñëè M̃ ýòàëüíî îäíîñâÿçíî.

Çàìå÷àíèå: Óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì Ãàëóà. Äåé-

ñòâèòåëüíî, ðàç M̃ ýòàëüíî îäíîñâÿçíî, òî M̃ ×M M̃ ðàñùåïëÿåòñÿ

íàä M̃.

Çàìå÷àíèå: Óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî èçî-

ìîðôèçìà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü M̃ , M̃ ′ � äâà óíèâåðñàëüíûõ íàêðûòèÿ.

Ïîñêîëüêó M̃ è M̃ ′ ýòàëüíî îäíîñâÿçíû, ëþáàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà
èõ ïðîèçâåäåíèÿ M̃ ×M M̃ ′ ðàñùåïëÿåòñÿ íàä M̃ è íàä M̃ ′, çíà÷èò,
ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì èçîìîðôèçìà.

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü M̃
π−→ M � óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå. Ãðóïïà Ãà-

ëóà Aut[M̃ : M ] íàçûâàåòñÿ ýòàëüíîé ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé ïðî-

ñòðàíñòâà M .
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Óòâåðæäåíèå: Ïóñòü (M,m) � îòìå÷åííîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ñâÿçíî

è ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó M åñòü áàçà òîïîëîãèè,

ñîñòîÿùàÿ èç ìíîæåñòâ U ñ π1(U, x) = {1}. Òîãäà ôóíäàìåíòàëüíàÿ

ãðóïïà (M,m) èçîìîðôíà ýòàëüíîé ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå.

Alexander Grothendieck

(ðîä. 28 ìàðòà 1928)
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