17. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÌÅËÃÉÑ 17: óŒÏÂÏÄÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ É ÔÅÏÒÅÍÁ úÅÊÆÅÒÔÁ{ŒÁÎ ëÁÍÐÅÎÁ

17.1. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ É ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ

îÁÞÎÅÍ Ó ÐÏŒÔÏÒÁ ÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ- ÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÅÇÏÄÎÑ.

îÁËÒÙÔÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ M ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ. ïÂSSÅËÔÙ ÜÔÏÊ ËÁ- ÔÅÇÏÒÉÉ { ÎÁËÒÙÔÉÑ, Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ { ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ : ~M −→ ~M^′, ËÏÍÍÕ- ÔÉÒÕÀÝÉÅ Ó ÐÒÏÅËÃÉÅÊ Œ M:

~M � ß � � � � ~M^′

ß^′ � M ðÕÓÔØ ~M −→ M { ÎÁËÒÙÔÉÅ, ÐÒÉÞÅÍ M É ~M ÓŒÑÚÎÙ, ÌÏËÁÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÙ, É ~M ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÕÀ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØ- ÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ. áÐÒÉÏÒÉ, ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ı_1( ~M; m) ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÔÏÞËÉ m, ÎÏ ı_1( ~M; m_1) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ı_1( ~M; m_2), ÅÓÌÉ m_1 É m_2 ÌÅ- ÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ (ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ).

ôÁËÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ~M ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏ, ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ çÁÌÕÁ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ~M^{′ ß}−→ ~M { ÓŒÑÚÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ, Á x ∈ ~M { ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ~M^′ ÌÏËÁÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ É ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ, Á ÚÎÁÞÉÔ ÓŒÑÚÎÏ. ðÕÓÔØ y_1; y_2 ∈ ı^{−1}(x) { ÌÀÂÙÅ ÔÏÞËÉ, Á ‚ { ÐÕÔØ, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÈ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ. ïÂÒÁÚ ÜÔÏÇÏ ÐÕÔÉ ı(‚) { ÐÅÔÌÑ Œ ~M, ÉÄÕÝÁÑ ÉÚ x Œ x, ÎÏ ÔÁËÁÑ ÐÅÔÌÑ ŒÓÅÇÄÁ ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ı_1( ~M ; x) = 0. ðÕÔØ ‚ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÎÑÔÉÅÍ ÐÅÔÌÉ ı(‚), É ËÏÌØ ÓËÏÒÏ ı(‚) ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÁ, ‚ { ÔÏÖÅ ÐÅÔÌÑ (ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ). ðÏÜÔÏÍÕ y_1 = y_2, É ı^{−1}(x) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ~M^′ ∼= ~M, É ŒÓÅ ÎÁËÒÙÔÉÑ ~M ÒÁÓÝÅÐÌÑÀÔÓÑ.

ðÕÓÔØ M_1; M_2 { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÙÅ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ _1; _2 Œ M. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÙÍ

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 17-18 { 1 { version 1.0, 27.04.2008

ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ M_1 ÎÁ M_2 ÎÁÄ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M_1 ×_M M_2, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÁÒ (m_1; m_2) ∈ M_1 ×M_2, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ _1(m_1) = _2(m_2). íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ M_1 ×_M M_2 ËÁË ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ M_1 × M_2, Ó ÉÎÄÕÃÉ- ÒÏŒÁÎÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ ¯ : M_1 × M_2 −→ M × M ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

¯(m_1; m_2) = ( _1(m_1); _2(m_2)):

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ M_1 ×_M M_2 = ¯^{−1}(´), ÇÄÅ ´ ⊂ M × M { ÄÉÁÇÏÎÁÌØ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÄÌÑ M ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÁ, ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ { ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ M_1 × M_2.

îÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÁËÒÙÔÉÊ { ÓÎÏŒÁ ÎÁËÒÙÔÉÅ.

œÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÍÕ ÎÁËÒÙÔÉÀ ~M −→ M. ìÀÂÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ~M ÒÁÓÝÅÐÌÑÅÔÓÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ~M ×_M ~M ËÁË ÎÁËÒÙÔÉÅ ~M, Ó ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ~M ×_M ~M −→ ~M, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÊ (m_1; m_2) Œ m_1.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ çÁÌÕÁ, ÅÓÌÉ ~M×_M ~M −→ ~M ÒÁÓÝÅÐÌÑÅÔÓÑ. œ ÓÉÌÕ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ~M , ~M ×_M ~M ÒÁÓÝÅÐÌÑ- ÅÔÓÑ, É ~M { ÎÁËÒÙÔÉÅ çÁÌÕÁ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ~M ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÑÚÎÏ, ÌÀÂÏÅ ÅÇÏ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÑÚÎÏ. ìÏËÁÌØÎÏ ÓŒÑÚÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÅÓŒÑÚÎÏÇÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÓŒÏ- ÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ~M ×_M ~M ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓŒÑÚÎÙÍÉ ÎÁËÒÙÔÉÑÍÉ ~M, ÏÎÉ ÅÍÕ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ Œ ~M ×_M ~M Œ ~M { ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ, ÞÔÏ ÐÏ ŒÔÏÒÏÍÕ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÆÉËÏÍ ÁŒÔÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÁ ÎÁËÒÙÔÉÑ ~M ÎÁÄ M. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ X { ÔÁËÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎ- ÔÁ, ÔÏÇÄÁ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ÐÅÒŒÙÊ É ŒÔÏÒÏÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ff_1; ff_2 : X −→ ~M ÜÔÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, Á X { ÇÒÁÆÉË ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ff^{−1}_1 ∘ff_2 (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ).

éÚ ŒÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ (x; y) ∈ ~M ×_M ~M ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÇÒÁÆÉËÕ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ∈ Aut[ ~M : M], ÇÄÅ Aut[ ~M : M] { ÇÒÕÐÐÁ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÎÁËÒÙÔÉÑ ~M ÎÁÄ M (ÏÎÁ ÅÝÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐ- ÐÏÊ çÁÌÕÁ ÎÁËÒÙÔÉÑ ~M).

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÒÏÅËÃÉÀ ~M −→ M ÚÁ ı. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ m ∈ M, É ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÔÏÞÅË x; y ∈ ı^{−1}(m), ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ , ÇÒÁÆÉËÕ ËÏÔÏÒÏÇÏ `_˚ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÔÏÞËÁ (x; y) ∈ ~M ×_M ~M. œ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ x ∈ ~M Œ ff_2(ff^{−1}_1 (x; y)), ÉÍÅÅÍ (x) = y (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ).

íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ Aut[ ~M : M] ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÅ ı^{−1}(m). ðÏÓËÏÌØËÕ ~M ×_M ~M { ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÇÒÁÆÉËÏŒ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ, ÉÚ _1(x) = _2(y) ÓÌÅÄÕÅÔ _1 = _2. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ-

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 17-18 { 2 { version 1.0, 27.04.2008

ÎÏ, G := Aut[ ~M : M] ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ı^{−1}(m) ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ É ÓŒÏÂÏÄÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ M = ~M=G, ÐÒÉÞÅÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ G ÎÁ ~M ÓŒÏÂÏÄÎÏ.

ðÕÓÔØ g ∈ Aut[ ~M : M] { ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ çÁÌÕÁ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ x ∈ ~M Œ g(x), ÇÄÅ x ∈ ı^{−1}(m). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÕÔØ ‚, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ x É g(x). ôÁËÏÊ ÐÕÔØ { ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ, Ó ÔÏÞÎÏ- ÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ~M ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏ (ÄÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ). ïÂÒÁÚ ‚ ∘ ı : [0; 1] −→ M { ÜÔÏ ÐÅÔÌÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ ËÌÁÓÓ Œ ı_1(M; m) ÚÁ ‚_g. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÕÔØ ‚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ, ‚_g ÚÁŒÉ- ÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ x É g. îÏ ËÏÌØ ÓËÏÒÏ Aut[ ~M : M] ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ı^{−1}(m) ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ, ÜÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÕÔØ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ x; g(x), Œ ÐÕÔØ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ y; g(y), ÇÄÅ ÚÁ y ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ Œ ı^{−1}(m). óÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ‚_g ∈ ı_1(M; m) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ x, É ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ g ∈ Aut[ ~M : M]. íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Aut[ ~M : M] −→ ı_1(M; m).

åÓÌÉ g_1; g_2 ∈ Aut[ ~M : M], ÐÒÉÞÅÍ g_1 ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ x Œ y, Á g_2 ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ y Œ z, ÔÏ g_1g_2 ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ x Œ z. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÕÔÅÊ ‚_{g1} ‚_{g2} ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÁË ı(‚‚^′), ÇÄÅ ‚ { ÐÕÔØ ÉÚ x Œ y, Á ‚^′ { ÐÕÔØ ÉÚ y Œ z. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ‚_{g1} ‚_{g2} = ‚_{g1g2} , É ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Aut[ ~M : M] −→ ı_1(M; m) { ÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ.

œ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÕÂÅÄÉÌÉÓØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ). íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ 17.1: ðÕÓÔØ ~M −→ M { ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ, ÐÒÉÞÅÍ M É ~M ÓŒÑÚÎÙ, ÌÏËÁÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÙ, É ~M ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÕÐÐÕ çÁÌÕÁ ÜÔÏÇÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ, G = Aut[ ~M : M]. ôÏÇÄÁ M = ~M=G, ÐÒÉÞÅÍ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ M ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ G.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 17.2. üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ı_1(M; m) ÄÌÑ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ËÁË ÆÁËÔÏÒ ~M=G ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÇÏ ~M ÐÏ ÇÒÕÐÐÅ G, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÊ ÎÁ ~M ŒÐÏÌÎÅ ÎÅÓŒÑÚÎÏ. íÙ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎ- ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S^1 ÒÁŒÎÁ Z. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, S^1 = R=Z, ÎÏ ı_1(R) = {1}, ÔÁË ËÁË R ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÏ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ı_1(T^n) = Z^n, ÇÄÅ T^n = R^n=Z^n { n-ÍÅÒÎÙÊ ÔÏÒ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 17.3. ðÕÓÔØ ~M_1 −→ M_1, ~M_2 −→ M_2 { ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÅ ÎÁ- ËÒÙÔÉÑ, ı_1(í_i) = G_i. ðÏÓËÏÌØËÕ ~M_1 × ~M_2 ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ) É ÎÁËÒÙŒÁÅÔ M_1 × M_2 (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ), ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÎÁ- ËÒÙÔÉÅÍ M_1 × M_2. ðÏÜÔÏÍÕ ~M_1 × ~M_2=G_1 × G_2 = M_1 × M_2, É ı_1(M_1 ×

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 17-18 { 3 { version 1.0, 27.04.2008

M_2) = G_1 × G_2. íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÑ ÄŒÕÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ { ÜÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ÜÔÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 17.4. üÔÏÔ ÆÁËÔ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, É ÎÅ ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÎÁËÒÙ- ÔÉÑÍÉ: ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X Œ M_1 ×M_2 { ÐÁÒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ X Œ M_1 É ÉÚ X Œ M_2. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÐÅÔÅÌØ É ÄÌÑ ËÌÁÓÓÏŒ ÇÏÍÏÔÏÐÉÊ ÐÅÔÅÌØ.

17.2. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ ÎÁËÒÙÔÉÊ É ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ

ðÕÓÔØ G { ÇÒÕÐÐÁ, Á Rep(G; Sets) { ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ÏÂSSÅËÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ { ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ G, Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ { ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÓÏŒÍÅÓÔÉ- ÍÙÅ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ G. üÔÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ G.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ G = Aut[ ~M : M], ÇÄÅ [ ~M : M] { ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ M. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ G, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ~M × S, ÇÄÅ G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ g(m; s) = (g(m); g(s)) (ÔÁËÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍ). œÚÑŒ ÄÉÓËÒÅÔÎÕÀ ÔÏÐÏ- ÌÏÇÉÀ ÎÁ S, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ~M × S { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÅÊÓÔŒÉÅ G ÎÁ ~M × S ŒÐÏÌÎÅ ÒÁÚÒÙŒÎÏ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ), ÆÁË- ÔÏÒ ( ~M × S)=G { ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 17.5. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ( ~M × S)=G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ M. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÏ M, ~M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ ÎÁËÒÙ- ÔÉÅÍ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍ M × G, ÇÄÅ G ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ËÁË ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ. œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ( ~M ×S)=G ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÏ M × X, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ( ~M × S)=G^{ßX}−→ M { ÎÁËÒÙÔÉÅ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ m ∈ M, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ı^{−1}_x (m) ÓÎÁÂÖÅÎÏ ÂÉÅËÃÉÅÊ ÎÁ (G × X)=G = X.

ôÅÏÒÅÍÁ 17.6: ðÕÓÔØ ~M −→ M { ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ, Á G { ÅÇÏ ÇÒÕÐÐÁ çÁÌÕÁ, G = Aut[ ~M : M]. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÔÏÒ

Rep(G; Sets)^¯−→ Cov(M)

ÉÚ Rep(G; Sets) Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Cov(M) ÎÁËÒÙÔÉÊ M, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ŒÙÛÅ. ôÏÇÄÁ ¯ { ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 17-18 { 4 { version 1.0, 27.04.2008

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: œÏÚØÍÅÍ ÔÏÞËÕ m ∈ M. ïÂÒÁÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ

Cov(M) −→ Rep(G; Sets)

ÓÔÒÏÉÔÓÑ ŒÅÓØÍÁ ÐÒÏÓÔÏ. ðÕÓÔØ M^{′ œ}−→ M { ÎÁËÒÙÔÉÅ M, Á S_M ′ := ff^{−1}(m) { ÅÇÏ ÓÌÏÊ ÎÁÄ m. îÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ S_M ′ ÚÁÄÁÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ı_1(M), ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ x ∈ S_M ′ { ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ, Á g ∈ G { ÜÌÅÍÅÎÔ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. œÏÚØÍÅÍ ÐÅÔÌÀ ‚_g ∈ ˙(M; m), ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑ- ÀÝÕÀ g, É ÐÕÓÔØ ~‚_g { ÅÅ ÐÏÄÎÑÔÉÅ Œ m^′, Ó ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ Œ x. ôÁ- ËÏÅ ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ, ËÁË ÄÏËÁÚÁÎÏ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ, É ËÏÎÅÞÎÁÑ ÔÏÞËÁ ~‚_g(1) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ x É g. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÏÅ g ∈ G ÚÁÄÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ S_M ′ Œ S_M ′ ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÐÅÔÅÌØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÚÎÁÞÉÔ, x −→ ~‚_g(1) ÚÁÄÁÅÔ ÄÅÊÓÔŒÉÅ G ÎÁ S_M ′ . ðÒÉ ÍÏÒÆÉÚÍÅ ÎÁËÒÙÔÉÊ, ÐÏÄÎÑÔÉÑ ÐÕÔÅÊ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÐÏÄÎÑÔÉÑ ÐÕÔÅÊ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, M^′ −→ S_M ′ ÚÁÄÁÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ Cov(M)^˘−→ Rep(G; Sets).

ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ¯∘˘ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ G Œ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÞÔÏ ÑÓÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ˘∘¯ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÎÁËÒÙÔÉÅ Œ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÏÅ ÅÍÕ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÜÔÏ ÎÁ ÓŒÑÚÎÙÈ ÎÁËÒÙÔÉÑÈ. îÏ ÓŒÑÚÎÙÅ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ ~M=G^′, ÄÌÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐ G^′ ⊂ G (ÜÔÏ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ "ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÔÅÏÒÉÉ çÁÌÕÁ ÄÌÑ ÎÁËÒÙÔÉÊ", É ÏÎÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ Œ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ). ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÆÕÎËÔÏÒÁ ˘ Ë M=G^′ ÄÁÅÔ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ˘( ~M=G^′) = G=G^′ Ó ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ G. ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ¯(G=G^′) = ( ~M × G=G^′)=G = ~M=G^′ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ). úÎÁÞÉÔ, ÆÕÎËÔÏÒ ˘ ∘ ¯ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 17.7. ëÁÖÄÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÆÁËÔÏÒÎÁËÒÙÔÉÀ ÎÅ- ÓŒÑÚÎÏÊ ÓÕÍÍÙ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ËÏÐÉÊ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ:

M^′ = ∐ i ~M=G_i

Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÔÁËÏÍÕ ÎÁËÒÙÔÉÀ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S = ∐ i G=G_i

Ó ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ G. üÔÏ ÚÁÄÁÅÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÎÁËÒÙÔÉÊ É ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ G ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÑŒÎÏ. äÏËÁ- ÖÉÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÁ ÖÅ ÓÁÍÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ, ÞÔÏ ÂÙÌÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ ŒÙÛÅ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 17-18 { 5 { version 1.0, 27.04.2008

17.3. ëÁË ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÇÒÕÐ- ÐÕ ÐÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÎÁËÒÙÔÉÊ

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 17.8. ðÕÓÔØ G { ÇÒÕÐÐÁ, Á C = Rep(G; Sets) { ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ G. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ G ËÁË ÏÂSSÅËÔ C, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ G, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (g; x) −→ gx. ôÏÇÄÁ ŒÓÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ G Œ ÓÅÂÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙ, É ÇÒÕÐÐÁ Aut(G) = Mor(G; G) ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÁ G. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ∈ Mor(G; G) ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ 1 Œ x. ôÏÇÄÁ (g1) = g((x)) = gx. ôÁËÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÂÉÅËÔÉŒÅÎ, Á ËÏÍÐÏÚÉ- ÃÉÑ _x_y ÒÁŒÎÁ _{xy}.

ìÅÍÍÁ 17.9: ðÕÓÔØ —G ∈ Ob(C) { ÏÂSSÅËÔ Rep(G; Sets), ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÌÁ- ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ

(i) œÓÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ —G Œ ÓÅÂÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ

(ii) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ X ∈ Ob(C), ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Mor( —G; X) ÎÅÐÕÓÔÏ.

ôÏÇÄÁ —G ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ G ËÁË ÏÂSSÅËÔ C.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ûÁÇ 1: œÓÅ ÏÂSSÅËÔÙ C ÐÏÌÕÞÅÎÙ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÎÅ- ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏÒÂÉÔ ÄÅÊÓÔŒÉÑ G. ëÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ G=G^′, ÇÄÅ G^′ { ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÔÏÞËÉ. îÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ ÏÒÂÉ- ÔÙ G=G_1 Œ G=G_2 ŒÏÚÍÏÖÎÙ, ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ G_2 ⊃ G_1 (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ).

ûÁÇ 2: ðÏÓËÏÌØËÕ Mor( —G; X) ŒÓÅÇÄÁ ÎÅÐÕÓÔÏ, —G { ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÒÂÉÔ ŒÉÄÁ G=G_i, ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ G.

ûÁÇ 3: ðÕÓÔØ —G ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄŒÅ ÏÒÂÉÔÙ X_1; X_2, ÐÒÉÞÅÍ X_1 ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ G. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ —G Œ ÓÅÂÑ, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÁ ŒÓÅÈ ÏÒÂÉÔÁÈ, ËÒÏÍÅ X_1, É ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÊ X_1 Œ X_2 = G=G^′ (ÔÁËÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ Œ ÓÉÌÕ ûÁÇÁ 1). ôÁËÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÎÅ ÂÉÅËÔÉŒÅÎ, ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

ûÁÇ 4: íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ —G ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÏÒÂÉÔÙ (ÛÁÇ 3), ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÁ ÏÒÂÉÔÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ G (ÛÁÇ 2). üÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ —G ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ G.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 17.10. éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ŒÙÛÅ ÌÅÍÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ G ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Rep(G; Sets): ÅÓÌÉ ËÁÔÅÇÏ- ÒÉÉ Rep(G_1; Sets), Rep(G_2; Sets) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÔÏ ÇÒÕÐÐÙ G_1; G_2 ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÙ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 17-18 { 6 { version 1.0, 27.04.2008

17.4. óŒÏÂÏÄÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ É ÓŒÏÂÏÄÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÅ ÇÒÕÐÐ

ðÕÓÔØ G; H { ÇÒÕÐÐÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G ∗ H, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (ÓÌÏŒ) ŒÉÄÁ g_1h_1g_2h_2:::g_nh_n, ÇÄÅ g_i ∈ G, h_i ∈ H. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ

g_1h_1g_2h_2:::g_ih_ig_{i+n}h_{i+n}:::g_nh_n ∼ g_1h_1g_2h_2:::g_ig_{i+n}g_nh_n (17.4.1) ÅÓÌÉ h_i = 1, É

g_1h_1g_2h_2:::g_ih_ig_{i+n}h_{i+n}:::g_nh_n ∼ g_1h_1g_2h_2:::g_ih_ih_{i+n}g_{i+2}:::g_nh_n (17.4.2) ÅÓÌÉ g_{i+n} = 1. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, Œ ËÁÖÄÏÍ ÓÌÏŒÅ ŒÓÅ ÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ŒÉÄÁ g_11g_2 ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ g_1g_2, Á h_11h_2 ÎÁ h_1h_2. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ G ∗ H. óÌÏŒÁ ÍÏÖÎÏ ÕÍÎÏÖÁÔØ:

g_1h_1g_2h_2:::g_nh_n · g^′_1h^′_1g^′_2h^′_2:::g^′_n′ h^′_n′ := g_1h_1g_2h_2:::g_nh_ng^′_1h^′_1g^′_2h^′_2:::g^′_n′ h^′_n′ : ôÁËÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏ. éÚ (17.4.1) É (17.4.2) ÎÅÍÅÄ- ÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ g_1h_1g_2h_2:::g_nh_nh^{−1}_n g^{−1}_n :::h^{−1}_2 g^{−1}_2 h^{−1}_1 g^{−1}_1 = 1;

ÚÎÁÞÉÔ, G ∗ H ÜÔÏ ÇÒÕÐÐÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 17.11. çÒÕÐÐÁ G ∗ H ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅÍ, ÉÌÉ ÖÅ ÁÍÁÌØÇÁÍÏÊ, ÉÌÉ ÖÅ ËÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÇÒÕÐÐ G É H. úÁÄÁÞÁ 17.12. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏ: (F ∗ G) ∗ H = F ∗ (G ∗ H):

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 17.13. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÏÅ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÇÒÕÐÐ {G_ff}, ¸ ∈ I. ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ∐ ff G_ff ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÌÏŒ ŒÉÄÁ g_1g_2g_3:::g_n, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÈ ÉÚ ÂÕËŒ g_i ∈ G_ff.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ g_1g_2:::g_ig_{i+1}g_{i+2}:::g_n ∼ g_1g_2:::g_ig_{i+2}:::g_n ÅÓÌÉ g_{i+1} = 1 (ÍÏÖÎÏ ŒÙËÉÎÕÔØ ÉÚ ÓÌÏŒÁ ÂÕËŒÕ g_{i+1}, ÅÓÌÉ g_{i+1} ÒÁŒÎÏ 1), É g_1g_2:::g_{i−1}g_ig_{i+1}g_{i+2}:::g_n ∼ g_1g_2:::g_{i−1}(g_ig_{i+1})g_{i+2}:::g_n

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 17-18 { 7 { version 1.0, 27.04.2008

ÅÓÌÉ g_i; g_{i+1} ∈ G_ff (ÍÏÖÎÏ ÓÇÒÕÐÐÉÒÏŒÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÉÄÕÝÉÅ ÂÕËŒÙ g_i; g_{i+1} Œ (g_ig_{i+1}), ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÏÂÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÇÒÕÐÐÅ G_ff. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ É ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ ∐ ff G_ff := ∐ ff G_ff= ∼

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ, ÞÔÏ É ÄÌÑ G ∗ H; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÇÒÕÐÐÁ (ÄÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ). ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÌÑ ÄŒÕÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÄÁÅÔ G ∗ H.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 17.14. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÇÒÕÐÐÁ ∐ ff G_ff ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ, ÉÌÉ ÖÅ ÁÍÁÌØÇÁÍÏÊ, ÉÌÉ ÖÅ ËÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÎÁÂÏÒÁ {G_ff}.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 17.15. ëÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Z∗Z∗Z∗:::∗Z (n ÒÁÚ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÏÔ n ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ. ëÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÉÄÁ ∐ ff G_ff;

ÇÄÅ ŒÓÅ G_ff ∼= Z, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 17.16. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÌÀ- ÂÏÇÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ Œ ÓŒÏÂÏÄÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, G_0 −→ ∐ ff G_ff, g_0 −→ g_0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ (ÄÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ).

17.5. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ

ðÕÓÔØ C { ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, Á A ∈ Ob(C) ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÂSSÅËÔ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÈÏÍ- ÆÕÎËÔÏÒ h_A : C −→ Sets ÆÏÒÍÕÌÏÊ h_A(X) = Mor(A; X).

ðÕÓÔØ F : C −→ Sets { ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ C Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ F ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÈÏÍ-ÆÕÎËÔÏÒÕ h_A ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÏÂSSÅËÔÁ A ∈ Ob(C). œ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÑÀÝÉÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ ÄÌÑ ÆÕÎËÔÏÒÁ F .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 17.17. ðÕÓÔØ C; C^′ { ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, Á F_1; F_2 : C −→ C^′ ÆÕÎË- ÔÏÒÙ ÉÚ C Œ C^′. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ

˘ : F_1 −→ F_2

ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÁË. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ X ∈ Ob(C), ÚÁÄÁÎ ÍÏÒÆÉÚÍ

˘_X ∈ Mor(F_1(X); F_2(X);

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 17-18 { 8 { version 1.0, 27.04.2008

ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ – ∈ Mor(X; Y ):

F_1(X)^{F1(˘)}−−−−→ F_1(Y )

˘_X ˘_Y F_2(X)^{F2(˘)}−−−−→ F_2(Y )

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÉ ÆÕÎËÔÏ- ÒÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ Œ ÌÅËÃÉÉ 14.

åÓÌÉ ˘ : h_A −→ F { ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÑ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ ÉÚ C Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ˘ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ˘(Id_A) ∈ F (A). üÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÉÄÅÔØ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ:

Mor(A; A)^{f→f∘˘}

−−−−→ Mor(A; B)

˘_A ˘_B F (A)^{F (˘)}−−−−→ F (B)

ÇÄÅ – ∈ Mor(A; B) { ÌÀÂÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ. œÅÒÈÎÑÑ ÓÔÒÅÌËÁ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ Id_A Œ –. éÚ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

˘_B(–) = F (–)(˘_A(Id_A));

ÚÎÁÞÉÔ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘_B : Mor(A; B) −→ F (B) ÃÅÌÉËÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ˘_A(Id_A) ∈ Mor(A; A). íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÐÏÌÅÚÎÕÀ ÌÅÍÍÕ

ìÅÍÍÁ 17.18: (ìÅÍÍÁ éÏÎÅÄÙ, Yoneda lemma) ðÕÓÔØ C { ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, A ∈ Ob(C) ÅÅ ÏÂSSÅËÔ, h_A : C −→ Sets { ÈÏÍ-ÆÕÎËÔÏÒ, Á F : C −→ Sets ÅÝÅ ÆÕÎËÔÏÒ. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÊ ÆÕÎËÔÏ- ÒÁ h_A Œ F ÂÉÅËÔÉŒÎÏ Ó F (A).

æÕÎËÔÏÒÙ F : C −→ Sets ÓÁÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ: ÏÂSSÅËÔÙ ÜÔÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ { ÆÕÎËÔÏÒÙ F : C −→ Sets, Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ { ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ. éÚ ÌÅÍÍÙ éÏÎÅÄÙ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Mor(h_A; h_B ) = Mor(B; A). íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 17-18 { 9 { version 1.0, 27.04.2008

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 17.19: ðÕÓÔØ C { ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, Á F { ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÉÍÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ F : C −→ Sets, Ó ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÄÁÀÔ- ÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ. ôÏÇÄÁ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔ- ÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ A −→ h_A ÚÁÄÁÅÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ C −→ F^∘.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 17.20. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÂSSÅËÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÜÔÉÍ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏ- ÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

íÙ ÉÚÌÁÇÁÌÉ ÌÅÍÍÕ éÏÎÅÄÙ É ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ ÄÌÑ ËÏŒÁ- ÒÉÁÎÔÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ, ÎÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ, Ó ÚÁÍÅÎÏÊ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ h_A(X) = Mor(A; X) ÎÁ ËÏÎÔÒÁŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ h^∘_A(X) = Mor(X; A).

Nobuo Yoneda (1930-1996)

17.6. ìÅÍÍÁ éÏÎÅÄÙ: ÉÓÔÏÒÉÑ, ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ

îÏÂÕÏ éÏÎÅÄÁ ÂÙÌ ÓÔÕÄÅÎÔÏÍ ûÏËÉÞÉ éÑÎÁÇÁ (Shokichi Iyanaga, 1906- 2006) Œ ÕÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔÅ ôÏËÉÏ. œ ÎÁÞÁÌÅ 1950-È óÁÍÕÜÌØ üÊÌÅÎÂÅÒÇ ÐÕ- ÔÅÛÅÓÔŒÏŒÁÌ ÐÏ ñÐÏÎÉÉ, É éÏÎÅÄÁ, ÅÝÅ ÓÔÕÄÅÎÔÏÍ, ÓÏÐÒÏŒÏÖÄÁÌ ÅÇÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÅÒÅŒÏÄÞÉËÁ. úÁËÏÎÞÉŒ ÕÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔ, éÏÎÅÄÁ ÏÔÐÒÁŒÉÌÓÑ ÐÒÏ- ÄÏÌÖÁÔØ ÕÞÅÂÕ Ë üÊÌÅÎÂÅÒÇÕ Œ ðÒÉÎÓÔÏÎ. œ ÓËÏÒÏÍ ŒÒÅÍÅÎÉ ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ,

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 17-18 { 10 { version 1.0, 27.04.2008

üÊÌÅÎÂÅÒÇ ÕÅÈÁÌ Œ ðÁÒÉÖ (üÊÌÅÎÂÅÒÇ ÂÙÌ ÕÞÁÓÔÎÉËÏÍ ÇÒÕÐÐÙ âÕÒÂÁ- ËÉ), É Œ 1954-Í ÇÏÄÕ éÏÎÅÄÁ ÐÏÅÈÁÌ Œ ðÁÒÉÖ Ë üÊÌÅÎÂÅÒÇÕ. œ ðÁÒÉÖÅ éÏÎÅÄÁ ÉÍÅÌ ÄÌÉÎÎÕÀ ÂÅÓÅÄÕ Ó óÏÎÄÅÒÓÏÍ íÁË ìÜÊÎÏÍ (ÓÎÁÞÁÌÁ Œ ËÁÆÅ ÐÅÒÅÄ çÁÒ ÄÀ îÏÒ, Á ÐÏÔÏÍ ÎÁ ŒÏËÚÁÌÅ; ÏÎÉ ÚÁËÏÎÞÉÌÉ ÒÁÚÇÏŒÁÒÉŒÁÔØ Œ ÄŒÅÒÑÈ ÏÔÂÙŒÁÀÝÅÇÏ ÐÏÅÚÄÁ). ðÏÄ ŒÐÅÞÁÔÌÅÎÉÅÍ ÜÔÏÊ ÂÅÓÅÄÙ, íÁË ìÜÊÎ ÎÁÚŒÁÌ ÌÅÍÍÕ, ËÏÔÏÒÕÀ ÏÎ ÕÚÎÁÌ ÏÔ éÏÎÅÄÙ ÎÁ ŒÏËÚÁÌÅ, ÌÅÍÍÏÊ éÏÎÅÄÙ.

ëÒÏÍÅ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ ÌÅÍÍÙ, éÏÎÅÄÁ ÐÒÉÄÕÍÁÌ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ ÇÒÕÐÐ Ext^∗ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ÍÏÄÕÌÅÊ, ÞÅÍ ÐÏÌÏÖÉÌ ÎÁÞÁÌÏ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÏÊ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ.

ðÏÓÌÅ ŒÏÚŒÒÁÝÅÎÉÑ Œ ñÐÏÎÉÀ éÏÎÅÄÁ ÎÅ ÚÁÎÉÍÁÌÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ. œ ÎÁÞÁÌÅ 1960-È ÏÎ ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÌÓÑ ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÙÍÉ ÎÁÕËÁÍÉ, ÐÏÄ ŒÌÑÎÉ- ÅÍ ûÏËÉÞÉ éÑÎÁÇÁ, É ÂÙÌ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÁŒÔÏÒÏŒ ÑÚÙËÁ áÌÇÏÌ 68, Á ÐÏÓÌÅ ÓÏÚÄÁÎÉÑ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÙÈ ÎÁÕË ÓÔÁÌ ÐÒÏÆÅÓÓÏÒÏÍ ËÏÍÐØÀ- ÔÅÒÎÏÊ ÎÁÕËÉ Œ ÕÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔÅ ôÏËÉÏ.

éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ÌÅÍÍÁ éÏÎÅÄÙ ÓÅÊÞÁÓ ŒÈÏÄÉÔ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ËÕÒÓ ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÙÈ ÎÁÕË, ÉÂÏ ÎÁ ÔÅÏÒÉÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ Œ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÏÓÎÏŒÁ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ.

ðÏÍÉÍÏ éÏÎÅÄÙ, éÑÎÁÇÁ ÂÙÌ ÎÁÓÔÁŒÎÉËÏÍ çÏÒÏ áÚÕÍÁÑ (ÉÚÏÂÒÅÔÁ- ÔÅÌÑ ÁÌÇÅÂÒ áÚÕÍÁÉ), ëÕÎÉÈÉËÏ ëÏÄÁÉÒÁ (ÏÔËÒÙŒÛÅÇÏ ÓÏÔÎÉ ËÌÀÞÅŒÙÈ ÔÅÏÒÅÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ É ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ), ëÅÎËÉÞÉ éŒÁÓÁŒÁ (ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÇÏ ÁŒÔÏÒÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ éŒÁÓÁŒÙ É ŒÁÖÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉ- ÓÅÌ) É ôÓÕÎÅÏ ôÁÍÁÇÁŒÁ, ÐÒÏÓÌÁŒÌÅÎÎÏÇÏ "ÞÉÓÌÁÍÉ ôÁÍÁÇÁŒÙ".

éÑÎÁÇÁ ÂÙÌ ÕÞÅÎÉËÏÍ ôÅÊÄÖÉ ôÁËÁÇÉ (1875-1960), ËÏÔÏÒÙÊ ÂÙÌ ÓÔÕ- ÄÅÎÔÏÍ äÁŒÉÄÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ. ôÁËÁÇÉ ÂÙÌ ÁŒÔÏÒÏÍ ÄÅÓÑÔËÏŒ ÕÞÅÂÎÉËÏŒ, ÏÂÅÓÐÅÞÉŒ ñÐÏÎÉÀ ÕÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔÓËÉÍÉ ÕÞÅÂÎÉËÁÍÉ ÐÏ ŒÓÅÍ ÒÁÚÄÅÌÁÍ ÍÁ- ÔÅÍÁÔÉËÉ. ôÁËÁÇÉ ÚÁÎÉÍÁÌÓÑ ÔÅÏÒÉÅÊ ÞÉÓÅÌ, É Œ 1898 ÇÏÄÕ ÐÒÉÄÕÍÁÌ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÌÑ.

17.7. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ É ËÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ËÁÔÅÇÏ- ÒÉÉ óŒÏÂÏÄÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÍÏÖÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 17.21: ðÕÓÔØ G, H { ÇÒÕÐÐÙ, G ∗ H ÉÈ ÓŒÏÂÏÄÎÏÅ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, Á G^´,→ G ∗ H, H^´,→ G ∗ H { ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÌÏÖÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÁÑ ÐÁÒÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ G^’−→ P , H−→ P Œ ÇÒÕÐÐÕ P ÐÒÏÄÏÌ- ÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ G ∗ H^{’∗}−→ P ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 17-18 { 11 { version 1.0, 27.04.2008

ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ: G ´ � � � � �

’

� � � � � � � � � � � H ´ � � � � �

� � � � � � � � � � �

G ∗ H ’∗ � P âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ ∗ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ É ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ ’ ∗ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÓÌÏŒÏ ŒÉÄÁ g_1h_1g_2h_2:::g_nh_n Œ ’(g_1) (h_1)’(g_2) (h_2):::’(g_n) (h_n). ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅŒÏ- ÄÉÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÓÌÏŒÁ Œ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ, É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÌÏŒ Œ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ’ ∗ ÏÞÅŒÉÄÎÁ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ G ∗ H ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ÏÂÒÁÚÁÍÉ G É H.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 17.22. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 17.21 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ËÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. åÇÏ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ G ∗ H. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ÓÉÌÕ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ, G ∗ H ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ ÄÌÑ ÆÕÎËÔÏÒÁ P −→ Mor(G; P )×Mor(H; P ) ÉÚ ÇÒÕÐÐ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, Á ÔÁËÏÊ ÏÂSSÅËÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ (úÁÍÅÞÁÎÉÅ 17.20).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 17.23. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ É ËÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÁ ÑÚÙËÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ: ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÂSSÅËÔÏŒ A; B ∈ Ob(C) { ÏÂSSÅËÔ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ

X −→ Mor(X; A) × Mor(X; B);

Á ËÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÂSSÅËÔÏŒ A; B ∈ Ob(C) { ÏÂSSÅËÔ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎËÔÏÒ X −→ Mor(A; X) × Mor(B; X):

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ É ËÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÌÀ- ÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÏÂSSÅËÔÏŒ. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ É ËÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ, ÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ éÏÎÅÄÙ (úÁÍÅÞÁÎÉÅ 17.20).

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 17-18 { 12 { version 1.0, 27.04.2008

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 17.24. œ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ (ÇÒÕÐÐÙ, ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ, ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ), ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÏ Ó ËÁÔÅÇÏÒÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ, ÐÒÉŒÅ- ÄÅÎÎÙÍ ŒÙÛÅ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 17.25. œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ËÏÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ { ÜÔÏ ÎÅÓŒÑÚÎÁÑ ÓÕÍÍÁ; Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ËÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÅ { ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÅÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ, Á Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ, ËÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ { ÜÔÏ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ.

17.8. éÓÔÏÒÉÑ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ É ËÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÊ óŒÏÂÏÄÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÏÔËÒÙÌ ÎÅÍÅÃËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË œÁÌØÔÅÒ ÆÏÎ äÁÊË, ÕÞÅÎÉË ëÌÅÊÎÁ. æÏÎ äÁÊË Œ 1882-Í ÇÏÄÕ ÐÅÒŒÙÍ ÄÁÌ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÏÅ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ É ÂÙÌ ÁŒÔÏÒÏÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÎÅÏÒÉ- ÅÎÔÉÒÕÅÍÙÈ ÒÉÍÁÎÏŒÙÈ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ (ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ), ËÏ- ÔÏÒÕÀ ÏÎ ÐÏÌÕÞÉÌ Œ 1888 ÇÏÄÕ.

æÏÎ äÁÊËÁ ÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÌÉ ÆÕËÓÏŒÙ ÇÒÕÐÐÙ (ÄÉÓËÒÅÔÎÙÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ÇÒÕÐÐÙ ÉÚÏÍÅÔÒÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ). œ ÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ ÒÁÂÏÔÅ 1882-ÇÏ ÇÏÄÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌ ÇÒÕÐÐÙ, ÆÏÎ äÁÊË ÏÂÒÁÔÉÌ ŒÎÉ- ÍÁÎÉÅ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÕËÓÏŒÙ ÇÒÕÐÐÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÍÉ; ÜÔÏ É ÂÙÌÉ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ. åÝÅ ÆÏÎ äÁÊË ÂÙÌ ÓÏÚÄÁÔÅÌÅÍ îÅÍÅÃËÏÇÏ íÕÚÅÑ îÁÕËÉ É ôÅÈÎÏÌÏÇÉÉ É ÉÚÄÁÌ ÐÏÌÎÏÅ ÓÏÂÒÁÎÉÅ ÐÉÓÅÍ ëÅÐÌÅÒÁ.

îÁÚŒÁÎÉÅ "ÓŒÏÂÏÄÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ" ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ñËÏÂÕ îÉÌØÓÅÎÕ (Jacob Nielsen), ÄÁÔÓËÏÍÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ, ÕÞÅÎÉËÕ íÁËÓÁ äÜÎÁ (Max Dehn), ËÏÔÏ- ÒÙÊ Œ 1924-Í ÇÏÄÕ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ËÏÎÅÞÎÏ-ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÓŒÏÂÏÄÎÁ.

ëÁÔÅÇÏÒÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ËÁË ÏÂSSÅËÔÁ, ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÑÀÝÅÇÏ ÆÕÎËÔÏÒ

X −→ Mor(A; X) × Mor(B; X);

ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ óÏÎÄÅÒÓÕ íÁË ìÜÊÎÕ ËÏÔÏÒÙÊ Œ ÒÁÂÏÔÅ "Groups, categories and duality" (1948), ÎÁÛÅÌ ËÁÔÅÇÏÒÎÙÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÐÏÎÑ- ÔÉÊ ÏÂÝÅÊ (ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÊ) ÁÌÇÅÂÒÙ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 17-18 { 13 { version 1.0, 27.04.2008

Walther Franz Anton von Dyck (1856-1934)

17.9. ôÅÏÒÅÍÁ úÅÊÆÅÒÔÁ{ŒÁÎ ëÁÍÐÅÎÁ

ôÅÏÒÅÍÁ 17.26: (ÔÅÏÒÅÍÁ úÅÊÆÅÒÔÁ{ŒÁÎ ëÁÍÐÅÎÁ, "Seifert-van Kampen Theorem") ðÕÓÔØ M = X ∪ Y { ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ X É Y , ÐÒÉÞÅÍ X; Y ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÑÚÎÙÅ, ÌÏËÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÙÅ, ÚÁÍËÎÕÔÙÅ Œ M É ÓŒÑÚÎÙÅ, Á X ∩ Y ÓŒÑÚÎÏ É ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏ. ôÏÇÄÁ ı_1(M) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÏÍÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ı_1(X) ∗ ı_1(Y ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ûÁÇ 1: ëÁÔÅÇÏÒÉÑ Rep(G ∗ H; Sets) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ G É H (ÁÐÒÉÏÒÉ, ÎÉËÁË ÎÅ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÅ). æÕÎËÔÏÒ ÉÚ Rep(G ∗ H; Sets) Œ C ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ S Œ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S, ÇÄÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ G É H ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ŒÌÏÖÅ- ÎÉÊ G ,→ G ∗ H, H ,→ G ∗ H. ïÂÒÁÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ I Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ G É H ÚÁÄÁÎÙ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÙ G; H −→ ˚_I , ÇÄÅ ˚_I { ÇÒÕÐÐÁ ÂÉÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ I Œ I. œ ÓÉÌÕ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ G ∗ H, ÔÁËÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔÓÑ ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ G ∗ H −→ ˚_I . üÔÏ ÚÁÄÁÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ C Œ Rep(G ∗ H; Sets), ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 17-18 { 14 { version 1.0, 27.04.2008

ûÁÇ 2: œ ÓÉÌÕ úÁÍÅÞÁÎÉÑ 17.10, ÇÒÕÐÐÁ G ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓŒÏÅÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ Rep(G; Sets). ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ı_1(M) ∼= ı_1(X) ∗ ı_1(Y ), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÎÁËÒÙÔÉÊ M ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÁ Rep(ı_1(X) ∗ ı_1(Y ); Sets). œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÛÁÇÁ, ÜÔÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C ÍÎÏÖÅÓÔŒ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ı_1(X) É ı_1(Y ). ôÁ- ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÅÏÒÅÍÁ úÅÊÆÅÒÔÁ{ŒÁÎ ëÁÍÐÅÎÁ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÁ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ Cov(M) ÎÁËÒÙÔÉÊ M ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ C.

ûÁÇ 3: æÕÎËÔÏÒ ÉÚ Cov(M) Œ C ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ŒÅÓØÍÁ ÎÅÔÒÕÄÎÏ. ðÕÓÔØ ~M^œ−→ M { ÎÁËÒÙÔÉÅ M. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÎÁËÒÙÔÉÑ

~X = ff^{−1}(X) −→ X; ~Y = ff^{−1}(Y ) −→ Y

ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ ~M ÎÁ X É Y . äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ m ∈ X ∩ Y , ÐÒÏÏÂÒÁÚ ff^{−1}(m) ⊂ ~X ÎÁÄÅÌÅÎ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ı_1(X) (ôÅÏÒÅÍÁ 17.6). ðÒÏÏÂÒÁÚ ff^{−1}(m) ⊂ ~Y ÎÁÄÅÌÅÎ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ı_1(Y ), ÐÏ ÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ ÐÒÉ- ÞÉÎÅ. íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ ~M −→ ff^{−1}(m) ÚÁÄÁÅÔ ÆÕÎËÔÏÒ Cov(M)^¯−→ C. ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ.

ûÁÇ 4: ðÕÓÔØ S ∈ Ob(C) { ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ı_1(X) É ı_1(Y ), Á ~X^{œX}−→ X, ~Y^{œY}−→ Y { ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÎÁËÒÙÔÉÑ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÝÉÅ Œ ÓÉÌÕ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÎÁËÒÙÔÉÊ É ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ (ôÅÏÒÅÍÁ 17.6). ðÏÓËÏÌØËÕ X ∩ Y ÓŒÑÚÎÏ, ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÑÚÎÏ É ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏ,

ff^{−1}_X (X ∩ Y ) = ff^{−1}_Y (X ∩ Y ) = X ∩ Y × S;

ÇÄÅ S { ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓŒÑÚÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ~S. ðÕÓÔØ x ∈ ~X; y ∈ ~Y , ÐÒÉÞÅÍ x ∈ ff^{−1}_X (X ∩ Y ) ÒÁŒÅÎ y ∈ ff^{−1}_Y (X ∩ Y ) ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ. œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÎÁÐÉÛÅÍ x ∼ y. ðÕÓÔØ ~M = ~X ∐ ~ Y = ∼ { ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍÕ ÔÁËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ff : ~M −→ M { ÎÁËÒÙÔÉÅ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÏÅËÃÉÑ ff ÜÔÁÌØÎÁ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ M ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÁË ÆÁËÔÏÒ X ∐ Y ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ^1

m ∼ m^′ ⇔ m ∈ X; m^′ ∈ Y; m = m^′ Œ X ∩ Y ,

Á ÐÒÏÏÂÒÁÚ ff^{−1}(U) ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ U × S, ÅÓÌÉ ff_X , ff_Y ÒÁÓÝÅÐÌÑÅÔÓÑ ÎÁÄ U ∩ X, U ∩ Y .

1äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÏÇÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ X É Y Œ M.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 17-18 { 15 { version 1.0, 27.04.2008

íÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ C Œ Cov(M). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÆÕÎË- ÔÏÒ ÏÂÒÁÔÅÎ ¯ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ). ðÏÜÔÏÍÕ ¯ { ÜÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ËÁ- ÔÅÇÏÒÉÊ.

íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ Cov(M) ÎÁËÒÙÔÉÊ M ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ËÁ- ÔÅÇÏÒÉÉ C ÍÎÏÖÅÓÔŒ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ı_1(X) É ı_1(Y ). îÁ ÛÁÇÅ 1 ÂÙÌÏ ÄÏ- ËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ C ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Rep(ı_1(X) ∗ ı_1(Y ); Sets). œ ÓÉÌÕ ôÅÏÒÅÍÙ 17.6, Cov(M) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ Rep(ı_1(M); Sets). éÓÐÏÌØÚÕÑ úÁÍÅ- ÞÁÎÉÅ 17.10, ÍÙ ŒÙŒÏÄÉÍ ÉÚ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ

Rep(ı_1(X) ∗ ı_1(Y ); Sets) ∼ Rep(ı_1(M); Sets)

ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ ı_1(X) ∗ ı_1(Y ) ∼= ı_1(M):

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 17.27. åÓÌÉ M = ⋃ M_i, ÐÒÉÞÅÍ ŒÓÅ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ M_{i1} ∩ M_{i2} ∩ ::: ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÙ, ÔÏ ı_1(M) ∼= ı_1(M_1) ∗ ı_1(M_2) ∗ ::: äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏ- ÇÏ ÎÁÂÏÒÁ M_i ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ úÅÊÆÅÒÔÁ{ŒÁÎ ëÁÍÐÅÎÁ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØÀ ËÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. äÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞ- ÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ, ÉÎÄÕËÔÉŒÎÙÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÎÅ ÇÏÄÉÔÓÑ. œÐÒÏÞÅÍ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ ŒÙÛÅ, ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ M_i, ÃÅÎÏÊ ÎÅÉÍÏŒÅÒÎÏÇÏ ÕÓÌÏÖÎÅÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ ÓÁÍÏÓÔÏÑ- ÔÅÌØÎÏ.

17.10. éÓÔÏÒÉÑ, ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ

ôÅÏÒÅÍÁ úÅÊÆÅÒÔÁ{ŒÁÎ ëÁÍÐÅÎÁ ÂÙÌÁ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ŒÁÎ ëÁÍÐÅÎÏÍ 1933-Í ÇÏÄÕ, Œ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ÞÅÍ ÏÐÉÓÁÎÏ ŒÙÛÅ. œÁÎ ëÁÍÐÅÎ ŒÙÞÉ- ÓÌÉÌ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ É ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. áÒÇÕÍÅÎÔ, ÐÏÄÏÂÎÙÊ ŒÙÛÅÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÍÕ, Œ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÎÅ ÒÁÂÏÔÁ- ÅÔ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ X É Y ÎÅÓŒÑÚÎÏ, ÔÏ ÎÅÐÏÎÑÔÎÏ, ËÕÄÁ ÐÏÍÅÓÔÉÔØ ÏÔÍÅÞÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ.

óÏŒÒÅÍÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÚÒÅÎÉÑ ÎÁ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÒÅÂÕÅÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÇÒÕÐÐÏÉÄÁ. çÒÕÐÐÏÉÄÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ, ŒÓÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÔÏÒÏÊ { ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. ðÕÓÔØ M { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÇÒÕÐÐÏÉÄÏÍ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÔÅÇÏ- ÒÉÑ, ÏÂSSÅËÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ { ÔÏÞËÉ M, Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ x Œ y { ËÌÁÓÓÙ ÇÏÍÏ- ÔÏÐÉÉ ÐÕÔÅÊ ÉÚ x Œ y. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÂÙÞÎÏÍÕ

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 17-18 { 16 { version 1.0, 27.04.2008

Egbert Rudolf van Kampen (1908-1942)

ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÐÕÔÅÊ. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÊ ÇÒÕÐÐÏÉÄ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÀ ÉÎÆÏÒ- ÍÁÃÉÀ Ï ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ, ÎÏ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÅÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ŒÙ- ÂÏÒÁ ÂÁÚÏŒÏÊ ÔÏÞËÉ. çÒÏÔÅÎÄÉË ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÐÏŒÏÄÕ ÓËÁÚÁÌ ÔÁË:

...ÌÀÄÉ ÐÒÉŒÙËÌÉ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ, ÅÅ ÏÂÒÁÚÕ- ÀÝÉÍÉ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ, É ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔ ÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÄÁÖÅ Œ ËÏÎÔÅË- ÓÔÅ, ÇÄÅ ÔÁËÏÊ ÐÏÄÈÏÄ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅÁÄÅËŒÁÔÅÎ, ËÏÇÄÁ ÑÓÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÒÁÂÏ- ÔÁÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÃÅÌÏÊ ËÕÞÅÊ ÂÁÚÏŒÙÈ ÔÏÞÅË, ÐÒÁŒÉÌØÎÏ ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÈ { ÌÉÂÏ ÐÏÌÕÞÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÀÅ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÇÒÕÐÐÏÉÄÏŒ, Á ÎÅ ÇÒÕÐÐ. œÙÂÏÒ ÐÕÔÅÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÂÁÚÏŒÙÅ ÔÏÞËÉ, É ÓŒÅÄÅÎÉÅ ÇÒÕÐÏÉÄÁ Ë ÏÄÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ, ÂÅÚÎÁÄÅÖÎÏ ÒÁÚÒÕÛÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ É ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, ÐÒÉÓÕÝÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ÐÒÉŒÏÄÑ Ë ÂÅÚÏÂÒÁÚÎÏÊ ËÕÞÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÉËÔÏ É ÎÅ ÐÙÔÁÅÔÓÑ ŒÙÐÉÓÁÔØ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÏÎÉÍÁÀÔ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÏÊ ÐÏÌØÚÙ ÜÔÏ ÎÅ ÐÒÉÎÅÓÅÔ, É ÚÁÐÕÔÁÅÔ ËÁÒÔÉÎÕ ŒÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÑÓÎÉÔØ ÅÅ. ñ ÕÚÎÁÌ ÏÂ ÜÔÏÊ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏ ÌÅÔ ÎÁÚÁÄ, Œ ÓÉÔÕÁÃÉÑÈ ÔÉÐÁ ŒÁÎ ëÁÍÐÅÎÁ, ËÏÇÄÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÔÏÌØËÏ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÁÍÁÌØÇÁÍÙ ÇÒÕÐÏÉÄÏŒ...

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 17-18 { 17 { version 1.0, 27.04.2008

ôÅÏÒÅÍÕ úÅÊÆÅÒÔÁ{ŒÁÎ ëÁÍÐÅÎÁ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ U É V { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ôÏÇÄÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎ- ÔÁÌØÎÙÊ ÇÒÕÐÐÏÉÄ U ∪ V { ÜÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÅ ËÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎ- ÔÁÌØÎÙÈ ÇÒÕÐÐÏÉÄÏŒ U É V (ŒÚÑÔÏÅ Œ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐÏÉÄÏŒ). œ ÔÁËÏÊ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ úÅÊÆÅÒÔÁ{ŒÁÎ ëÁÍÐÅÎÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÝÅ, ÞÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÅÅ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÏÊ ŒÅÒÓÉÉ, ÐÒÉŒÅ- ÄÅÎÎÏÅ ŒÙÛÅ.

îÁ ÓÔÒÁÎÉÃÅ òÏÎÁÌØÄÁ âÒÁÕÎÁ (Ronald Brown)^1 ŒÙÌÏÖÅÎÙ ÅÇÏ ÏÂÚÏ- ÒÙ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕÐÏÉÄÏŒ É ÌÀÂÏÐÙÔÎÁÑ ÐÅÒÅÐÉÓËÁ Ó çÒÏÔÅÎÄÉËÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÎÏÇÏ ÐÒÏÐÁÇÁÎÄÉÒÏŒÁÌ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÇÒÕÐÏÉÄÏŒ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ.

ôÅÏÒÅÍÕ úÅÊÆÅÒÔÁ{ŒÁÎ ëÁÍÐÅÎÁ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ "ÔÅÏÒÅ- ÍÁ ŒÁÎ ëÁÍÐÅÎÁ". üÇÂÅÒÔ ŒÁÎ ëÁÍÐÅÎ (1908-1942) ÐÏÌÕÞÉÌ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ Œ îÉÄÅÒÌÁÎÄÁÈ, ÎÏ Œ 1931-Í ÇÏÄÕ ÕÅÈÁÌ Œ áÍÅÒÉËÕ, ÇÄÅ ÓÏÔÒÕÄÎÉÞÁÌ Ó ïÓËÁÒÏÍ úÁÒÉÓËÉÍ. úÁÒÉÓËÉ ÐÙÔÁÌÓÑ ÐÏÓÞÉÔÁÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ Ë ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ, É ÓÏŒÍÅÓÔÎÏ Ó ŒÁÎ ëÁÍ- ÐÅÎÏÍ ÄÏÂÉÌÓÑ ÕÓÐÅÈÁ. ôÅÏÒÅÍÁ úÅÊÆÅÒÔÁ{ŒÁÎ ëÁÍÐÅÎÁ ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ËÁË ÐÏÂÏÞÎÙÊ ÐÒÏÄÕËÔ ÜÔÏÇÏ ÓÏÔÒÕÄÎÉÞÅÓÔŒÁ.

œÁÎ ëÁÍÐÅÎ ÂÙÌ ŒÕÎÄÅÒËÉÎÄ (ÏÎ ÚÁÝÉÔÉÌ ÄÉÓÓÅÒÔÁÃÉÀ ÎÁ 21-Í ÇÏÄÕ ÖÉÚÎÉ), É ÕÍÅÒ ŒÅÓØÍÁ ÍÏÌÏÄÙÍ, ÏÔ ÒÁËÁ.

1http://www.bangor.ac.uk/~mas010/topgpds.html

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 17-18 { 18 { version 1.0, 27.04.2008

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÌÅËÃÉÑ 18: æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÇÒÁÆÁ íÉÛÁ œÅÒÂÉÃËÉÊ

18. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÌÅËÃÉÑ 18: æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÇÒÁÆÁ É ÔÅÏÒÅÍÁ îÉÌØÓÅÎÁ-ûÒÁÊÅÒÁ

18.1. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÂÕËÅÔÁ ÏËÒÕÖÎÏ- ÓÔÅÊ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 18.1. çÒÁÆÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ŒÅÒÛÉÎ É ÎÁÂÏÒ ÒÅÂÅÒ, ÐÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÒÅÂÒÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÄŒÅ ŒÅÒÛÉÎÙ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÏÄÉÎÁ- ËÏŒÙÅ), ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÅÇÏ ËÏÎÃÁÍÉ, ÉÌÉ ËÏÎÃÏÍ É ÎÁÞÁÌÏÍ, ÐÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÁÑ ŒÅÒÛÉÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÃÏÍ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÒÅÂÅÒ. åÓÌÉ ÄŒÕÍ ÒÅÂÒÁÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ŒÅÒÛÉÎÁ, ÜÔÉ ÒÅÂÒÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ- ÓÑ ÓÍÅÖÎÙÍÉ, Á ŒÅÒÛÉÎÁ { ÏÂÝÅÊ ŒÅÒÛÉÎÏÊ ÒÅÂÅÒ. çÒÁÆ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÅÇÏ ÒÅÂÅÒ É ŒÅÒÛÉÎ ËÏÎÅÞÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 18.2. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ ÞÉÓÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ: ÄÁÎÙ ÄŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ (ŒÅÒÛÉÎ V É ÒÅÂÅÒ E), É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ E −→ V × V ÉÚ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ ÒÅÂÅÒ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ ŒÅÒÛÉÎ. îÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂ ÐÏÌÕÞÉÔØ Œ ÇÏÌÏŒÅ ËÁËÕÀ-ÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ËÁÒÔÉÎËÕ, ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ ÇÒÁÆ ËÁË ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÏÔÒÅÚËÏŒ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÎÁÂÏÒ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÔÏ- ÞÅË { ŒÅÒÛÉÎ. üÔÏ ÉÎÔÕÉÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÆÏÒÍÁÌÉÚÏŒÁÔØ, ÐÏÌÕÞÉŒ ÐÏÎÑÔÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÇÒÁÆÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 18.3. ðÕÓÔØ ` { ÇÒÁÆ, Á S { ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÇÏ ÒÅÂÅÒ. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ S ËÁË ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, É ÐÕÓÔØ X := S ×[0; 1] { ÎÅÓŒÑÚÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ S ËÏÐÉÊ ÏÔÒÅÚËÁ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ s×{1} É s × {0} { ÔÏÞËÉ X, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÎÁÞÁÌÕ ÉÌÉ ËÏÎÃÕ ÏÔÒÅÚËÁ. åÓÌÉ Õ ÒÅÂÒÁ s_1 É Õ ÒÅÂÒÁ s_2 ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÂÝÉÊ ËÏÎÅÃ, ÎÁÐÉÛÅÍ x_1 ∼ x_2, ÇÄÅ x_i = s_i × {1} ÉÌÉ x_i = s_i × {0} { ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÔÏÞËÉ X. ôÏÐÏÌÏ- ÇÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÇÒÁÆÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X= ∼ ÐÏ ÔÁËÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ 18.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÇÒÁÆÁ ŒÓÅ- ÇÄÁ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ É ÌÏËÁÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 18.5. úÌÏÕÐÏÔÒÅÂÌÑÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÇÒÁÆ É ÅÇÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÂÕËŒÏÊ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 17-18 { 19 { version 1.0, 27.04.2008

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÌÅËÃÉÑ 18: æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÇÒÁÆÁ íÉÛÁ œÅÒÂÉÃËÉÊ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 18.6. çÒÁÆ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅ- ÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓŒÑÚÎÏ.

âÕËÅÔ ÞÅÔÙÒÅÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 18.7. ðÕÓÔØ ` { ÓŒÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ ŒÓÅÇÏ ÏÄÎÁ ŒÅÒÛÉÎÁ É |I| ÒÅÂÅÒ. åÇÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ ÂÕËÅÔÏÍ |I| ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ. ïÎÏ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ÒÏÍÁÛËÉ ÓÄÅÌÁÎÎÏÊ ÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ) ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ.

þÔÏÂÙ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÇÒÁÆÁ, ÐÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ ŒÏÓ- ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ úÅÊÆÅÒÔÁ{ŒÁÎ ëÁÍÐÅÎÁ. ðÕÓÔØ X { ÂÕËÅÔ ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔÅÊ, Á X_1; X_2; ::: { ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÅÇÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ X_i { ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ŒÅÒÛÉÎÁ ÇÒÁÆÁ, É ÏÎÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÄ- ÎÏÓŒÑÚÎÁ. ðÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ı_1(X) = ı_1(X_1) ∗ ı_1(X_2)∗ = Z ∗ Z ∗ Z ∗ :::. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÔÁËÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ 18.8: æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÂÕËÅÔÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÓŒÏÂÏÄ- ÎÁ.

18.2. äÅÒÅŒØÑ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 18.9. ëÏÎÅÞÎÙÊ ÓŒÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÄÅÒÅŒÏÍ, ÅÓÌÉ Õ ÎÅÇÏ n ŒÅÒÛÉÎ É n − 1 ÒÅÂÒÏ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 17-18 { 20 { version 1.0, 27.04.2008

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÌÅËÃÉÑ 18: æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÇÒÁÆÁ íÉÛÁ œÅÒÂÉÃËÉÊ

äÅÒÅŒÏ Ó 22 ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ É 21 ÒÅÂÒÏÍ

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÆÏÒ- ÍÁÃÉÏÎÎÙÍ ÒÅÔÒÁËÔÏÍ Y ⊃ X, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ Y^j−→ X, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÎÁ X ⊂ Y , ÐÒÉÞÅÍ j ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ Id_Y ÉÚ Y Œ ÓÅÂÑ.

ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X É Y ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎÙ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ X^’−→ Y É Y−→ X, ÐÒÉÞÅÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ∘ ’ É ’ ∘ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ.

îÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ (ÓÍ. ìÅËÃÉÀ 15), ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÇÏ- ÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÓŒÏÅÍÕ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÏÍÕ ÒÅÔÒÁËÔÕ, Á ÆÕÎ- ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 18.10. ðÕÓÔØ ` { ÇÒÁÆ, Á `^′ { ÇÒÁÆ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÅÂÅÒ É ŒÅÒÛÉÎ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÒÅÂÅÒ É ŒÅÒ- ÛÉÎ `, ÐÒÉÞÅÍ ËÏÎÃÙ ÓÏÔŒÅÔÓŒÕÀÝÉÈ ÒÅÂÅÒ Œ ` É `^′ ÔÅ ÖÅ. ôÏÇÄÁ `^′ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÁÆÏÍ `.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 18.11. ðÕÓÔØ `^′ { ÐÏÄÇÒÁÆ ÇÒÁÆÁ `. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÔÏ- ÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ `^′ { ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉ- ÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ `.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 18.12. œÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ŒÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ { ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÅ- ÂÅÒ, ÏÔ 1 ÄÏ ∞, ËÏÔÏÒÙÅ Ó ÎÅÊ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ. œÅÒÛÉÎÁ ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ 1 ŒÍÅÓÔÅ Ó ÅÅ ÒÅÂÒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÉÓÑÞÅÊ.

ìÅÍÍÁ 18.13: ðÕÓÔØ `^′ ⊂ ` { ÐÏÄÇÒÁÆ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚ ` ŒÙÂÒÁÓÙŒÁÎÉ- ÅÍ ŒÉÓÑÞÅÇÏ ÒÅÂÒÁ l É ÏÄÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË). ôÏÇÄÁ `^′ ÑŒÌÑÅÔÓÑ

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 17-18 { 21 { version 1.0, 27.04.2008

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÌÅËÃÉÑ 18: æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÇÒÁÆÁ íÉÛÁ œÅÒÂÉÃËÉÊ

çÒÁÆ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ŒÙËÉÄÙŒÁÎÉÅÍ ŒÉÓÑÞÅÇÏ ÒÅÂÒÁ

ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÙÍ ÒÅÔÒÁËÔÏÍ `.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ s { ŒÔÏÒÏÊ (ÎÅŒÙËÉÎÕÔÙÊ) ËÏÎÅÃ ÒÅÂÒÁ l. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ : ` −→ `^′ ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ l Œ s, É ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÎÁ `^′. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÅÔÒÁË- ÃÉÑ, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ ÉÚ Œ Id_`. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ 0 ÎÁ l ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÅÔ s, Á 1 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ŒÙËÉÎÕÔÏÊ ŒÅÒÛÉÎÅ. ðÕÓÔØ _t ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁ `^′, É ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ – ∈ [0; 1] = l Œ t– ∈ l. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ _t ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, _0 = , Á _1 = Id_`. ðÏÜÔÏÍÕ `^′ { ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÙÊ ÒÅÔÒÁËÔ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 18.14. éÚ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÇÒÁÆ ÇÏÍÏ- ÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÓŒÏÅÍÕ ÐÏÄÇÒÁÆÕ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍÕ ŒÙËÉÄÙŒÁÎÉÅÍ ŒÉÓÑÞÅÇÏ ÒÅÂÒÁ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 18.15: ëÏÎÅÞÎÏÅ ÄÅÒÅŒÏ ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÏ (Ô.Å. ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÞËÅ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ. ðÕÓÔØ ` { ÄÅÒÅŒÏ ÉÚ n + 1 ŒÅÒÛÉÎ É n ÒÅÂÅÒ. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ ⩾ 1, Á ŒÅÒ- ÛÉÎ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÒÅÂÅÒ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ŒÅÒÛÉÎÁ Ó ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ 1 (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ). óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÒÅÂÒÏ { ŒÉÓÑÞÅÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ `^′ ÇÒÁÆ, ÐÏÌÕÞÅÎ- ÎÙÊ ÅÇÏ ŒÙÂÒÁÓÙŒÁÎÉÅÍ. õ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ n ŒÅÒÛÉÎ É n − 1 ÒÅÂÒÏ, ÚÎÁÞÉÔ, ÜÔÏ ÄÅÒÅŒÏ. œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ, ` ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ `^′, Á Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÉÎÄÕËÃÉÉ, `^′ ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÏ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 17-18 { 22 { version 1.0, 27.04.2008

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÌÅËÃÉÑ 18: æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÇÒÁÆÁ íÉÛÁ œÅÒÂÉÃËÉÊ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 18.16. óŒÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÒÅŒÏÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÅÇÏ ËÏÎÅÞÎÙÊ, ÓŒÑÚÎÙÊ ÐÏÄÇÒÁÆ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÄÅÒÅŒÏÍ.

ðÒÉÍÅÒ 18.17: ðÕÓÔØ ` { ÇÒÁÆ, ŒÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ { ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Á ÒÅÂÒÁ ÓÏÅÄÎÉÑÀÔ ÌÀÂÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ A É An, ÇÄÅ An ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÉÚ A ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅÍ n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ` { ÜÔÏ ÄÅÒÅŒÏ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 18.18: ðÕÓÔØ ` { ÄÅÒÅŒÏ. ôÏÇÄÁ ` ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ûÁÇ 0: ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË x; y Œ `, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ÒÅÂÒÏÍ [x; y], ÔÁËÏÅ ÒÅÂÒÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÉÎÁÞÅ Œ ` ÂÙÌ ÂÙ ÐÏÄÇÒÁÆ Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ x; y É ÄŒÕÍÑ ÒÅÂÒÁÍÉ, ÓÏÅÄÉ- ÎÑÀÝÉÍÉ ÜÔÉ ŒÅÒÛÉÎÙ, ÎÏ ÔÁËÏÊ ÇÒÁÆ ÉÍÅÅÔ 2 ŒÅÒÛÉÎÙ, 2 ÒÅÂÒÁ, É ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÅÒÅŒÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ [x; y] ÄÌÑ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ŒÅÒÛÉÎ x; y ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÅÔ ÒÅÂÒÏ.

ûÁÇ 1: ðÕÓÔØ ‚ ∈ ˙(`; m) { ÐÅÔÌÑ Œ `, Á v_1; v_2; v_3; ::: { ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ŒÅÒ- ÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÏÂÈÏÄÉÔ ‚. ðÕÓÔØ 0 ⩽ t_1 < t_2 < t_2 < ::: ⩽ 1 { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ‚(v_i) = t_i. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {t_i} ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ, ÏÎÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ t, ÎÏ ÔÏÇÄÁ

‚(lim t_i) = ‚(t) = lim v_i;

Œ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ‚. üÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ v_i ËÏÎÅÞÎÁ.

ûÁÇ 2: ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÕÔØ, ÉÄÕÝÉÊ ÐÏ ÄÅÒÅŒÕ ÉÚ ŒÅÒÛÉÎÙ x Œ ŒÅÒÛÉÎÕ y, ÎÅ ÚÁÈÏÄÑ ÎÉ Œ ËÁËÕÀ ÄÒÕÇÕÀ ŒÅÒÛÉÎÕ, ÇÏÍÏÔÏÐÅÎ ÐÕÔÉ, ÉÄÕÝÅÍÕ ÐÏ ÒÅÂÒÕ [x; y]. é Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ `_{x;y} { ÇÒÁÆ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ŒÓÅÈ ÒÅÂÅÒ ` Ó ËÏÎÃÏÍ Œ x É Œ y. ðÏÓËÏÌØËÕ ` ÜÔÏ ÄÅÒÅŒÏ, `_{x;y} { ÔÏÖÅ ÄÅÒÅŒÏ, É ŒÓÅ ÅÇÏ ÒÅÂÒÁ, ËÒÏÍÅ [x; y], ŒÉÓÑÞÉÅ. ðÏÜÔÏÍÕ [x; y] { ÄÅÆÏÒÍÁ- ÃÉÏÎÎÙÊ ÒÅÔÒÁËÔ `_{x;y}. œÚÑŒ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ‚ Ó ÒÅÔÒÁËÃÉÅÊ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÕÔØ, ÉÄÕÝÉÊ ÐÏ ÒÅÂÒÕ [x; y], É ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÊ ‚.

ûÁÇ 3: íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÅÔÌÑ ÐÏ ` ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÁ ÐÅÔÌÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÈÏÄÉÔ ŒÅÒÛÉÎÙ v_1; v_2; v_3; :::; v_n ÐÏ ÒÅÂÒÁÍ [v_1; v_2], [v_2; v_3], ... úÎÁÞÉÔ, ÌÀÂÁÑ ÐÅÔÌÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÁ ÐÅÔÌÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÈÏÄÉÔ ËÏÎÅÞ- ÎÙÊ ÐÏÄÇÒÁÆ `. îÏ ËÏÎÅÞÎÙÅ, ÓŒÑÚÎÙÅ ÐÏÄÇÒÁÆÙ ` ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÙ, ÚÎÁÞÉÔ, ŒÓÅ ÔÁËÉÅ ÐÅÔÌÉ ÔÏÖÅ ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÙ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 17-18 { 23 { version 1.0, 27.04.2008

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÌÅËÃÉÑ 18: æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÇÒÁÆÁ íÉÛÁ œÅÒÂÉÃËÉÊ

18.3. õÎÉÃÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÁÆÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 18.19. ëÏÎÅÞÎÙÊ, ÓŒÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ ` ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉÃÉ- ËÌÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ Õ ÎÅÇÏ n ŒÅÒÛÉÎ É n ÒÅÂÅÒ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 18.20. ðÕÓÔØ ` { ÓŒÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ ÂÅÚ ŒÉÓÑÞÉÈ ŒÅÒÛÉÎ, ÉÍÅ- ÀÝÉÊ n ÒÅÂÅÒ É m ŒÅÒÛÉÎ. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ÄŒÅ ŒÅÒ- ÛÉÎÙ, É Ë ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÅ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÑÀÔÓÑ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ ÄŒÁ ÒÅÂÒÁ, ÉÍÅÅÍ n ⩾ m, ÐÒÉÞÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ, ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ŒÓÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ` ÉÍÅÀÔ ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ 2.

íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÌÅÍÍÕ

ìÅÍÍÁ 18.21: ðÕÓÔØ ` { ËÏÎÅÞÎÙÊ ÕÎÉÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÇÒÁÆ ÂÅÚ ŒÉÓÑÞÉÈ ŒÅÒÛÉÎ. ôÏÇÄÁ ŒÓÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ` ÄŒÕÈŒÁÌÅÎÔÎÙÅ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ` ÇÏÍÅÏÍÏÒ- ÆÅÎ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ. ðÕÓÔØ ` { ÕÎÉÃÉËÌÉÞÅ- ÓËÉÊ ÇÒÁÆ ÂÅÚ ŒÉÓÑÞÉÈ ŒÅÒÛÉÎ, Á s { ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎÁ, Ë ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÉÍÙËÁÀÔ ÒÅÂÒÁ [x; s] É [s; y]. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ` ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÇÒÁÆÕ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏ- ÍÕ ÉÚ ` ŒÙËÉÄÙŒÁÎÉÅÍ ŒÅÒÛÉÎÙ s É ÚÁÍÅÎÏÊ ÒÅÂÅÒ [x; s] É [s; y] ÎÁ [x; y] (ÓÍ. ËÁÒÔÉÎËÕ).

õÎÉÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÇÒÁÆ ÂÅÚ ŒÉÓÑÞÉÈ ÒÅÂÅÒ ÉÚ n ÒÅÂÅÒ, n ŒÅÒÛÉÎ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÕÎÉÃÉËÌÉÞÅÓËÏÍÕ ÇÒÁÆÕ ÉÚ n − 1 ÒÅÂÅÒ, n − 1 ŒÅÒÛÉÎ

œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ` ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÕÎÉÃÉ- ËÌÉÞÅÓËÏÍÕ ÇÒÁÆÕ Ó ÏÄÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÏÊ É ÏÄÎÉÍ ÒÅÂÒÏÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔÉ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 18.22: ðÕÓÔØ ` { ËÏÎÅÞÎÙÊ ÕÎÉÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÇÒÁÆ. ôÏÇÄÁ` ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎÔÅÎ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 17-18 { 24 { version 1.0, 27.04.2008

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÌÅËÃÉÑ 18: æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÇÒÁÆÁ íÉÛÁ œÅÒÂÉÃËÉÊ

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ `^′ ÐÏÌÕÞÅÎ ÉÚ ` ŒÙËÉÄÙŒÁÎÉÅÍ ŒÉÓÑÞÅÇÏ ÒÅ- ÂÒÁ. ôÏÇÄÁ `^′ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÙÍ ÒÅÔÒÁËÔÏÍ `, ÚÎÁÞÉÔ, ÇÏÍÏÔÏ- ÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ `. âÕÄÅÍ ŒÙËÉÄÙŒÁÔØ ŒÉÓÑÞÉÅ ÒÅÂÒÁ, ÐÏËÁ ÏÎÉ ÎÅ ËÏÎÞÁÔÓÑ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÎÉÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÇÒÁÆ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 18.23. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÓŒÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ n ŒÅÒÛÉÎ É n + k ÒÅÂÅÒ, ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎ- ÔÅÎ ÂÕËÅÔÕ k + 1 ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 18.24: ðÕÓÔØ `_1 { ÄÅÒÅŒÏ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÉÚ ÇÒÁÆÁ ` ŒÙËÉ- ÄÙŒÁÎÉÅÍ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ` { ÎÅ ÄÅÒÅŒÏ. ôÏÇÄÁ ı_1(`) = Z. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÏÓËÏÌØËÕ ` { ÎÅ ÄÅÒÅŒÏ, Œ ` ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÏÄÇÒÁÆ `_1, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ n ŒÅÒÛÉÎ É n + k ÒÅÂÅÒ, k ⩾ 0. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÙ- ËÉÄÙŒÁÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ l ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔ `_1 Œ ÄÅÒÅŒÏ, k = 0, É ÇÒÁÆ `_1 { ÕÎÉÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ. ðÕÓÔØ `\l, `_1\l { ÇÒÁÆÙ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÉÚ `, `_1 ŒÙ- ËÉÄÙŒÁÎÉÅÍ l. ôÏÇÄÁ ` ÐÏÌÕÞÅÎ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ `_1 É `\l, ÐÒÉÞÅÍ ÉÈ ÐÅ- ÒÅÓÅÞÅÎÉÅ `_1\l ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÒÅŒÏÍ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏ. ðÒÉÍÅÎÉŒ ÔÅÏÒÅÍÕ úÅÊÆÅÒÔÁ{ŒÁÎ ëÁÍÐÅÎÁ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ı_1(`) = ı_1(`_1) ∗ ı_1(`\l). ðÏÓËÏÌØËÕ `\l ÄÅÒÅŒÏ, ÏÎÏ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏ, ÚÎÁÞÉÔ, ı_1(`) = ı_1(`_1) = Z.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 18.25. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÓŒÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ ` ÕÎÉÃÉËÌÉÞÅ- ÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ı_1(`) = Z.

18.4. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÇÒÁÆÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 18.26. ðÕÓÔØ ` { ÓŒÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ. ïÓÔÏŒÏÍ ` ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÏÄÇÒÁÆ `^′ ⊂ `, ËÏÔÏÒÙÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÒÅŒÏÍ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 18.27. óÌÏŒÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ Œ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁÄÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÔÁË: ÐÒÉ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÉ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÉÚ `\`^′ Ë `^′, ÏÎ ÐÅÒÅÓÔÁÅÔ ÂÙÔØ ÄÅÒÅŒÏÍ. ðÒÉÍÅÎÉŒ ÌÅÍÍÕ ãÏÒÎÁ, ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÅÓÔØ ÏÓÔÏŒ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ).

ôÅÏÒÅÍÁ 18.28: ðÕÓÔØ ` { ÓŒÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ. ôÏÇÄÁ ÇÒÕÐÐÁ ı_1(`) ÓŒÏÂÏÄÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ûÁÇ 1: ðÕÓÔØ `^′ ⊂ ` { ÏÓÔÏŒ `, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚ` ŒÙËÉÄÙŒÁÎÉÅÍ ÒÅÂÅÒ l_ff, ÐÒÏÉÎÄÅËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ ¸ ∈ I, Á `_{lff} { ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ `^′ É l_ff. œ ÓÉÌÕ õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 18.24, ı_1(`_{lff} ) = Z.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 17-18 { 25 { version 1.0, 27.04.2008

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÌÅËÃÉÑ 18: æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÇÒÁÆÁ íÉÛÁ œÅÒÂÉÃËÉÊ

ûÁÇ 2: ` = ⋃ ff∈I `_{lff} , ÐÒÉÞÅÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ `_{lff} ∩`_{lff′} ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ¸ ≠ ¸^′ ÒÁŒÎÏ `^′, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ úÅÊÆÅÒÔÁ{ŒÁÎ ëÁÍÐÅÎÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

ı_1(`) = ∐ ff∈I ı_1(`_{lff} ) = ∐ ff∈I Z:

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 18.29. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÇÒÁÆ ` ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÅÎ ÂÕËÅÔÕ ÓÆÅÒ, ÓŒÏÂÏÄÎÏÓÔØ ı_1(`) ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÎÅÍÅÄ- ÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÏÄÓÞÅÔÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÂÕËÅÒÁ ÓÆÅÒ, ÐÒÏ- ŒÅÄÅÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ.

éÚ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÐÏÄÓÞÅÔÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÇÒÁÆÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ŒÁÖÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 18.30: (ÔÅÏÒÅÍÁ îÉÌØÓÅÎÁ-ûÒÁÊÅÒÁ, "Nielsen-Schreier theorem") ðÕÓÔØ F { ÓŒÏÂÏÄÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, Á G ⊂ F { ÅÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ. ôÏÇÄÁ G ÓŒÏÂÏÄÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: çÒÕÐÐÕ F ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÁË ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ M, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÂÕËÅÔÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ. ðÕÓÔØ ~M { ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ M, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ F , Á M_G = ~M=G ÅÇÏ ÆÁËÔÏÒ ÐÏ G. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ M_G ÜÔÏ ÇÒÁÆ (ÐÒÏŒÅÒØ- ÔÅ ÜÔÏ). ðÏÓËÏÌØËÕ ~M −→ M_G { ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ, ı_1(M_G) = G. úÎÁÞÉÔ G { ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÇÒÁÆÁ, Á ÔÁËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÓŒÏÂÏÄÎÁ ÐÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 17-18 { 26 { version 1.0, 27.04.2008