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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå (ïîâòîðåíèå)

Çàìå÷àíèå: Íàêðûòèÿ ïðîñòðàíñòâà M îáðàçóþò êàòåãîðèþ. Îáú-

åêòû ýòîé êàòåãîðèè � íàêðûòèÿ, à ìîðôèçìû � îòîáðàæåíèÿ ψ : M̃ −→ M̃ ′,
êîììóòèðóþùèå ñ ïðîåêöèåé â M :
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//

π
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Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü M̃ −→M � íàêðûòèå, ïðè÷åì M è M̃ ñâÿçíû, ëî-

êàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíû, è M̃ îäíîñâÿçíî, òî åñòü èìååò òðèâèàëüíóþ

ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó. Òîãäà [M̃ : M ] íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì

íàêðûòèåì.

Çàìå÷àíèå: Ïîñêîëüêó M̃ îäíîñâÿçíî, ëþáîå íàêðûòèå M̃ ′ π−→ M̃
ðàñùåïëÿåòñÿ. Ïóñòü y1, y2 ∈ π−1(x) � ëþáûå òî÷êè, à γ � ïóòü, êîòîðûé
èõ ñîåäèíÿåò.Îáðàç ýòîãî ïóòè π(γ) � ïåòëÿ â M̃, èäóùàÿ èç x â x, íî
òàêàÿ ïåòëÿ âñåãäà ñòÿãèâàåìà, ïîñêîëüêó π1(M̃, x) = 0. Ïóòü γ ÿâëÿåòñÿ
ïîäíÿòèåì ïåòëè π(γ), è êîëü ñêîðî π(γ) ñòÿãèâàåìà, γ � òîæå ïåòëÿ.

Ïîýòîìó y1 = y2, è π−1(x) ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ïîäíÿòèå îòîáðàæåíèÿ X
ψ−→ M íà íàêðûòèå
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Íàêðûòèå Ãàëóà (ïîâòîðåíèå)

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü M1,M2 � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, ñíàáæåí-

íûå íåïðåðûâíûìè îòîáðàæåíèÿìè ψ1, ψ2 âM . Íàïîìíèì, ÷òî ðàññëîåí-

íûì ïðîèçâåäåíèåì M1 íà M2 íàä M íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî M1×M
M2, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ïàð (m1,m2) ∈ M1 × M2, òàêèõ, ÷òî ψ1(m1) =
ψ2(m2). Ìû ðàññìàòðèâàåì M1 ×M M2 êàê ïîäìíîæåñòâî â M1 ×M2, ñ

èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèåé.

Çàìå÷àíèå:Îáîçíà÷èì çà Ψ : M1×M2 −→M×M îòîáðàæåíèå Ψ(m1,m2) =
(ψ1(m1), ψ2(m2)). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî M1×MM2 = Ψ−1(∆), ãäå ∆ ⊂M ×M
� äèàãîíàëü. Ïîýòîìó, äëÿ M õàóñäîðôîâà, ðàññëîåííîå ïðîèçâåäåíèå

� çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî â M1 ×M2.

Îïðåäåëåíèå: Ïðîèçâåäåíèå íàêðûòèé M̃ ×M M̃ � ñíîâà íàêðûòèå M .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðîåêöèÿ M̃ ×M M̃ íà M̃ � òîæå íàêðûòèå. Íàïî-

ìíèì, ÷òî íàêðûòèå [M̃ : M ] íàçûâàåòñÿ íàêðûòèåì Ãàëóà, åñëè M̃×M M̃
ðàñùåïëÿåòñÿ êàê íàêðûòèå M̃ .

Çàìå÷àíèå: Ïóñòü [M̃ : M ] � óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå. Òîãäà M̃ ×M M̃
ðàñùåïëÿåòñÿ, è M̃ � íàêðûòèå Ãàëóà.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ãðóïïà Ãàëóà íàêðûòèÿ (ïîâòîðåíèå)

Çàìå÷àíèå: Ïóñòü [M̃ : M ] � óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå. Ïîñêîëüêó M̃ ëî-

êàëüíî ñâÿçíî, ëþáîå åãî íàêðûòèå ëîêàëüíî ñâÿçíî. Ëîêàëüíî ñâÿç-

íîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîèò èç íåñâÿçíîãî îáúåäèíåíèÿ ñâîèõ êîìïîíåíò

ñâÿçíîñòè. Ïîñêîëüêó âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè M̃ ×M M̃ ÿâëÿþòñÿ

ñâÿçíûìè íàêðûòèÿìè M̃, îíè åìó èçîìîðôíû.

Óòâåðæäåíèå: Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ïðîåêöèÿ êàæäîé èç êîìïîíåíò ñâÿç-

íîñòè â M̃ ×M M̃ â M̃ � ãîìåîìîðôèçì, ÷òî ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó, ÷òî

ïî âòîðîìó. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ èç ýòèõ êîìïîíåíò ÿâëÿåòñÿ

ãðàôèêîì àâòîìîðôèçìà íàêðûòèÿ M̃ íàä M.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü X � òàêàÿ êîìïîíåíòà, òîãäà ïðîåêöèè íà ïåð-

âûé è âòîðîé àðãóìåíò σ1, σ2 : X −→ M̃ ýòî ãîìåîìîðôèçì. Â ýòîì

ñëó÷àå, X � ýòî ãðàôèê àâòîìîðôèçìà σ−1
1 ◦ σ2 : M̃ −→ M̃.

Îïðåäåëåíèå: Ãðóïïà Aut[M̃ : M ] àâòîìîðôèçìîâ íàêðûòèÿ M̃ íàä M

íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Ãàëóà íàêðûòèÿ.
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Äåéñòâèå ãðóïïû Ãàëóà (ïîâòîðåíèå)

Çàìå÷àíèå: Ïóñòü π : M̃ −→M � íàêðûòèå Ãàëóà. Ìû òîëüêî ÷òî ïîëó-

÷èëè, ÷òî M̃×M M̃ � îáúåäèíåíèå ãðàôèêîâ ν, äëÿ âñåõ ν ∈ Aut[M̃ : M ].

Ñëåäñòâèå: Äëÿ êàæäîãî m ∈M , è ëþáîé ïàðû òî÷åê x, y ∈ π−1(m), íàé-
äåòñÿ àâòîìîðôèçì ν, ãðàôèêó êîòîðîãî Γν ïðèíàäëåæèò òî÷êà (x, y) ∈
M̃ ×M M̃ . Â ñèëó òîãî, ÷òî ν ïåðåâîäèò x ∈ M̃ â σ2(σ

−1
1 (x, y)), èìååì

ν(x) = y

Çàìå÷àíèå: Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî G = Aut[M̃ : M ] òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò
íà ìíîæåñòâå π−1(m). Ïîýòîìó M = M̃/G.

Ïóñòü òåïåðü [M̃ : M ] � óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå, à g ∈ Aut[M̃ : M ] ïåðåâî-
äèò x ∈ M̃ â g(x). Ðàññìîòðèì ïóòü γ, ñîåäèíÿþùèé x è g(x). Òàêîé ïóòü
� åäèíñòâåííûé, ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè, ïîñêîëüêó M̃ îäíîñâÿçíî.

Ïîñêîëüêó Aut[M̃ : M ] äåéñòâóåò íà π−1(m) òðàíçèòèâíî, êëàññ ãîìîòî-

ïèè π(γ) â π1(M) îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî. Ýòî çàäàåò ãîìîìîðôèçì

G−→ π1(M,π(x)).

Óòâåðæäåíèå: Ýòîò ãîìîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ãðóïïà Ãàëóà ôóíäàìåíòàëüíîãî íàêðûòèÿ (ïîâòîðåíèå)

Òåîðåìà: Ïóñòü M̃ −→M � óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå, ïðè÷åìM è M̃ ñâÿç-

íû, ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíû, è M̃ îäíîñâÿçíî. Ðàññìîòðèì ãðóïïó Ãàëóà

ýòîãî íàêðûòèÿ, G = Aut[M̃ : M ]. Òîãäà M = M̃/G, ïðè÷åì ôóíäàìåí-

òàëüíàÿ ãðóïïà M èçîìîðôíà G.

Ïðèìåð:Ìû íåìåäëåííî ïîëó÷àåì, ÷òîôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà îêðóæ-

íîñòè S1 ðàâíà Z. Äåéñòâèòåëüíî, S1 = R/Z, íî π1(R) = {1}, òàê êàê

R ñòÿãèâàåìî. Àíàëîãè÷íûé àðãóìåíò ïîêàçûâàåò, ÷òî π1(T
n) = Zn, ãäå

Tn = Rn/Zn � n-ìåðíûé òîð.

Ïðèìåð: Ïóñòü G � ãðóïïà âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö, à GZ � ãðóïïà

âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö ñ öåëî÷èñëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Òîãäà

π1(G/GZ) ∼= GZ.

Ïðèìåð: π1(RPn) = Z/2Z, n > 2.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Êàòåãîðèÿ ìíîæåñòâ ñ äåéñòâèåì ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü G � ãðóïïà, à Rep(G,Sets) � êàòåãîðèÿ, îáúåêòû

êîòîðîé � ìíîæåñòâà ñ äåéñòâèåì G, à ìîðôèçìû � îòîáðàæåíèÿ ìíî-

æåñòâ, ñîâìåñòèìûå ñ äåéñòâèåì G. Ýòà êàòåãîðèÿ íàçûâàåòñÿ êàòåãî-

ðèåé ìíîæåñòâ ñ äåéñòâèåì G.

Êîíñòðóêöèÿ ôóíêòîðà Rep(G,Sets)−→ Cov(M).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G = Aut[M̃ : M ], ãäå [M̃ : M ] � óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå

M . Äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà S ñ äåéñòâèåì G, ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå

M̃×S, ãäå G äåéñòâóåò ïî ôîðìóëå g(m, s) = (g(m), g(s)). Âçÿâ äèñêðåòíóþ

òîïîëîãèþ íà S, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî M̃ × S � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàí-

ñòâî, a (M̃ × S)/G ñíàáæåíî òîïîëîãèåé ôàêòîðà.

Óòâåðæäåíèå: Ýòî çàäàåò ôóíêòîð Rep(G,Sets)
Ψ−→ Cov(M) â êàòå-

ãîðèþ Cov(M) íàêðûòèé .
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Êàòåãîðèÿ íàêðûòèé

Òåîðåìà: Rep(G,Sets)
Ψ−→ Cov(M) ýòî ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèé.

Äîêàçàòåëüñòâî: Âîçüìåì òî÷êó m ∈ M . Ïóñòü M ′ σ−→ M � íàêðûòèå

M , à SM ′ := σ−1(m) � åãî ñëîé íàä m. Ïóñòü x ∈ SM ′ � ëþáàÿ òî÷êà, à

g ∈ G � ýëåìåíò ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû. Âîçüìåì ïåòëþ γg ∈ Ω(M,m),

ïðåäñòàâëÿþùóþ g, è ïóñòü γ̃g � åå ïîäíÿòèå â m′, ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé â

x. Ïîñêîëüêó êîíå÷íàÿ òî÷êà γ̃g(1) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ x è g, îòîá-

ðàæåíèå g, x−→ γg(1) êîððåêòíî îïðåäåëåíî. Òàêèì îáðàçîì çàäàåòñÿ

äåéñòâèå G íà SM ′.

Ïîëó÷åííîå ñîîòâåòñòâèå M ′ −→ SM ′ çàäàåò ôóíêòîð èç Cov(M) â

Rep(G,Sets), îáðàòíûé Ψ.

Äîêàæåì ýòî.

Øàã 1: Êîìïîçèöèÿ Ψ ◦ Φ ïåðåâîäèò ìíîæåñòâî ñ äåéñòâèåì G â

òî æå ñàìîå ìíîæåñòâî, ÷òî ÿñíî èç îïðåäåëåíèÿ.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Êàòåãîðèÿ íàêðûòèé (ïðîäîëæåíèå)

Øàã 2: ×òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî êîìïîçèöèÿ Φ ◦Ψ ïåðåâîäèò íàêðûòèå â

ýêâèâàëåíòíîå åìó, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ýòî íà ñâÿçíûõ íàêðûòè-

ÿõ. Ñâÿçíûå íàêðûòèÿ èìåþò âèä M̃/G′, äëÿ ïîäãðóïï G′ ⊂ G ("îñíîâíàÿ

òåîðåìà òåîðèè Ãàëóà äëÿ íàêðûòèé").

Øàã 3: Ïðèìåíåíèå ôóíêòîðà Φ êM/G′ äàåò ìíîæåñòâî Φ(M̃/G′) = G/G′,
à Ψ(G/G′) = (M̃ ×G/G′)/G = M̃/G′.

Çíà÷èò, ôóíêòîð Φ ◦Ψ ýêâèâàëåíòåí òîæäåñòâåííîìó. Ìû äîêàçà-

ëè, ÷òî êàòåãîðèè Rep(G,Sets), Cov(M) ýêâèâàëåíòíû.

Çàìå÷àíèå. Êàæäîå íàêðûòèå èçîìîðôíî ôàêòîðíàêðûòèþ íåñâÿç-

íîé ñóììû íåñêîëüêèõ êîïèé óíèâåðñàëüíîãî: M ′ =
∐
i M̃/Gi

Â ñîîòâåòñòâèå òàêîìó íàêðûòèþ ìîæíî ïîñòàâèòü ìíîæåñòâî S =
∐
iG/Gi

ñ åñòåñòâåííûì äåéñòâèåì G. Ýòî çàäàåò ýêâèâàëåíòíîñòü

Cov(M)−→ Rep(G,Sets) ÷óòü áîëåå ÿâíî.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Êàê âîññòàíîâèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó

ïî êàòåãîðèè íàêðûòèé

Óòâåðæäåíèå.

Ïóñòü G � ãðóïïà, à Rep(G,Sets) � êàòåãîðèÿ ìíîæåñòâ ñ äåéñòâèåì G.

Ðàññìîòðèì G êàê îáúåêò Rep(G,Sets), òî åñòü ìíîæåñòâî ñ äåéñòâèåì

G, îïðåäåëåííûì ôîðìóëîé (g, x)−→ gx. Òîãäà âñå ìîðôèçìû èç G â

ñåáÿ îáðàòèìû, è ãðóïïà Aut(G) = Mor(G,G) èçîìîðôíà G.

Äîêàçàòåëüñòâî:

Ïóñòü νx ∈ Mor(G,G) ïåðåâîäèò 1 â x. Òîãäà νx(g1) = g(νx(1)) = gx.

Òàêîé ìîðôèçì, î÷åâèäíî, áèåêòèâåí, à êîìïîçèöèÿ νxνy ðàâíà νxy.

Òåîðåìà.

Ãðóïïà G îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî êàòåãîðèè Rep(G,Sets):

åñëè êàòåãîðèè Rep(G1,Sets), Rep(G2,Sets) ýêâèâàëåíòíû, òî ãðóïïû G1, G2

èçîìîðôíû.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Êàê âîññòàíîâèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó

ïî êàòåãîðèè íàêðûòèé (ïðîäîëæåíèå)

Ëåììà.

Ïóñòü Ḡ ∈ Ob(Rep(G,Sets)) � îáúåêò Rep(G,Sets), êîòîðûé îáëàäàåò

ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

1. Âñå ìîðôèçìû èç Ḡ â ñåáÿ ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè.

2. Äëÿ ëþáîãî X ∈ Ob(Rep(G,Sets)), ìíîæåñòâî Mor(Ḡ,X) íåïóñòî.

Òîãäà Ḡ èçîìîðôåí G êàê îáúåêò Rep(G,Sets).

Çàìå÷àíèå: Èç ýòîé ëåììû ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïó G ìîæíî îäíî-

çíà÷íî âîññòàíîâèòü ïî êàòåãîðèè Rep(G,Sets).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Øàã 1: Âñå îáúåêòû Rep(G,Sets) ïîëó÷åíû îáúåäèíåíèåì íåïåðåñåêà-

þùèõñÿ îðáèò äåéñòâèÿ G. Êàæäàÿ òàêàÿ îðáèòà èìååò âèä G/G′, ãäå G′

� ñòàáèëèçàòîð òî÷êè. Íåòðèâèàëüíûå ìîðôèçìû ìåæäó îðáèòàìè

G/G1 è G/G2 âîçìîæíû, òîëüêî åñëè G2 ⊃ G1.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Êàê âîññòàíîâèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó

ïî êàòåãîðèè íàêðûòèé (äîêàçàòåëüñòâî ëåììû)

Øàã 2: Ïîñêîëüêó Mor(Ḡ,X) âñåãäà íåïóñòî, Ḡ � îáúåäèíåíèå îðáèò

âèäà G/Gi, ñðåäè êîòîðûõ õîòÿ áû îäíà èçîìîðôíà G.

Øàã 3: Ïóñòü Ḡ ñîäåðæèò äâå îðáèòû X1, X2, ïðè÷åì X1 èçîìîðôíà

G. Ðàññìîòðèì ìîðôèçì èç Ḡ â ñåáÿ, òîæäåñòâåííûé íà âñåõ îðáèòàõ,

êðîìå X1, è îòîáðàæàþùèé X1 â X2 = G/G′ (òàêîé ìîðôèçì ñóùåñòâóåò

â ñèëó Øàãà 1). Òàêîé ìîðôèçì íå áèåêòèâåí, çíà÷èò, îí íå ìîæåò áûòü

èçîìîðôèçìîì.

Øàã 4: Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî Ḡ ñîñòîèò èç îäíîé îðáèòû (øàã 3),

ïðè÷åì ýòà îðáèòà èçîìîðôíà G (øàã 2). Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî Ḡ

èçîìîðôíî G.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï

Ïóñòü {Gα} = {G1, G2, ...} � íàáîð ãðóïï. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî, ñîñòî-

ÿùåå èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ñëîâ) âèäà g1g2g3...gn, ñîñòàâëåííûõ èç

áóêâ gi ∈ Gα.

Ïóñòü G1 ∗ G2 ∗ G3 ∗ ... ïîëó÷åíî èç ýòîãî ìíîæåñòâà ôàêòîðèçàöèåé ïî

ñîîòíîøåíèÿì âèäà

g1g2...gigi+1gi+2...gn ∼ g1g2...gigi+2...gn

åñëè gi+1 = 1

(ìîæíî âûêèíóòü èç ñëîâà áóêâó gi+1, åñëè gi+1 ðàâíî 1), è

g1g2...gi−1gigi+1gi+2...gn ∼ g1g2...gi−1(gigi+1)gi+2...gn

åñëè gi, gi+1 ∈ Gα (ìîæíî ñãðóïïèðîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíî èäóùèå

áóêâû gi, gi+1 â (gigi+1), åñëè îíè îáå ïðèíàäëåæàò îäíîé è òîé æå

ãðóïïå Gα).
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ñâîáîäíàÿ ãðóïïà

Ýëåìåíòû G1∗G2∗G3∗... ìîæíî óìíîæàòü: g1g2...gn·g′1g
′
2...g

′
n′ := g1g2...gng

′
1g
′
2...g

′
n′.

Òàêîå óìíîæåíèå, î÷åâèäíî, àññîöèàòèâíî.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî g1g2...gng
−1
n ...g−1

2 g−1
1 = 1.

Çíà÷èò, G1 ∗G2 ∗G3 ∗ ... ýòî ãðóïïà.

Îïðåäåëåíèå: Ãðóïïà
∐
αGα = G1 ∗ G2 ∗ G3 ∗ ... íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì

ïðîèçâåäåíèåì, èëè æå àìàëüãàìîé, èëè æå êîïðîèçâåäåíèåì ãðóïï

{Gα} = {G1, G2, ...}

Çàìå÷àíèå: Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ëþáîãî ñî-

ìíîæèòåëÿ â ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå, G0 −→
∐
αGα, g0 −→ g0 ÿâëÿåòñÿ

âëîæåíèåì.

Îïðåäåëåíèå: Êîïðîèçâåäåíèå Z ∗ Z ∗ Z ∗ ... ∗ Z (n ðàç) íàçûâàåòñÿ ñâî-

áîäíîé ãðóïïîé îò n îáðàçóþùèõ. Êîïðîèçâåäåíèå âèäà
∐
αGα, ãäå âñå

Gα
∼= Z, íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé ãðóïïîé.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:
Ïóñòü G, H � ãðóïïû, G∗H èõ ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå, à G

ι
↪→ G∗H, H ι

↪→
G ∗H � åñòåñòâåííûå âëîæåíèÿ. Òîãäà êàæäàÿ ïàðà ãîìîìîðôèçìîâ

G
ϕ−→ P , H

ψ−→ P â ãðóïïó P ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà G ∗
H

ϕ∗ψ−→ P òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà:

G
ι

&&MMMMMMMMMMMMMMMMMMMM

ϕ

��;
;;

;;
;;

;;
;;

;;
;;

;;
;;
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;;

;;
;;

;;
; H

ι
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��
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��

��

G ∗H
ϕ∗ψ

��

P

Áîëåå òîãî, ãîìîìîðôèçì ϕ ∗ ψ îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèÿìè ψ è ψ îä-
íîçíà÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî: ϕ∗ψ(g1h1g2h2...gnhn) = ϕ(g1)ψ(h1)ϕ(g2)ψ(h2)...ϕ(gn)ψ(hn).

Çàìå÷àíèå: Óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìîæ-
íî âçÿòü â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ G ∗H.
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Walther Franz Anton von Dyck

(1856-1934)
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Òåîðåìà Çåéôåðòà�âàí Êàìïåíà

Òåîðåìà Çåéôåðòà�âàí Êàìïåíà.

Ïóñòü M = X ∪ Y � îáúåäèíåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ X è Y ,

ïðè÷åì X,Y ëîêàëüíî ñâÿçíûå, ëîêàëüíî îäíîñâÿçíûå, çàìêíóòûå â M è

ñâÿçíûå, à X ∩ Y ñâÿçíî è îäíîñâÿçíî. Òîãäà π1(M) èçîìîðôíî ñâîáîä-

íîìó ïðîèçâåäåíèþ π1(X) ∗ π1(Y ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1: Êàòåãîðèÿ Rep(G ∗ H,Sets) ýêâèâàëåíòíà

êàòåãîðèè C ìíîæåñòâ, íà êîòîðûõ çàäàíî äåéñòâèå G è H (àïðèî-

ðè, íèêàê íå ñîãëàñîâàííîå). Ôóíêòîð èç Rep(G ∗H,Sets) â C ïåðåâîäèò

S â òî æå ñàìîå ìíîæåñòâî S, ãäå äåéñòâèå G è H îïðåäåëÿåòñÿ èç âëî-

æåíèé G ↪→ G ∗H, H ↪→ G ∗H. Îáðàòíûé ôóíêòîð îïðåäåëÿåòñÿ èç òîãî,

÷òî äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà I ñ äåéñòâèåì G è H çàäàíû ãîìîìîðôèç-

ìû G,H −→ΣI, ãäå ΣI � ãðóïïà áèåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé èç I â I. Â

ñèëó óíèâåðñàëüíîãî ñâîéñòâà G ∗ H, òàêèå ãîìîìîðôèçìû îäíîçíà÷íî

ïðîäîëæàþòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà G ∗H −→ΣI.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Òåîðåìà Çåéôåðòà�âàí Êàìïåíà (ïðîäîëæåíèå)

Øàã 2: Ãðóïïà G îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ ñâîåé êàòåãîðèåé Rep(G,Sets).

Ïîýòîìó äëÿ èçîìîðôèçìà π1(M) ∼= π1(X)∗π1(Y ), äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ,

÷òî êàòåãîðèÿ íàêðûòèé M ýêâèâàëåíòíà Rep(π1(X)∗π1(Y ),Sets). Â ñèëó

ïðåäûäóùåãî øàãà, ýòà êàòåãîðèÿ ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèè C ìíîæåñòâ ñ
äåéñòâèåì π1(X) è π1(Y ). Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà Çåéôåðòà�âàí

Êàìïåíà áóäåò äîêàçàíà, åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî êàòåãîðèÿ Cov(M)

íàêðûòèé M ýêâèâàëåíòíà C.

Øàã 3: Ïóñòü M̃
σ−→ M � íàêðûòèå M . Ñîîòâåòñòâóþùèå íàêðûòèÿ

X̃ = σ−1(X)−→X, Ỹ = σ−1(Y )−→ Y íàçûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿìè M̃ íà

X è Y . Äëÿ êàæäîé òî÷êè m ∈ X ∩ Y , ïðîîáðàç σ−1(m) ⊂ X̃ íàäåëåí

äåéñòâèåì π1(X) Ïðîîáðàç σ−1(m) ⊂ Ỹ íàäåëåí äåéñòâèåì π1(Y ), ïî òîé

æå ñàìîé ïðè÷èíå. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî M̃ −→ σ−1(m) çàäàåò ôóíêòîð

Cov(M)
Ψ−→ C. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ýòî ýêâèâàëåíòíîñòü.

19



Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Òåîðåìà Çåéôåðòà�âàí Êàìïåíà (îêîí÷àíèå)

Øàã 4: Ïóñòü S ∈ Ob(C) � ìíîæåñòâî ñ äåéñòâèåì π1(X) è π1(Y ), à
X̃

σX−→ X, Ỹ
σY−→ Y � ñîîòâåòñòâóþùèå íàêðûòèÿ. Ïîñêîëüêó X∩Y ñâÿçíî,

ëîêàëüíî ñâÿçíî è îäíîñâÿçíî,

σ−1
X (X ∩ Y ) = σ−1

Y (X ∩ Y ) = X ∩ Y × S,

ãäå S � ìíîæåñòâî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò S̃. Ïóñòü x ∈ X̃, y ∈ Ỹ , ïðè÷åì

x ∈ σ−1
X (X ∩ Y ) ðàâåí y ∈ σ−1

Y (X ∩ Y ) ïðè ýòîì îòîæäåñòâëåíèè. Â òàêîì

ñëó÷àå ìû íàïèøåì x ∼ y. Ïóñòü M̃ = X̃
∐
Ỹ / ∼ � ôàêòîð ïî îòíîøåíèþ

ýêâèâàëåíòíîñòè, îïðåäåëåííîìó òàêèì ñïîñîáîì. Ïðîîáðàç σ−1(U) ïî

ïîñòðîåíèþ ãîìåîìîðôåí U × S, åñëè σX, σY ðàñùåïëÿåòñÿ íàä U ∩ X,
U∩Y . Ïîýòîìó M̃ � íàêðûòèå. Ìû ïîñòðîèëè ôóíêòîð èç C â Cov(M),

êîòîðûé îáðàòåí Cov(M)
Ψ−→ C.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî êàòåãîðèÿ Cov(M) íàêðûòèéM ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèè

C ìíîæåñòâ ñ äåéñòâèåì π1(X) è π1(Y ). Íà øàãå 1 áûëî äîêàçàíî, ÷òî

C ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèè Rep(π1(X) ∗ π1(Y ),Sets). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

Cov(M) ýêâèâàëåíòíà Rep(π1(M),Sets). Çíà÷èò, ãðóïïû π1(X) ∗ π1(Y ) è
π1(M) èçîìîðôíû.
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Òåîðåìà Çåéôåðòà�âàí Êàìïåíà (îáîáùåíèå)

Çàìå÷àíèå.

Â àíàëîãè÷íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, åñëè M =
⋃
Mi, ïðè÷åì âñå ÷àñòè÷íûå

ïåðåñå÷åíèÿ Mi1∩Mi2∩ ... îäíîñâÿçíû, èìååì π1(M) ∼= π1(M1)∗π1(M2)∗ ...
Ýòî äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàê æå.

Egbert Rudolf van Kampen

(1908-1942)

21



Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Òîïîëîãèÿ, ëåêöèÿ 18:

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ãðàôà

è òåîðåìà Íèëüñåíà-Øðàéåðà

Ìèøà Âåðáèöêèé
28 àïðåëÿ, 2008

Íåçàâèñèìûé Óíèâåðñèòåò
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ãðàôà

Îïðåäåëåíèå: Ãðàôîì íàçûâàåòñÿ íàáîð âåðøèí è íàáîð ðåáåð, ïðè÷åì

êàæäîìó ðåáðó ñîîòâåòñòâóåò äâå âåðøèíû (âîçìîæíî, îäèíàêîâûå), êî-

òîðûå íàçûâàþòñÿ åãî êîíöàìè, èëè êîíöîì è íà÷àëîì, ïðè÷åì êàæäàÿ

âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ êîíöîì õîòÿ áû îäíîãî èç ðåáåð. Åñëè äâóì ðåáðàì

ñîîòâåòñòâóåò îäíà è òà æå âåðøèíà, ýòè ðåáðà íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè,

à âåðøèíà � îáùåé âåðøèíîé ðåáåð. Ãðàô íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì, åñëè

÷èñëî åãî ðåáåð è âåðøèí êîíå÷íî.

Çàìå÷àíèå: Ñ êàæäûì ãðàôîì àññîöèèðîâàíî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàí-

ñòâî: íàáîð îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ íàáîð îòìå÷åííûõ òî÷åê � âåðøèí.

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü Γ � ãðàô, à S � ìíîæåñòâî åãî ðåáåð. Ðàññìîòðèì

S êàê ïðîñòðàíñòâî ñ äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé, è ïóñòü X := S × [0,1]
� íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå S êîïèé îòðåçêà. Â ýòîì ñëó÷àå x = s × {1}
èëè x = s × {0} � òî÷êè X, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íà÷àëó èëè êîíöó îòðåçêà.

Åñëè ó ðåáðà s1 è ó ðåáðà s2 èìååòñÿ îáùèé êîíåö, íàïèøåì x1 ∼ x2, ãäå
xi = si×{1} èëè xi = si×{1} ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè X. Òîïîëîãè÷åñêèì
ïðîñòðàíñòâîì ãðàôà íàçûâàåòñÿ ôàêòîðïðîñòðàíñòâî X/ ∼ ïî òàêîìó

ñîîòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè.
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Áóêåò îêðóæíîñòåé

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü Γ � ñâÿçíûé ãðàô, ó êîòîðîãî åñòü âñåãî îäíà âåð-

øèíà è |I| ðåáåð. Åãî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ áóêåòîì
|I| îêðóæíîñòåé. Îíî èìååò âèä ðîìàøêè ñäåëàííîé èç íåñêîëüêèõ (âîç-
ìîæíî, áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà) îêðóæíîñòåé.

Áóêåò ÷åòûðåõ îêðóæíîñòåé

Èç òåîðåìû Çåéôåðòà�âàí Êàìïåíà íåìåäëåííî ïîëó÷àåì

Òåîðåìà: Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà áóêåòà îêðóæíîñòåé ñâîáîäíà.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü è ðåòðàêòû

Îïðåäåëåíèå: Íàïîìíèì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâà-

åòñÿ äåôîðìàöèîííûì ðåòðàêòîì Y ⊃ X, åñëè çàäàíî íåïðåðûâíîå

îòîáðàæåíèå Y
j−→ X, òîæäåñòâåííîå íà X ⊂ Y , ïðè÷åì j ãîìîòîïíî

òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ IdY èç Y â ñåáÿ.

Îïðåäåëåíèå: Íàïîìíèì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà X è Y íà-

çûâàþòñÿ ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè çàäàíû íåïðåðûâíûå

îòîáðàæåíèÿ X
ϕ−→ Y è Y

ψ−→ X, ïðè÷åì êîìïîçèöèè ψ ◦ ϕ è ϕ ◦ ψ ãîìî-

òîïíû òîæäåñòâåííûì.

Çàìå÷àíèå: Ëþáîå ïðîñòðàíñòâî ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ñâî-

åìó äåôîðìàöèîííîìó ðåòðàêòó, à ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû ãîìî-

òîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ïðîñòðàíñòâ èçîìîðôíû.
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Êîíå÷íûå äåðåâüÿ

Îïðåäåëåíèå: Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè åãî òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-

ñòðàíñòâî ñâÿçíî. Êîíå÷íûé ñâÿçíûé ãðàô íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì äå-

ðåâîì, åñëè ó íåãî n âåðøèí è n− 1 ðåáåð.

Äåðåâî ñ 22 âåðøèíàìè è 21 ðåáðîì
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Ïîäãðàôû

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü Γ � ãðàô, à Γ′ � ãðàô, ìíîæåñòâà ðåáåð è âåð-
øèí êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè â ìíîæåñòâå ðåáåð è âåðøèí
Γ, ïðè÷åì êîíöû ñîòâåòñâóþùèõ ðåáåð â Γ è Γ′ òå æå. Òîãäà Γ′ íàçûâà-
åòñÿ ïîäãðàôîì Γ.

Îïðåäåëåíèå: Âàëåíòíîñòü âåðøèíû ãðàôà � êîëè÷åñòâî ðåáåð, êîòî-
ðûå ñ íåé ñîåäèíåíû. Âåðøèíà âàëåíòíîñòè 1 âìåñòå ñ åå ðåáðîì íàçû-
âàåòñÿ âèñÿ÷åé.

Ëåììà: Ïóñòü Γ′ ⊂ Γ � ïîäãðàô, ïîëó÷åííûé èç Γ âûáðàñûâàíèåì âèñÿ-
÷åãî ðåáðà l è îäíîé âåðøèíû. Òîãäà Γ′ ÿâëÿåòñÿ äåôîðìàöèîííûì
ðåòðàêòîì Γ.
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Âûáðàñûâàíèå âèñÿ÷åãî ðåáðà

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü s � âòîðîé (íåâûêèíóòûé) êîíåö ðåáðà l. Ðàñ-

ñìîòðèì îòîáðàæåíèå ψ : Γ−→ Γ′, ïåðåâîäÿùåå l â s, è òîæäåñòâåííîå

íà Γ′. Ïóñòü ψt äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî íà Γ′, è ïåðåâîäèò λ ∈ [0,1] = l â

tλ ∈ l. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ψt íåïðåðûâíî, ψ0 = ψ, à ψ1 = IdΓ. Ïîýòîìó

Γ′ � äåôîðìàöèîííûé ðåòðàêò.

Óòâåðæäåíèå: Êîíå÷íîå äåðåâî ñòÿãèâàåìî

(ò.å. ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî òî÷êå).

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïîñêîëüêó âàëåíòíîñòü êàæäîé âåðøèíû > 1, à âåð-

øèí áîëüøå, ÷åì ðåáåð, íàéäåòñÿ âåðøèíà ñ âàëåíòíîñòüþ 1. Âûêèíåì

åå, ïîëó÷èì äåðåâî, ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîå èñõîäíîìó, âîñïîëüçó-

åìñÿ èíäóêöèåé.
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Äåðåâüÿ

Îïðåäåëåíèå: Ñâÿçíûé ãðàô íàçûâàåòñÿ äåðåâîì, åñëè ëþáîé åãî êî-

íå÷íûé, ñâÿçíûé ïîäãðàô ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì äåðåâîì.

Óòâåðæäåíèå: Ïóñòü Γ � äåðåâî. Òîãäà Γ îäíîñâÿçíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1: Ïóòü, èäóùèé ïî äåðåâó èç âåðøèíû x â

âåðøèíó y, íå çàõîäÿ íè â êàêóþ äðóãóþ âåðøèíó, ãîìîòîïåí ïóòè,

èäóùåìó ïî ðåáðó [x, y]. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü Γx,y � ãðàô, ñîñòîÿùèé

èç âñåõ ðåáåð Γ ñ êîíöîì â x è â y. Ïîñêîëüêó Γ ýòî äåðåâî, Γx,y � òîæå

äåðåâî, è âñå åãî ðåáðà, êðîìå [x, y], âèñÿ÷èå. Ïîýòîìó [x, y] � äåôîðìà-

öèîííûé ðåòðàêò Γx,y. Âçÿâ êîìïîçèöèþ γ ñ ðåòðàêöèåé, ïîëó÷èì ïóòü,

èäóùèé ïî ðåáðó [x, y], è ãîìîòîïíûé γ.

Øàã 2: Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ëþáàÿ ïåòëÿ â Γ ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà

ïåòëå, êîòîðàÿ îáõîäèò âåðøèí v1, v2, v3, ..., vn ïî ðåáðàì [v1, v2], [v2, v3], ...
Çíà÷èò, ëþáàÿ ïåòëÿ ãîìîòîïíà ïåòëå, êîòîðàÿ îáõîäèò êîíå÷íûé

ïîäãðàô Γ′ ⊂ Γ. Íî êîíå÷íûå, ñâÿçíûå ïîäãðàôû Γ ñòÿãèâàåìû,

çíà÷èò, âñå òàêèå ïåòëè òîæå ñòÿãèâàåìû.
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Êîíå÷íûå óíèöèêëè÷åñêèå ãðàôû

Îïðåäåëåíèå: Êîíå÷íûé, ñâÿçíûé ãðàô íàçûâàåòñÿ óíèöèêëè÷åñêèì,

åñëè ó íåãî n âåðøèí è n ðåáåð.

Çàìå÷àíèå: Ïóñòü Γ � ñâÿçíûé ãðàô áåç âèñÿ÷èõ âåðøèí, èìåþùèé n
ðåáåð è m âåðøèí. Ïîñêîëüêó êàæäîå ðåáðî ñîåäèíÿåò äâå âåðøèíû, è

ê êàæäîé âåðøèíå ïðèñîåäèíÿþòñÿ êàê ìèíèìóì äâà ðåáðà, èìååì n >
m, ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî, òîëüêî åñëè âñå âåðøèíû Γ èìåþò

âàëåíòíîñòü 2.

Ñëåäñòâèå: Ïóñòü Γ � êîíå÷íûé óíèöèêëè÷åñêèé ãðàô áåç âèñÿ÷èõ âåð-

øèí. Òîãäà âñå âåðøèíû Γ äâóõâàëåíòíûå. Áîëåå òîãî, Γ ãîìåîìîðôåí

îêðóæíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü s � âåðøèíà, ê êîòîðîé ïðèìûêàþò ðåáðà [x, s]
è [s, y]. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Γ ãîìåîìîðôåí ãðàôó, ïîëó÷åííîìó èç Γ
âûêèäûâàíèåì âåðøèíû s è çàìåíîé ðåáåð [x, s] è [s, y] íà [x, y].

Âîñïîëüçîâàâøèñü èíäóêöèåé, ïîëó÷èì, ÷òî Γ ãîìåîìîðôåí óíèöèêëè÷å-

ñêîìó ãðàôó ñ îäíîé âåðøèíîé è îäíèì ðåáðîì, òî åñòü îêðóæíîñòè.
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Êîíå÷íûå óíèöèêëè÷åñêèå ãðàôû (ïðîäîëæåíèå)

Óíèöèêëè÷åñêèé ãðàô áåç âèñÿ÷èõ ðåáåð èç n ðåáåð, n âåðøèí ãîìåîìîðôåí
óíèöèêëè÷åñêîìó ãðàôó èç n− 1 ðåáåð, n− 1 âåðøèí

Ñëåäñòâèå: Ïóñòü Γ � êîíå÷íûé óíèöèêëè÷åñêèé ãðàô. Òîãäà Γ
ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòåíòåí îêðóæíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü Γ′ ïîëó÷åí èç Γ âûêèäûâàíèåì âèñÿ÷åãî ðåáðà.

Òîãäà Γ′ ÿâëÿåòñÿ äåôîðìàöèîííûì ðåòðàêòîì Γ, çíà÷èò, ãîìîòîïè÷å-
ñêèé ýêâèâàëåíòåí Γ. Áóäåì âûêèäûâàòü âèñÿ÷èå ðåáðà, ïîêà îíè íå êîí-

÷àòñÿ, ïîëó÷èì óíèöèêëè÷åñêèé ãðàô áåç âèñÿ÷èõ ðåáåð, ãîìåîìîðôíûé

îêðóæíîñòè.

Çàìå÷àíèå: Àíàëîãè÷íûé àðãóìåíò äîêàçûâàåò, ÷òî ëþáîé ñâÿçíûé

ãðàô, ó êîòîðîãî n âåðøèí è n + k ðåáåð, ãîìîòîïè÷åñêè ýêâè-

âàëåíòåí áóêåòó k + 1 îêðóæíîñòåé. Â ÷àñòíîñòè, ôóíäàìåíòàëüíàÿ

ãðóïïà êîíå÷íîãî ãðàôà âñåãäà ñâîáîäíà.
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Áåñêîíå÷íûå óíèöèêëè÷åñêèå ãðàôû

Óòâåðæäåíèå: Ïóñòü Γ1 � äåðåâî, ïîëó÷åííîå èç ãðàôà Γ âûêèäûâàíèåì

îäíîãî ðåáðà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Γ � íå äåðåâî. Òîãäà π1(Γ) = Z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàã 1: Ïîñêîëüêó Γ � íå äåðåâî, â Γ ñîäåðæèòñÿ

êîíå÷íûé ïîäãðàô Γ1, ó êîòîðîãî n âåðøèí è n+k ðåáåð, k > 0. Ïîñêîëüêó

âûêèäûâàíèå îäíîãî ðåáðà l ïðåâðàùàåò Γ1 â äåðåâî, k = 0, è ãðàô Γ1

� óíèöèêëè÷åñêèé.

Øàã 2: Ïóñòü Γ\l, Γ1\l � ãðàôû, ïîëó÷åííûå èç Γ, Γ1 âûêèäûâàíèåì

l. Òîãäà Γ ïîëó÷åí îáúåäèíåíèåì Γ1 è Γ\l, ïðè÷åì èõ ïåðåñå÷åíèå Γ1\l
ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, ñëåäîâàòåëüíî, îäíîñâÿçíî.

Ïðèìåíèâ òåîðåìó Çåéôåðòà�âàí Êàìïåíà, ïîëó÷èì, ÷òî

π1(Γ) = π1(Γ1) ∗ π1(Γ\l).

Øàã 3: Ïîñêîëüêó Γ\l äåðåâî, îíî îäíîñâÿçíî, çíà÷èò,

π1(Γ) = π1(Γ1) = Z.
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Îñòîâ ãðàôà

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü Γ � ñâÿçíûé ãðàô. Îñòîâîì Γ íàçûâàþò ìàêñè-

ìàëüíûé ïîäãðàô Γ′ ⊂ Γ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì.

Çàìå÷àíèå: Ñëîâî ìàêñèìàëüíûé â ýòîì îïðåäåëåíèè íàäî ïîíèìàòü

òàê: ïðè äîáàâëåíèè ëþáîãî ðåáðà ê Γ′, îí ïåðåñòàåò áûòü äåðåâîì. Ïðè-
ìåíèâ ëåììó Öîðíà, ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ó êàæäîãî ãðàôà åñòü

îñòîâ.

Òåîðåìà: Ïóñòü Γ � ñâÿçíûé ãðàô. Òîãäà ãðóïïà π1(Γ) ñâîáîäíà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Øàã 1: Ïóñòü Γ′ ⊂ Γ � îñòîâ Γ, ïîëó÷åííûé èç Γ âûêèäûâàíèåì ðåáåð

lα, α ∈ I, à Γlα � îáúåäèíåíèå Γ′ è lα. Òîãäà π1(Γlα) = Z.

Øàã 2:Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Çåéôåðòà�âàí Êàìïåíà, ïîëó÷àåì

π1(Γ) =
∐
α∈I

π1(Γlα) =
∐
α∈I

Z.
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Òåîðåìà Íèëüñåíà-Øðàéåðà

Òåîðåìà Íèëüñåíà-Øðàéåðà: Ïóñòü F � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà, à G ⊂ F

� åå ïîäãðóïïà. Òîãäà G ñâîáîäíà.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ãðóïïó F ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóï-

ïó ïðîñòðàíñòâà M , ãîìåîìîðôíîãî áóêåòó îêðóæíîñòåé. Ïóñòü M̃ �

óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå M , ñíàáæåííîå åñòåñòâåííûì äåéñòâèåì F , à

MG = M̃/G � åãî ôàêòîð ïî G. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî MG ýòî ãðàô (ïðîâåðü-

òå ýòî). Ïîñêîëüêó M̃ −→MG � óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå, π1(MG) = G.

Çíà÷èò G � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ãðàôà, à òàêàÿ ãðóïïà ñâî-

áîäíà.
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