3. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÌÅËÃÉÑ 3: ëÏÍÐÁËÔÙ Œ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ

3.1. ôÅÏÒÅÍÁ çÅÊÎÅ-âÏÒÅÌÑ

ðÕÓÔØ M { ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M {ÜÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÛÁÒÏŒ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÏÔËÒÙÔÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. îÁÂÏÒ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ {U_ff} Œ M ÎÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ ÐÏËÒÙÔÉÅÍ M, ÅÓÌÉ M = ⋃ ff U_ff. ðÏÄÐÏËÒÙÔÉÅÍ ÐÏËÒÙÔÉÑ {U_ff} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {U_ff}, ËÏÔÏÒÏÅ ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏËÒÙ- ÔÉÅÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.2. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ M ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.3. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅËŒÅÎÃÉÁÌØÎÏ ËÏÍ- ÐÁËÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË {x_i} Œ M ÉÍÅÅÔ ÓÈÏ- ÄÑÝÕÀÓÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.4: (ôÅÏÒÅÍÁ çÅÊÎÅ-âÏÒÅÌÑ) íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÓÅËŒÅÎÃÉÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ œÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÏÂÙÞÎÏÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÓÅËŒÅÎÃÉÁÌØÎÕÀ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÓÔÏÉÔ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÔÏÞËÉ x ∈ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÏÔ- ËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ x. ôÏÞËÁ x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {x_i} ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Œ ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ x ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ {x_i}. ðÕÓÔØ {x_i} - ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÁÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË.

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x =∈ {x_i}, ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ x ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ {x_i}. ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ U ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ÏÔËÒÙÔÏ, É ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ M\{x_i}. œÚÑŒ Õ ËÁÖÄÏÇÏ x_i ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U_i, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 3-4 { 1 { version 2.0, 03.03.2008

ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÒÕÇÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ {x_i}, ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏËÒÙÔÉÅ {U; U_i}, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ^1

(ÓÅËŒÅËÃÉÁÌØÎÁÑ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ) ⇒ (ÏÂÙÞÎÁÑ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ)

ÂÏÌÅÅ ÔÒÕÄÏÅÍËÏ.

ìÅÍÍÁ 3.5: ðÕÓÔØ M - ÓÅËŒÅÎÃÉÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á f : M −→ R ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ ÓÕÐÒÅÍÕÍ É ÉÎÆÉÍÕÍ f ÎÁ M ËÏÎÅÞÅÎ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÔØ ÔÏÞËÉ x, y ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ

f(x) = sup_{z∈M} f(z); f(y) = inf_{z∈M} f(z):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ {x_i} ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ

lim f(x_i) = sup_{z∈M} f(z):

éÚ ÓÅËŒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ {x_i} ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÈÏÄÑÝÕ- ÀÓÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {x^′_i}. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ ÐÒÅÄÅÌ ÚÁ x. ðÏÓËÏÌØËÕ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, f ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÐÒÅÄÅÌÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, É ÐÏÜÔÏÍÕ lim f(x^′_i) = f(x). íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ f(x) = sup_{z∈M} f(z). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÄÌÑ ÉÎÆÉÍÕÍÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

œ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ŒÅÓØÍÁ ÐÏÌÅÚÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÏÎÑÔÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.6. ðÕÓÔØ (M_1; d_1) É (M_2; d_2) - ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ, Á C > 0 - ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : M_1 −→ M_2 ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ C-ÌÉÐÛÉÃÅŒÙÍ (C-Lipshitz map) ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ M_1, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

d_2(f(x); f(y)) ⩽ Cd_1(x; y):

æÕÎËÃÉÑ f : M −→ R ÎÁ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ C- ÌÉÐÛÉÃÅŒÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ C-ÌÉÐÛÉÃÅŒÁ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ M Œ R Ó ÏÂÙÞÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÐÛÉÃÅŒÙÍÉ ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C, ÎÁÚÙŒÁÀÓÔÑ ÌÉÐÛÉÃÅŒÙÍÉ, ÉÌÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÙÍÉ ÐÏ ìÉÐÛÉÃÕ (Lipschitz continuous).

ìÉÐÛÉÃÅŒÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÌÉÐÛÉÃÅŒÙÍÉ Œ ÞÅÓÔØ ÎÅÍÅÃ- ËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ òÕÄÏÌØÆÁ ìÉÐÛÉÃÁ, ÕÞÅÎÉËÁ äÉÒÉÈÌÅ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ (ÄÏËÁÖÉÔÅ).

1úÁËÌÀÞÅÎÉÅ ŒÉÄÁ \ÉÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ A ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ B" ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÍ- ÐÌÉËÁÃÉÅÊ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 3-4 { 2 { version 2.0, 03.03.2008

Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832 { 1903)

òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ d_z(x) := d(z; x) ÄÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ z ∈ M ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÌÉÐÛÉÃÅŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, |d_z (x) − d_z(y)| ⩽ d(x; y), ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÄÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ).

äÒÕÇÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ C-ÌÉÐÛÉÃÅŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕ- ÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : R −→ R, Ó |f^′| ⩽ C (ÄÏËÁÖÉÔÅ).

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ B_æ(x) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ ȷ Ó ÃÅÎ- ÔÒÏÍ Œ x.

ìÅÍÍÁ 3.7: ðÕÓÔØ M - ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á U := {U_ff} ÅÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ

ȷ_U (x) := sup_æ {ȷ ∈ R | B_æ(x) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ

Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏËÒÙÔÉÑ U}:

ôÏÇÄÁ ȷ_U 1-ÌÉÐÛÉÃÅŒÁ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 3-4 { 3 { version 2.0, 03.03.2008

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ y ∈ M - ÔÏÞËÁ, ÏÔÓÔÏÑÝÁÑ ÏÔ x ÎÁ ", Á ȷ_U (x) > ȷ_0. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ B_{æ0} (x) ÃÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏËÒÙÔÉÑ U. éÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ B_{æ0−”}(y) ⊂ B_{æ0} (x) (ÄÏËÁÖÉÔÅ). ðÏÜÔÏÍÕ

ȷ_U (y) ⩾ ȷ_U (x) − d(x; y)

œÙÐÉÓÙŒÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ÐÁÒÙ (y; x), ÐÏÌÕÞÁÅÍ

d(x; y) ⩾ |ȷ_U (y) − ȷ_U (x)|:

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÔÁËÖÅ ÞÒÅÚŒÙÞÁÊÎÏ ÐÏÌÅÚÎÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.8. "-ÓÅÔØÀ Œ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ M ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V ⊂ M, ÞÔÏ M ÌÅÖÉÔ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ ŒÓÅÈ "-ÛÁÒÏŒ Ó ÃÅÎÔÒÁÍÉ Œ V . "-ÓÅÔØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ V ËÏÎÅÞÎÏ.

ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ Œ ÓÅËŒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÁÑ "- ÓÅÔØ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ " > 0. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÔÁËÏÊ ÓÅÔÉ ÎÅÔ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË {x_i} ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÏÊ x_i ÎÅ ÌÅ- ÖÉÔ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ "-ÛÁÒÏŒ Ó ÃÅÎÔÒÁÍÉ ŒÏ ŒÓÅÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ. îÏ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ d(x_i; x_j ) ⩾ " ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ≠ j.

œÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ çÅÊÎÅ-âÏÒÅÌÑ. ðÕÓÔØ M - ÓÅËŒÅÎÃÉÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á U := {U_ff} ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ çÅÊÎÅ-âÏÒÅÌÑ, ÎÕÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ U ËÏÎÅÞÎÏ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ȷ_U : M −→ R, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ŒÙÛÅ. ðÏÓËÏÌØ- ËÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÓÅËŒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÍÉ- ÎÉÍÕÍ, Á ȷ_U ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, ÉÍÅÅÍ ȷ_U ⩾ ȷ_{min} > 0. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ M, ȷ_{min}-ÛÁÒ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ x ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏËÒÙÔÉÑ U.

œÏÚØÍÅÍ Œ M ËÏÎÅÞÎÕÀ ȷ_{min}-ÓÅÔØ V É ÐÕÓÔØ {B_i} - ÛÁÒÙ Ó ÃÅÎÔÒÁÍÉ Œ ÔÏÞËÁÈ V , ÒÁÄÉÕÓÁ ȷ_{min}. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ȷ_{min}, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÛÁÒÏŒ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÅ U_i ÐÏËÒÙÔÉÑ U. íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ M = ⋃ B_i ⊂ ⋃ U_i;

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 3-4 { 4 { version 2.0, 03.03.2008

Á ÚÎÁÞÉÔ, {U_i} { ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ U. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÔÅÏÒÅÍÕ çÅÊÎÅâÏÒÅÌÑ.

éÓÔÏÒÉÞÅÓËÉ, ÔÅÏÒÅÍÕ çÅÊÎÅ-âÏÒÅÌÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÌÉ ÔÁË: \ËÁÖÄÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^n ËÏÍÐÁËÔÎÏ". ïÂÏÂÝÅÎÉÅ ÅÅ ÎÁ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ, ŒÅÒÏÑÔÎÏ, áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒÕ É õÒÙÓÏÎÕ, ÏÐÒÅÄÅÌÉŒÛÉÍ ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (ÏÎÉ ÎÁÚÙŒÁÌÉ ÉÈ \ÂÉËÏÍÐÁËÔÎÙÅ") Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÐÏËÒÙÔÉÊ É ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÊ.

«Emile Borel (1871 { 1956)

óÁÍÏÅ ÒÁÎÎÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ çÅÊÎÅ-âÏÒÅÌÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ äÉÒÉÈÌÅ (1862), ÄÌÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÒÑÍÏÊ R. õÞÅÎÉË äÉÒÉÈÌÅ çÅÎÒÉÈ üÄÕÁÒÄ çÅÊÎÅ (Heinrich Eduard Heine, 1821-1881) ÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÌ ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÏ (ÄÌÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÒÑÍÏÊ) Œ 1872-Í ÇÏÄÕ. œ 1895-Í ÇÏÄÕ üÍÉÌØ âÏÒÅÌØ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÓÞÅÔÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ- ÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ R^n ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ. äÌÑ ÎÅÓÞÅÔÎÙÈ ÐÏËÒÙÔÉÊ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÂÙÌÏ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÐÑÔØÀ ÇÏÄÁÍÉ ÐÏÚÖÅ ûÅÎ- ÆÌÉÓÏÍ (Arthur Moritz Sch-on‚ies, 1900) É ìÅÂÅÇÏÍ (1898, ÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÎÏ Œ 1904). œÏ ÆÒÁÎËÏÑÚÙÞÎÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÔÅÏÒÅÍÕ çÅÊÎÅ-âÏÒÅÌÑ ÎÁÚÙŒÁ- ÀÔ \ÔÅÏÒÅÍÁ âÏÒÅÌÑ-ìÅÂÅÇÁ" (Th«eor„eme de Borel-Lebesgue).

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 3-4 { 5 { version 2.0, 03.03.2008

3.2. éÓÔÏÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ:

ÒÁÂÏÔÙ èÁÕÓÄÏÒÆÁ

íÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÂÙÌÉ ÉÚÏÂÒÅÔÅÎÙ æÒÅÛÅ Œ 1906-Í ÇÏÄÕ ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÆÕÎËÃÉÊ, ÎÏ ÎÁ ÜŒÒÉ- ÓÔÉÞÅÓËÏÍ ÕÒÏŒÎÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÏÓÔÉ ŒÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ ÅÝÅ Õ òÉÍÁÎÁ. òÉÍÁÎ É æÒÅÛÅ ÐÏÎÉÍÁÌÉ, ÞÔÏ Ë ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÔÅ ÖÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÉÅÍÙ, ÞÔÏ É Ë ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÏÂSSÅËÔÁÍ. æÒÅÛÅ ÎÁÄÅÑÌÓÑ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÉÑ ÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÓÔÁÎÅÔ ÕÄÏÂÎÙÍ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÏÍ ÄÌÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ. œ ÒÁÂÏÔÁÈ âÁÎÁÈÁ ÐÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ ÜÔÁ ÎÁÄÅÖÄÁ ŒÐÏÌÎÅ ÏÐÒÁŒÄÁÌÁÓØ, ÎÏ Œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÏÎÑÔÉÅ ÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÂÙÌÏ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÕÐÏÔÒÅÂÉÔÅÌØÎÏ ŒÐÌÏÔØ ÄÏ 1980-È.

œ ËÏÎÃÅ XIX ŒÅËÁ, ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÉÒÏÄÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÒÑÍÏÊ ÉÚÕÞÁÌ ëÁÎÔÏÒ. åÍÕ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÐÏÎÑÔÉÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ É ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, É ÒÑÄ ÐÏÌÅÚÎÙÈ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÏÎÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍ.

œ 1914-Í ÇÏÄÕ æÅÌÉËÓ èÁÕÓÄÏÒÆ ÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÌ ËÎÉÇÕ \Grundz-uge der Mengenlehre" (ïÓÎÏŒÙ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ). òÁÚŒÉŒÁÑ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑ æÒÅÛÅ É òÉÓÓÁ, èÁÕÓÄÏÒÆ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌ ÐÏÎÑÔÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÎÁÂÏÒÏÍ ÞÒÅÚŒÙÞÁÊÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ É ÕÄÏÂÎÙÈ ÁËÓÉÏÍ, ÐÏÄÞÅÒÐÎÕÔÙÈ Œ ÁËÓÉ- ÏÍÁÔÉËÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ, ÐÒÉÄÕÍÁÎÎÏÊ ÔÅÍ ÄÌÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ŒÚÁÍÅÎ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÔÒÏÇÏÊ ÁËÓÉÏÍÁÔÉËÉ åŒËÌÉÄÁ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ 2^M ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ M.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.9. ðÕÓÔØ M - ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á U ⊂ 2^M ÎÁÂÏÒ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ. íÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ U ÚÁÄÁÅÔ ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÀ ÎÁ M, ÅÓÌÉ

(i) ìÀÂÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÏÔËÒÙÔÏ

(ii) ëÏÎÅÞÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÏÔËÒÙÔÏ

(iii) M É ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ∅ ÏÔËÒÙÔÙ.

œ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÜÔÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ŒÐÏÌÎÅ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÌÀÞÅŒÙÈ ÐÏÎÑÔÉÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ: ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÐÒÅÄÅÌÁ, ÚÁÍÙËÁÎÉÑ, ÔÏÞÅË ËÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÉ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ðÏÄÒÏÂÎÅÅ ÏÂ ÜÔÏÍ Ñ ÒÁÓÓËÁÖÕ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÌÅËÃÉÑÈ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 3-4 { 6 { version 2.0, 03.03.2008

Felix Hausdor¸ (1868 { 1942)

œ ÐÅÒŒÏÊ ÐÏÌÏŒÉÎÅ XX ŒÅËÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ŒÅÓØÍÁ ÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÌÉÓØ ÆÏÒ- ÍÁÌØÎÙÍÉ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑÍÉ ÐÒÏÓÔÙÈ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ, É ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏ ÌÅÔ ÓŒÅÌÏÓØ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÏÂÝÉÈ (ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ŒÅÓØÍÁ ÜËÚÏÔÉÞÅÓËÉÈ) ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. üÔÕ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÚÙŒÁ- ÀÔ \ÏÂÝÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ" (point-set topology). œ arxiv.org \ÏÂÝÅÊ ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÉ" ÐÏÓŒÑÝÅÎÁ ÏÔÄÅÌØÎÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ math.GN; ÔÁÍ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ ŒÓÅ ÓÔÁÔØÉ ÚÁ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÇÏÄ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ http://arxiv.org/list/math.GN/07 .

éÈ ÎÅÍÎÏÇÏ: ÍÁÌÏ ËÔÏ ÚÁÎÉÍÁÅÔÓÑ ÓÅÊÞÁÓ ÏÂÝÅÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ.

íÅÔÒÉËÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÚÁÄÁÅÔ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÎÁ ÎÅÍ (ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÛÁÒÏŒ). ôÏÐÏÌÏ- ÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÙÍ. äÁÌÅËÏ ÎÅ ŒÓÅ ÔÅÏÒÅÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÅÒÎÙ Œ ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ, ŒÅÒÎÙ Œ ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅŒÅÒÎÁ ÔÅÏÒÅÍÍÁ çÅÊÎÅ-âÏÒÅÌÑ (ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏÓÔØ ÓÅ-

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 3-4 { 7 { version 2.0, 03.03.2008

ËŒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ É ÏÂÙÞÎÏÊ). ôÁËÖÅ ÎÅŒÅÒÎÁ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ É ÓÅËŒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ: ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÐÒÅÄÅÌÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (ÜÔÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ \ÓÅËŒÅÎÃÉ- ÁÌØÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ"), ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØ- ÎÏ ÏÔËÒÙÔ. éÚ ÏÂÙÞÎÏÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÓÅËŒÅÎÃÉÁÌØÎÕÀ, É ÉÚ ÏÂÙÞÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ (ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÏÔËÒÙÔ) ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÓÅËŒÅÎÃÉÁÌØÎÕÀ, ÎÏ ÎÅ ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

œ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÞÁÓÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ \ÏÂÙÞÎÁÑ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ ÓÉÌØÎÅÅ ÓÅËŒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ," \ÏÂÙÞÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÓÉÌØÎÅÅ ÓÅËŒÅÎÃÉ- ÁÌØÎÏÊ." \ïÄÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÓÉÌØÎÅÅ ÄÒÕÇÏÇÏ" ÚÎÁÞÉÔ \ÉÚ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ŒÔÏÒÏÅ".

3.3. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ èÁÕÓÄÏÒÆÁ

ðÕÓÔØ M { ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z ⊂ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÏÔËÒÙÔÏ, É ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÛÁÒÅ B_C (x), ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ C > 0.

òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÄÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË:

d(x; Z) = inf_{z∈Z} d(x; z):

üÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ, 1-ÌÉÐÛÉÃÅŒÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ M. äÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ Z ⊂ M, d(x; Z) = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x ∈ Z (ÄÏËÁÖÉÔÅ).

äÌÑ ÄŒÕÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Z_1; Z_2 Œ ÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ M, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ èÁÕÓÄÏÒÆÁ d_H (X; Y ) ÆÏÒÍÕÌÏÊ

d_H (Z_1; Z_2) := max ( sup_{x∈Z1} d(x; Z_2); sup_{x∈Z2} d(x; Z_1) ) : õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 3.10: d_H ÚÁÄÁÅÔ ÍÅÔÒÉËÕ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ M.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: óÕÐÒÅÍÕÍ sup_{x∈Z1} d(x; Z_2) ËÏÎÅÞÅÎ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ Z_1 É Z_2 ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÛÁÒÅ B_C (z), Á ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ B_C (z) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ 2C (ÄÏËÁÖÉÔÅ). åÓÌÉ ÜÔÏÔ ÓÕÐÒÅÍÕÍ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ Z_1 ÌÅÖÁÔ Œ Z_2 É ÎÁÏÂÏÒÏÔ; ÜÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÐÏÌÏ- ÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÅÔÒÉËÉ. óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 3-4 { 8 { version 2.0, 03.03.2008

äÌÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Z ⊂ M, É " > 0, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ Z(") ("-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ Z) ËÁË ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ "-ÛÁÒÏŒ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ z ∈ Z. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁÓ- ÓÔÏÑÎÉÑ èÁÕÓÄÏÒÆÁ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÔÁË:

d(Z_1; Z_2) := inf_” {" ∈ R | Z_1 ⊂ Z_2("); Z_2 ⊂ Z_1(")} :

\ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ èÁÕÓÄÏÒÆÁ ÏÔ Z_1 ÄÏ Z_2 ÅÓÔØ ÉÎÆÉÍÕÍ ŒÓÅÈ " ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ Z_1 ÌÅÖÉÔ Œ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ Z_2, Á Z_2 - Œ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ Z_1".

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ

Z(")("^′) ⊂ Z(" + "^′): (3.3.1)

åÓÌÉ d_H (Z_1; Z_2) < " É d_H (Z_2; Z_3) < "^′, ÔÏ Z_1 ÌÅÖÉÔ Œ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ Z_2, Á Z_2 Œ "^′-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ Z_3. éÚ Z_2 ⊂ Z_3("^′), ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É (3.3.1) ÓÌÅÄÕÅÔ Z_2(") ⊂ Z_3("^′ + "). ðÏÌÕÞÁÅÍ:

Z_1 ⊂ Z_2(") ⊂ Z_3("^′ + "):

ôÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÙÊ Ë Z_3, Z_2 É Z_1, ÄÁÅÔ

Z_1 ⊂ Z_2(") ⊂ Z_3("^′ + ")

ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ d_H (Z_1; Z_2) < " É d_H (Z_2; Z_3) < "^′ ÓÌÅÄÕÅÔ d_H (Z_1; Z_3) < "^′ + ". üÔÏ É ÅÓÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÌÑ d_H . íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÒÁÓ- ÓÔÏÑÎÉÅ èÁÕÓÄÏÒÆÁ - ÍÅÔÒÉËÁ.

3.4. ”-ÓÅÔÉ

œÅÓØÍÁ ÕÄÏÂÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ŒÏÓÐÏÌØÚÏ- ŒÁŒÛÉÓØ ÐÏÎÑÔÉÅÍ "-ÓÅÔÉ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ "-ÓÅÔØÀ Œ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V ⊂ M, ÞÔÏ M ÌÅÖÉÔ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ ŒÓÅÈ "-ÛÁÒÏŒ Ó ÃÅÎÔÒÁÍÉ Œ V . "-ÓÅÔØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ V ËÏÎÅÞÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.11. ðÕÓÔØ M - ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á " > 0 - ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V ⊂ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ "-ÓÅÔØÀ, ÅÓÌÉ ŒÅÒÎÏ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ (ÄÏËÁÖÉÔÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØ- ÎÏÓÔØ)

(i) V (") ⊃ M

(ii) d_H (M; V ) < "

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 3-4 { 9 { version 2.0, 03.03.2008

(iii)] V - ÜÔÏ "-ÓÅÔØ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 3.12: ðÕÓÔØ M - ÐÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ôÏ- ÇÄÁ M ËÏÍÐÁËÔÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ " > 0 Œ M ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ "-ÓÅÔØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ:

îÁÌÉÞÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ "-ÓÅÔÉ Œ ËÁÖÄÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ M ÏÞÅŒÉÄÎÏ. œÏÚØÍÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏËÒÙÔÉÑ M ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ "-ÛÁÒÏŒ. õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ {B_”(x_i)}. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {x_i} ÏÂÒÁÚÕÅÔ ËÏ- ÎÅÞÎÕÀ "-ÓÅÔØ.

ðÕÓÔØ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, Œ M ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ 2^{−N} -ÓÅÔØ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ N. œÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {x_i}, É ÐÕÓÔØ V_1 - ËÏÎÅÞÎÁÑ 2^0-ÓÅÔØ. ôÏÇÄÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ {x_i} ÌÅÖÁÔ Œ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÍ 2^0-ÛÁÒÅ. œÙËÉÎÅÍ ÉÚ {x_i} ŒÓÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÔÁÍ ÎÅ ÌÅÖÁÔ. ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ËÏÎÅÞÎÏÊ 2^{−1}-ÓÅÔÉ, É ŒÙËÉÎÅÍ ÉÚ {x_i} ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÌÅ- ÖÁÔ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ 2^{−1}-ÛÁÒÅ, ËÒÏÍÅ ÐÅÒŒÏÇÏ. ðÏÓÔÕÐÉÍ ÔÁË ÖÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ i: ÎÁ i-Í ÛÁÇÅ ŒÙËÉÎÅÍ ÉÚ {x_i} ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ 2^{−i}-ÛÁÒÅ, ËÒÏÍÅ ÐÅÒŒÙÈ i. üÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ: ÎÁÞÉÎÁÑ ÏÔ N-ÇÏ ÛÁÇÁ, ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ŒÐÌÏÔØ ÄÏ N-ÇÏ ŒÙÂÒÁÎÙ É ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ. ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ëÏÛÉ (ÄÏËÁÖÉÔÅ), Á ÚÎÁÞÉÔ { ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ èÏÐÆÁ-òÉÎÏŒÁ Œ ÌÅËÃÉÉ 4 ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏ- ÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÚÁÍËÎÕÔÏ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ (ÄÏ- ËÁÖÉÔÅ). á ÚÎÁÞÉÔ, ÍÅÔÒÉËÁ èÁÕÓÄÏÒÆÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 3.13: ðÕÓÔØ {Z_i} - ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ ÐÏÌÎÏÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ M. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ {Z_i} - ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ Œ ÍÅÔÒÉËÅ èÁÕÓÄÏÒÆÁ, Á Z ÅÅ ÐÒÅÄÅÌ. ôÏÇÄÁ Z ÔÏÖÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ:

ðÏÓËÏÌØËÕ Z ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M, ÏÎÏ ÐÏÌÎÏ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ Z, ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ Œ Z ËÏÎÅÞÎÕÀ 3"-ÓÅÔØ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÐÅÒÅÄ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ". œÏÚØÍÅÍ ËÏÎÅÞÎÕÀ "-ÓÅÔØ x_0; :::; x_k Œ Z_i, ÄÌÑ d_H (Z_i; Z) < ", É ÐÕÓÔØ z_1; :::; z_k ÔÏÞËÉ Œ Z ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ d(z_i; x_i) < "

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 3-4 { 10 { version 2.0, 03.03.2008

(ÔÁËÉÅ ÔÏÞËÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ d_H (Z_i; Z) < "). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ V ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {x_0; :::; x_k }. ôÏÇÄÁ V (") ÓÏÄÅÒÖÉÔ x_0; :::; x_k. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÀ "-ÓÅÔÉ, ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ V (2") ÓÏÄÅÒÖÉÔ Z_i. á ËÏÌØ ÓËÏÒÏ d_H (Z_i; Z) < ", Z_i(") ⊃ Z, É ÚÎÁÞÉÔ, V (3") ⊃ Z íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ V ÅÓÔØ 3"-ÓÅÔØ.

3.5. éÓÔÏÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ:

ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ çÒÏÍÏŒÁ-èÁÕÓÄÏÒÆÁ

œ 1920-Å ÇÏÄÙ, ÏÂÝÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÎÅÍÁÌÏ ÉÚÕÞÁÌÉ Œ íÏÓËŒÅ ð. ó. õÒÙÓÏÎ (ÒÁÎÏ ÐÏÇÉÂÛÉÊ, Ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ), ð. ó. áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒ É ÉÈ ÛËÏÌÁ, Œ ðÏÌØÛÅ ëÁÚÉÍÉÒ ëÕÒÁÔÏŒÓËÉÊ (Kazimierz Kuratowski), áÌØÆÒÅÄ ôÁÒÓËÉÊ (Alfred Tarski) É œÁÃÌÁŒ óÅÒÐÉÎÓËÉÊ (Waclaw Sierpi«nski). óÒÅÄÉ ÐÒÏÞÅÇÏ, ÉÈ ÉÎ- ÔÅÒÅÓÏŒÁÌÁ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ: ÎÁÊÔÉ, ËÁËÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÂÙŒÁÎÉÅÍ ÍÅÔÒÉËÉ. äÏŒÏÌØÎÏ ÓËÏÒÏ ÜÔÉ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÑ ÉÓÞÅÒÐÁÌÉ ÓÅÂÑ, É ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ- ÍÉ (ŒÎÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ) ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÚÁÎÉÍÁÌÉÓØ.

œ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÍÎÏÇÏ ÉÚÕÞÁÌÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ÒÉÍÁÎÏ- ŒÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ (ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÌÏËÁÌØÎÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÈ R^n, É Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ, É ÇÌÁÄËÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÞËÉ). âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÇÅÏÍÅÔÒÙ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÌÉÓØ.

úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÂÙÌÉ ÒÁÂÏÔÙ á. ä. áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒÁ É ÅÇÏ ÛËÏÌÙ, ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÚÎÁÍÅÎÉÔ íÉÈÁÉÌ çÒÏÍÏŒ, ÕÞÅÎÉË œ. á. òÏÈÌÉÎÁ.

çÒÏÍÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌ ÍÅÔÒÉËÕ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. ðÕÓÔØ Z_1; Z_2 - ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ, ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ŒÌÏÖÅÎÎÙÅ Œ ÔÒÅÔØÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M (ÔÁËÉÅ ŒÌÏÖÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ õÒÙÓÏÎÁ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÆÉ- ÍÕÍ inf d_H (Z_1; Z_2) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ŒÌÏÖÅÎÉÊ. îÅÍÎÏÖËÏ ÐÏŒÏÚÉŒÛÉÓØ, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÔÒÉËÁ.

œ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ É ÐÒÅÄÅÌÅ ÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ("ÐÒÅÄÅÌ çÒÏÍÏŒÁ-èÁÕÓÄÏÒÆÁ"). üÔÁ ÉÄÅÑ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏ ÐÏÌÅÚÎÏÊ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. äÏ- ŒÏÌØÎÏ ÂÏÌØÛÉÅ ËÌÁÓÓÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÏËÁÚÁÌÉÓØ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍÉ Œ ÍÅÔÒÉ- ËÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ çÒÏÍÏŒÙÍ-èÁÕÓÄÏÒÆÏÍ; ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÕÄÁÌÏÓØ ŒÙŒÅÓÔÉ ÍÎÏÇÏ ŒÁÖÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.

œ 2000-Å ÇÏÄÙ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÐÏÌÕÞÉÌÁ ÄÏ- ÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÔÏÌÞÏË. éÚÕÞÁÑ ÜŒÏÌÀÃÉÀ ÓÌÏÖÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏ-

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 3-4 { 11 { version 2.0, 03.03.2008

íÉÈÁÉÌ çÒÏÍÏŒ (Ò. 23 ÄÅËÁÂÒÑ 1943)

ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ("ÐÏÔÏËÁ òÉÞÞÉ"), çÒÉÇÏÒÉÀ ðÅÒÅÌØÍÁÎÕ ÕÄÁÌÏÓØ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ ÐÒÏÂÌÅÍÕ ŒÙÒÏÖÄÅÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. ðÅÒÅÌØÍÁÎ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌ, ÞÔÏ Œ ÇÒÏÍÏŒÓËÏÍ ÐÒÅÄÅÌÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÎÁ ËÏ- ÔÏÒÏÍ ÏÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÉÚ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÎÅÇÌÁÄËÉÍ ÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÏ. œÙÒÅÚÁŒ ÉÚ ÎÅÇÏ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ É ÄÏËÌÅÉŒ ÉÈ ÐÌÅÎËÏÊ, ðÅÒÅÌØÍÁÎ ÓÎÏŒÁ ÐÏÌÕÞÉÌ ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, É ÐÒÏÄÏÌÖÉÌ ÎÁ ÎÅÍ ÜŒÏÌÀÃÉÀ ÐÏÔÏËÁ òÉÞÞÉ, ÐÏÌÕÞÉŒ Œ ÐÒÅÄÅÌÅ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÅ, ÇÄÅ ÜÔÏÔ ÐÏÔÏË ÓÔÁÂÉÌÅÎ. ôÁËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (\Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ËÒÉŒÉÚÎÏÊ òÉÞÞÉ") ÂÙÌÉ ÄÁŒÎÏ ËÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÙ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ðÅ- ÒÅÌØÍÁÎ ÄÏËÁÚÁÌ ÇÉÐÏÔÅÚÕ ðÕÁÎËÁÒÅ, É ÐÏÌÕÞÉÌ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÀ ÔÒÅÈ- ÍÅÒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 3-4 { 12 { version 2.0, 03.03.2008

4. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÌÅËÃÉÑ 4: œÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÍÅÔÒÉËÁ

4.1. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ

ðÕÓÔØ M ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á ‚ : [0; ¸] −→ M - ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ. ôÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÕÔÅÍ ÉÚ ‚(0) Œ ‚(¸), Á ‚(0) É ‚(¸) - ÎÁÞÁÌÏÍ É ËÏÎÃÏÍ ÐÕÔÉ ‚, Á ÔÁËÖÅ ÅÇÏ ËÏÎÃÁÍÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ [0; ¸] Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÅÎØÛÉÈ ÏÔÒÅ- ÚÏÞËÏŒ, [0; ¸] = [0; È_1] ∪ [x_1; x_2] ∪ ::: ∪ [x_{n−1}; ¸]:

äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ x_0 := 0; x_n := ¸. ðÕÓÔØ

L_fl (x_1; :::x_{n−1}) = n−1∑ i=0 d(x_i; x_{i+1}):

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.1. äÌÉÎÏÊ ÐÕÔÉ ‚ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÐÒÅÍÕÍ

L(‚) := sup

x_1;:::;x_{n−1}

L_fl (x_1; :::x_{n−1});

ŒÚÑÔÙÊ ÐÏ ŒÓÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ ÏÔÒÅÚËÁ.

ëÏÎÅÞÎÏ, ÔÁËÏÊ ÓÕÐÒÅÍÕÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁŒÅÎ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÎÏ ÄÌÑ C-ÌÉÐÛÉÃÅŒÁ ÐÕÔÉ ‚ : [0; ¸] −→ M ÄÌÉÎÁ ‚ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ C¸ (ÄÏËÁ- ÖÉÔÅ). ôÁËÖÅ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ L(‚) ⩾ d(x; y), ÇÄÅ x; y - ËÏÎÃÙ ÐÕÔÉ ‚ (ŒÙŒÅÄÉÔÅ ÜÔÏ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ).

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÏÞÅË x; y ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ M, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÕÔØ ‚ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ x É y. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÎÆÉÍÕÍ L(‚) (\ÄÌÉÎÁ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ ÐÕÔÉ ÏÔ x ÄÏ y") ÐÏ ŒÓÅÍ ÔÁËÉÍ ÐÕÔÑÍ ÚÁÄÁÅÔ ÍÅÔÒÉËÕ ÎÁ M (ÄÏËÁÖÉÔÅ). ôÁËÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ (\intrinsic metric").

œÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÍÅÔÒÉËÁ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ.

õÓÌÏŒÉÅ èÏÐÆÁ-òÉÎÏŒÁ:

ðÕÓÔØ M - ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÏÞÅË x; y ∈ M, É ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ r < d(x; y), ÉÍÅÅÍ

d(y; B_r(x)) = d(x; y) − r:

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 3-4 { 13 { version 2.0, 03.03.2008

äÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ d(y; B_r(x)) ⩾ d(x; y)−r ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Œ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, É ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÄÏËÁÖÉÔÅ). ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÕÓÌÏŒÉÑ èÏÐÆÁòÉÎÏŒÁ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ d(y; B_r(x)) ⩽ d(x; y) − r.

ðÕÓÔØ ‚ : [0; 1] −→ M { ÐÕÔØ ÉÚ x Œ y, ÄÌÉÎÙ d(x; y) + ". ôÁËÏÊ ÐÕÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÍÅÔÒÉËÁ ŒÎÕÔÒÅÎÎÑÑ. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ L(‚) ÑÓÎÏ, ÞÔÏ d(x; z) + d(z; y) ⩽ d(x; y) + ": (4.1.1)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ z Œ ÏÂÒÁÚÅ ‚ (ÄÏËÁÖÉÔÅ).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ d_fl : [0; 1] −→ R, d_fl (t) := d(x; ‚(t)). ðÏÓËÏÌØËÕ d_fl ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ, É d_fl (0) = 0; d_fl (1) = d(x; y) + ", ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ÏÔÒÅÚËÁ [0; d(x; y)+"] ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÏÂÒÁÚ. œÏÚØÍÅÍ t_0 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ d_fl (t_0) = r−". ôÏÇÄÁ z := ‚(t_0) ÌÅÖÉÔ Œ ÛÁÒÅ B_r(x). œ ÓÉÌÕ (4.1.1), ÉÍÅÅÍ

d(y; z) ⩽ d(x; y) + " − d(x; z) = d(x; y) + " − d_fl (t_0) = d(x; y) − r + 2":

ðÏÜÔÏÍÕ d(y; B_r(x)) ⩽ d(x; y) − r + 2", ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÕÓÌÏŒÉÅ èÏÐÆÁ-òÉÎÏŒÁ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅ ÌÀÂÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀ- ÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÀ èÏÐÆÁ-òÉÎÏŒÁ, ÏÂÌÁÄÁÅÔ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ. ìÅÇËÏ ŒÉ- ÄÅÔØ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÈ ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ Œ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÎÅÔ, ÍÅÖÄÕ ÔÅÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Ó ÏÂÙÞÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏŒÉÀ èÏÐÆÁ-òÉÎÏŒÁ (ÄÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ).

4.2. ìÏËÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ Œ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÛÁÒÏŒ, Á ÚÁ- ÍËÎÕÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ - ÉÈ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ.

ðÕÓÔØ M - ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, x ∈ M ÔÏÞËÁ, r > 0 ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ

—B_r(x) := {y ∈ M | d(x; y) ⩽ r}

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÛÁÒÏÍ ÒÁÄÉÕÓÁ r Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ x. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ y =∈ —B_r(x),

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 3-4 { 14 { version 2.0, 03.03.2008

d(x; y) > r, É ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ B_”(y) ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó —B_r(x) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " ⩽ d(x; y) − r (ŒÙŒÅÄÉÔÅ ÜÔÏ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ).

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Z ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÌÅÖÁÝÉÈ Œ Z. ìÅÇËÏ ŒÉ- ÄÅÔØ, ÞÔÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÚÁÍËÎÕÔÏ (ÄÏËÁÖÉÔÅ).

œÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÛÁÒÁ B_r(x) ÎÅ ÒÁŒÎÏ ÚÁÍËÎÕ- ÔÏÍÕ ÛÁÒÕ —B_r(x). œÏÚØÍÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ M ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ d(x; y) = 1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ≠ y; ÔÏÇÄÁ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ B_1(x) ÜÔÏ ÔÏÞËÁ x, Á ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÛÁÒ { ŒÓÅ M.

åÓÌÉ M ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ èÏÐÆÁ-òÉÎÏŒÁ, ÔÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ B_r(x) - ÜÔÏ —B_r(x). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ŒÏÚØÍÅÍ ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ y ∈ —B_r(x). éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ èÏÐÆÁ-òÉÎÏŒÁ ÌÅÇËÏ ŒÙŒÅÓÔÉ, ÞÔÏ d(y; B_r(x)) = 0 (ŒÙŒÅÄÉÔÅ ÜÔÏ). îÏ ÔÏÇÄÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË B_r(x) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë y, Á ÚÎÁÞÉÔ, y ÌÅÖÉÔ Œ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ B_r(x).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.2. íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØ- ÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ M ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ r > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÛÁÒ —B_r(x) ËÏÍÐÁËÔÅÎ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ËÁËÏÍ- ÔÏ ÛÁÒÅ B_C (x).

ôÅÏÒÅÍÁ 4.3: (ÔÅÏÒÅÍÁ èÏÐÆÁ-òÉÎÏŒÁ, ÞÁÓÔØ 1) ðÕÓÔØ M - ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÕÓÌÏŒÉÅÍ èÏÐÆÁ-òÉÎÏŒÁ. ôÏ- ÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ:

(i) í ÐÏÌÎÏ

(ii) ìÀÂÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ËÏÍÐÁËÔÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ:

óÌÅÄÓÔŒÉÅ (ii) ⇒ (i) ŒÐÏÌÎÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÌÀÂÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ {x_i} ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÛÁÒÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ËÏÍÐÁË- ÔÅÎ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ (ii), ÚÎÁÞÉÔ {x_i} ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÐÏÌÎÏÍ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ÕÓÌÏŒÉÅÍ èÏÐÆÁ-òÉÎÏŒÁ ÌÀÂÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏ.

ûÁÇ 1.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÍÐÁËÔÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏ (ÄÏËÁÖÉÔÅ),

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 3-4 { 15 { version 2.0, 03.03.2008

ÄÌÑ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ èÏÐÆÁ-òÉÎÏŒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀ- ÂÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÛÁÒ Œ M ËÏÍÐÁËÔÅÎ.

ûÁÇ 2.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ȷ : M −→ R,

ȷ(x) := sup_æ {ȷ ∈ R | —B_æ(x) ËÏÍÐÁËÔÅÎ}:

åÓÌÉ ȷ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ x, ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÛÁÒ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ x ËÏÍÐÁËÔÅÎ. éÚ ÜÔÏÇÏ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÚÁÍËÎÕ- ÔÙÅ ÛÁÒÙ Œ M ËÏÍÐÁËÔÎÙ (ÄÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ȷ ŒÅÚÄÅ ËÏÎÅÞÎÁ.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ȷ 1-ÌÉÐÛÉÃÅŒÁ, Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ. äÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, —B_{æ−d(x;y)}(y) ⊂ —B_æ(x) (ŒÙŒÅÄÉÔÅ ÜÔÏ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉËÁ). ðÏÜÔÏÍÕ |ȷ(x) − ȷ(y)| ⩽ d(x; y).

ûÁÇ 3.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÛÁÒ —B_{æ(x)}(x) ËÏÍÐÁËÔÅÎ. á ÐÒÉÏÒÉ, ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ÎÅ ÔÁË, ŒÅÄØ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ȷ(x) ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÓÕÐÒÅÍÕÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÌÉÛØ ÔÏ, ÞÔÏ —B_r(x) ËÏÍÐÁËÔÅÎ ÄÌÑ ŒÓÅÈ r < ȷ(x).

éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ èÏÐÆÁ-òÉÎÏŒÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ B_r(x)(") = B_{r+”}(x), ÇÄÅ Z(") ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÌÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ "-ÛÁÒÏŒ Ó ÃÅÎÔÒÁÍÉ Œ Z. üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ èÁÕÓÄÏÒÆÁ ÍÅÖÄÕ ÛÁÒÁÍÉ —B_r(x) É —B_{r+”}(x):

d_H ( —B_r(x); —B_{r+”}(x)) = ":

éÚ ÜÔÏÇÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {r_i}, ÓÈÏÄÑÝÅÊ- ÓÑ Ë r, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÛÁÒÏŒ —B_{ri} (x) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ëÏÛÉ (Œ ÓÍÙÓÌÅ ÍÅÔÒÉËÉ èÁÕÓÄÏÒÆÁ), É ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë —B_r(x).

œÏÚØÍÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ r_i < ȷ(x), ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ Ë ȷ(x). úÁÍËÎÕÔÙÊ ÛÁÒ —B_{æ(x)}(x) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÁË ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏ- ÛÉ —B_{ri} (x) ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÛÁÒÏŒ. ðÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ, ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ Œ ÐÒÅÄÙ- ÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ Ó ÐÏÍÏÝØÀ "-ÓÅÔÅÊ, ÔÁËÏÊ ÐÒÅÄÅÌ ŒÓÅÇÄÁ ËÏÍÐÁËÔÅÎ.

ûÁÇ 4.

œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØÀ —B_{æ(x)}(x), ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÛÁÒ —B_{æ(x)+”}(x) ËÏÍÐÁËÔÅÎ ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÇÏ " > 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ ÐÒÉÄÅÍ Ë ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÀ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 3-4 { 16 { version 2.0, 03.03.2008

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ȷ ÎÁ —B_{æ(x)}(x). ðÏÓËÏÌØËÕ ȷ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÁ É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, Á ÛÁÒ —B_{æ(x)}(x) ËÏÍÐÁËÔÅÎ, ȷ | |_{—Bæ(x)(x)} ⩾ 2" > 0;

ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ " ∈ R. ðÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÙÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ 2"- ÛÁÒ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ z ∈ —B_{æ(x)}(x) ËÏÍÐÁËÔÅÎ.

ðÕÓÔØ V { ËÏÎÅÞÎÁÑ "-ÓÅÔØ Œ —B_{æ(x)}(x). ôÏÇÄÁ —B_{æ(x)}(x) ⊂ V ("), Á

—B_{æ(x)}(x)(") ⊂ V (")(") = V (2"):

íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ ÛÁÒ —B_{æ(x)+”}(x) ÌÅÖÉÔ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ 2"- ÛÁÒÏŒ Ó ÃÅÎÔÒÁÍÉ Œ ÔÏÞËÁÈ V . üÔÉ ÛÁÒÙ ËÏÍÐÁËÔÎÙ, Á ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÏ- ÎÅÞÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÍÐÁËÔÏŒ ËÏÍÐÁËÔÎÏ (ÄÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ), —B_{æ(x)+”}(x) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ËÏÍÐÁËÔÁ. úÎÁÞÉÔ, ȷ(x) { ÎÅ ÓÕÐÒÅ- ÍÕÍ ŒÓÅÈ ȷ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ —B_æ(x) ËÏÍÐÁËÔÎÏ: ÍÙ ÐÒÉÛÌÉ Ë ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÀ. ôÅÏÒÅÍÁ 4.3 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

4.3. çÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ Œ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.4. ðÕÓÔØ M - ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ŒÎÕÔÒÅÎ- ÎÅÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ. îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ‚ : [0; ¸] −→ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÊ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÄÌÉÎÁ ÒÁŒÎÁ d(‚(0); ‚(¸)).

ìÀÂÏÊ ÏÔÒÅÚÏË ËÒÁÔÞÁÊÛÅÊ - ÓÎÏŒÁ ËÒÁÔÞÁÊÛÁÑ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓ- ÌÉ ‚(t_1); ‚(t_2) ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÐÕÔÅÍ ‚^′, ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÉÍ, ÞÅÍ ‚, ÔÏÇÄÁ ‚(0); ‚(¸) ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÐÕÔÅÍ, ÉÄÕÝÉÍ ÏÔ 0 ÄÏ t_1 ÐÏ ‚, ÏÔ t_1 ÄÏ t_2 ÐÏ ‚^′ É ÏÔ t_2 ÄÏ ¸ ÐÏ ‚; ÜÔÏÔ ÐÕÔØ ÂÕÄÅÔ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ËÏÒÏÞÅ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÂÉÅËÃÉÑ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ - ÔÏÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

åÓÌÉ ffi : [0; ¸] −→ [0; ¸] { ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, Á ‚ - ÐÕÔØ ÉÚ x Œ y, ËÏÍÐÏ- ÚÉÃÉÑ ffi ∘ ‚ - ÔÏÖÅ ÐÕÔØ ÉÚ x Œ y. œ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ffi ∘ ‚ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÅÊ ÐÕÔÉ ‚. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ÐÕÔÉ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ- ÓÑ ÐÒÉ ÅÇÏ ÒÅÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ (ÄÏËÁÖÉÔÅ). ðÏÜÔÏÍÕ ÒÅÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÊ - ÓÎÏŒÁ ËÒÁÔÞÁÊÛÁÑ.

ðÕÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÕÞÅÎÙ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÒÅÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ, ÎÁÚÙŒÁ- ÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÒÅÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ, Á ŒÙ- ÂÏÒ ÐÕÔÉ Œ ËÌÁÓÓÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ - ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÅÊ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 3-4 { 17 { version 2.0, 03.03.2008

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.5. ðÕÓÔØ ‚ : [0; ¸] −→ M - ËÒÁÔÞÁÊÛÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ x É y, ÐÒÉÞÅÍ d(‚(x); ‚(y)) = |x − y| ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y. ôÁËÁÑ ËÒÁÔÞÁÊÛÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÊ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ, Á ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÐÁÒÁ- ÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ - ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÅÊ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ËÒÁÔÞÁÊ- ÛÁÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ [0; ¸] −→ M.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 4.6: ðÕÓÔØ ‚ : [0; ¸] −→ M - ËÒÁÔÞÁÊÛÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ x É y, ÐÒÉÞÅÍ d(x; y) = ¸. ôÏÇÄÁ Õ ‚ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÁÑ ÐÁÒÁÍÅ- ÔÒÉÚÁÃÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 4.6 ÌÅÇËÏ ÕŒÉÄÅÔØ ÉÚ ÐÒÏÓÔÙÈ ÆÉÚÉÞÅ- ÓËÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. ðÒÅÄÓÔÁŒØÔÅ ÓÅÂÅ ŒÅÌÏÓÉÐÅÄÉÓÔÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÅÄÅÔ ÐÏ ÄÏÒÏÇÅ Ó ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ. ðÕÓÔØ ‚(t) - ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ŒÅÌÏÓÉÐÅÄÉ- ÓÔÁ. œÏÚØÍÅÍ ŒÍÅÓÔÏ t ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ŒÅÌÏÓÉÐÅÄÉÓÔ ÕÖÅ ÐÒÏÅÈÁÌ; ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ (ÚÁŒÉÓÑÝÁÑ ÕÖÅ ÎÅ ÏÔ ŒÒÅÍÅÎÉ, Á ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ "ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ") É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÊ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 4.6, ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÅÄŒÁÒÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ.

ìÅÍÍÁ 4.7: ðÕÓÔØ M^Œ−→ N - ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÏÂÒÁÚ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Z - ËÏÍÐÁËÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: œÏÚØÍÅÍ ÐÏËÒÙÔÉÅ ffi(Z) ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ- ÍÉ; ÅÇÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÄÁÅÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ Z, É ÔÁÍ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ Œ ÓÉÌÕ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ.

åÓÌÉ M ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÔÏ ÌÀÂÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÂÉÅËÃÉÑ ÉÚ M Œ N ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. þÔÏÂÙ Œ ÜÔÏÍ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ; Œ ÓÉÌÕ ÂÉÅËÔÉŒÎÏ- ÓÔÉ, ÜÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÚÁÍËÎÕÔ. îÏ ÏÂÒÁÚ ËÏÍÐÁËÔÁ ÐÒÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ŒÓÅÇÄÁ ËÏÍÐÁËÔÅÎ, ÚÎÁÞÉÔ ÏÂÒÁÚ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÚÁÍËÎÕÔ.

œÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 4.6. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ ffi : [0; ¸] −→ [0; ¸], ffi(t) = d(x; ‚(t)). üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ d_x(y) = d(x; y) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ (ÏÎÁ ÌÉÐÛÉÃÅŒÁ; ÐÒÏ- ŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ). ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ËÒÁÔÞÁÊÛÅÊ - ËÒÁÔÞÁÊÛÁÑ, ÏÎÏ ÂÉÅËÔÉŒÎÏ: ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, d(x; ‚(t)) ÒÁŒÅÎ ÄÌÉÎÅ ÐÕÔÉ ‚ | |_{[0;t]} , Á ÚÎÁÞÉÔ

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 3-4 { 18 { version 2.0, 03.03.2008

ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ, ÂÉÅËÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ ÉÚ ËÏÍÐÁËÔÁ Œ ËÏÍÐÁËÔ - ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ËÁË ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁ- ÚÁÌÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ‚^′ = ffi^{−1} ∘ ‚ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÅÊ ‚. äÌÑ t ∈ [0; ¸],

d(x; ‚(ffi^{−1}(t))) = ffi(ffi^{−1}(t)) = t;

Á ÚÎÁÞÉÔ, ‚^′ { ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÁÑ.

ôÅÏÒÅÍÏÊ èÏÐÆÁ-òÉÎÏŒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ (ôÅÏÒÅÍÁ 4.3). ôÁËÖÅ ÔÅÏÒÅÍÏÊ èÏÐÆÁòÉÎÏŒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÎÁÌÉÞÉÉ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ Œ ÐÏÌÎÏÍ, ÌÏ- ËÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.8: (ÔÅÏÒÅÍÁ èÏÐÆÁ-òÉÎÏŒÁ, ÞÁÓÔØ 2) ðÕÓÔØ M - ÌÏËÁÌØ- ÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ, ÐÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÕÓÌÏŒÉÅÍ èÏÐÆÁòÉÎÏŒÁ, Á x_0; x_1 ∈ M ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ, Ó d(x_0; x_1) = ¸. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ËÒÁÔÞÁÊÛÁÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÁÑ ‚ : [0; ¸] −→ M, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ x_0 É x_1. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ó ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: œ ÓÉÌÕ ÕÓÌÏŒÉÑ èÏÐÆÁ-òÉÎÏŒÁ, d(x_0; —B_{ff=2}(x_1)) = ¸=2. æÕÎËÃÉÑ d_{x0} (y) := d(x_o; y) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ, Á ÛÁÒ —B_{ff=2}(x_1) ËÏÍÐÁËÔÅÎ ÐÏ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ èÏÐÆÁ-òÉÎÏŒÁ. ðÏÜÔÏÍÕ Œ —B_{ff=2}(x_1) ÅÓÔØ ÔÏÞ- ËÁ x 1_2 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ d(È_0; È 1_2 ) = d(È 1_2 ; x_1) = ¸=2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÁÒÕÍÅÎÔ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÙÊ Ë ÐÁÒÅ È_0; È 1_2 , ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ x 1_4 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ d(È_0; È 1_4 ) = d(È 1_4 ; x 1_2 ) = ¸=4. ðÏŒÔÏÒÑÑ ÜÔÏ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ – =^n_{2k} ,^1 0 ⩽ – ⩽ 1 ÔÏÞ- ËÕ x_˘ ∈ M, ÐÒÉÞÅÍ d(x_˘; x_˘′ ) = |– − –^′|¸. üÔÏ ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÞÉÓÅÌ ŒÉÄÁ –¸ (– ÄŒÏÉÞÎÏ-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; ¸] Œ M. ðÏÓËÏÌØËÕ M ÐÏÌÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ ÄÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÊ. ðÏÌÕÞÉÍ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ [0; ¸] Œ M. üÔÏ É ÅÓÔØ ËÒÁÔÞÁÊÛÁÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÁÑ. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ôÅÏÒÅÍÕ 4.8.

4.4. éÓÔÏÒÉÑ, ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÑ, ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ ŒÏÚÎÉËÌÉ Œ ÒÁÂÏÔÁÈ èÁÊÎÃÁ èÏÐ- ÆÁ Œ 1930-Å ÇÏÄÙ. èÏÐÆ ÉÚÕÞÁÌ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÒÉÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ,

1ôÁËÉÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÄŒÏÉÞÎÏ-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 3-4 { 19 { version 2.0, 03.03.2008

É ÏÂÎÁÒÕÖÉÌ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÉÅ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÉÚ ÁÎÁÌÉ- ÚÁ (ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ, ÌÏËÁÌØÎÁÑ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ) ŒÅÒÎÙ ÇÌÏÂÁÌØÎÏ, É ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÍÎÏÇÏ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

Heinz Hopf (1894-1971)

íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÅÓÔØ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÌÏËÁÌØÎÏ (Œ ÏË- ÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÅ R^n. ôÁËÉÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÎÁ- ÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÁÒÔÁÍÉ, ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ËÁÒÔ { ÁÔÌÁÓÏÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÉ. ó ËÁÖÄÙÍ ÁÔÌÁÓÏÍ ÓŒÑÚÁÎÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ËÁÒÔÙ Ë ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ É Ë ÄÒÕÇÏÊ ËÁÒÔÅ; ŒÓÅ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ R^n Œ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ R^n. åÓÌÉ ÏÎÉ ŒÓÅ ÇÌÁÄ- ËÉÅ (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ), ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄ- ËÉÍ. çÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÉÍÁÎÏŒÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ËÁÖÄÏÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÚÁÄÁÎÁ ÍÅÔÒÉËÁ (ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ). éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÜÔÕ ÍÅÔÒÉËÕ ÐÏ ÇÌÁÄËÏÍÕ ÐÕÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÄÌÉÎÙ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÐÕÔÉ; ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ x; y ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÉÎÆÉÎÕÍ ÄÌÉÎÙ ÐÏ ŒÓÅÍ ÇÌÁÄËÉÍ ÐÕÔÑÍ ÉÚ x Œ y. üÔÁ ÍÅÔÒÉËÁ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ŒÎÕÔÒÅÎ-

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 3-4 { 20 { version 2.0, 03.03.2008

ÎÑÑ, Á R^n ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏËÁÚÁÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ÒÉÍÁÎÏŒÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍ.

œ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ 20-30 ÌÅÔ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ (ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÏ ÇÉÐÏÔÅÚÙ ðÕÁÎËÁÒÅ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ äÏÎÁÌØÄÓÏÎÁ É óÁÊÂÅÒÇÁõÉÔÔÅÎÁ) ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ÉÚ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÒÉ- ÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.

èÏÐÆ É ÅÇÏ ÕÞÅÎÉË œÉÌÌÉ òÉÎÏŒ (Willi Rinow, 1907-1979) ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÔÅÏÒÅÍÕ èÏÐÆÁ-òÉÎÏŒÁ Œ 1931-Í ÇÏÄÕ, ÄÌÑ ÒÉÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. åÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÄÌÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÐÒÉÎÁÄ- ÌÅÖÉÔ óÔÅÆÁÎÕ ëÏÎ-æÏÓÓÅÎÕ (Stephan Cohn-Vossen, 1902-1936).

ðÏ ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÅÓÔØ ÏÇÒÏÍÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ, ÐÏ ÂÏÌØÛÅÊ ÞÁÓÔÉ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÞÉÔÁÂÅÌØÎÏÊ. ìÉÞÎÏ ÍÎÅ ÂÙÌÁ ÐÏÌÅÚÎÁ ËÎÉÖËÁ íÉÌÎÏÒÁ \ôÅÏÒÉÑ íÏÒÓÁ", É \üÊÎÛÔÅÊÎÏŒÙ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ" áÒ- ÔÕÒÁ âÅÓÓÅ. çÅÏÍÅÔÒÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Ó ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ ŒÏÓÈÏÄÉÔ, ÐÏ ÂÏÌØÛÅÊ ÞÁÓÔÉ, Ë çÒÏÍÏŒÕ, É Ë ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍ ÛËÏÌÙ á. ä. áÌÅËÓÁÎ- ÄÒÏŒÁ (à. âÕÒÁÇÏ, ç. ðÅÒÅÌØÍÁÎ, ä. âÕÒÁÇÏ, ó. éŒÁÎÏŒ).

œÏÔ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ ÓÐÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÐÏÌÅÚ- ÎÏÊ.

• íÉÌÎÏÒ, äÖ., ôÅÏÒÉÑ íÏÒÓÁ, í.: íÉÒ, 1965 Ç.

• âÅÓÓÅ, á., íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ üÊÎÛÔÅÊÎÁ, í.: îÁÕËÁ, 1990.

• âÕÒÁÇÏ ä.à., âÕÒÁÇÏ à.ä., éŒÁÎÏŒ ó.œ., ëÕÒÓ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏ- ÍÅÔÒÉÉ, éÖÅŒÓË: ÉÚÄÁÔÅÌØÓÔŒÏ "éÎÓÔÉÔÕÔ ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÙÈ ÉÓÓÌÅ- ÄÏŒÁÎÉÊ," 2004.

• çÒÏÍÏŒ í. çÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ, éÖÅŒÓË: éÎÓÔÉÔÕÔ ËÏÍÐØÀ- ÔÅÒÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÊ, 2002, 160 ÓÔÒ.

• çÒÏÍÏŒ í. úÎÁË É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ËÒÉŒÉÚÎÙ, éÖÅŒÓË: îéã "òÅÇÕÌÑÒÎÁÑ É ÈÁÏÔÉÞÅÓËÁÑ ÄÉÎÁÍÉËÁ", 2000, 128 ÓÔÒ.

• Gromov M. Metric structures for Riemannian and non-Riemannian spaces, Progress in Math., 152, Birkh-auser (1999).

• ôÒÕÄÙ ç. ðÅÒÅÌØÍÁÎÁ, á. ðÅÔÒÕÎÉÎÁ É ÄÒÕÇÉÈ ÁŒÔÏÒÏŒ ÎÁ ÓÔÒÁÎÉÃÅ á. ðÅÔÒÕÎÉÎÁ http://www.math.psu.edu/petrunin/papers/papers.html

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 3-4 { 21 { version 2.0, 03.03.2008