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Êîìïàêòû.

Îïðåäåëåíèå: Íàáîð îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ {Uα} â M íàçûâàåòñÿ ïî-

êðûòèåì M , åñëè M =
⋃

α Uα. Ïîäïîêðûòèåì ïîêðûòèÿ {Uα} íàçûâàåòñÿ
òàêîå ïîäìíîæåñòâî {Uα}, êîòîðîå òîæå ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì.

Îïðåäåëåíèå: Ïðîñòðàíñòâî M íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè èç ëþ-

áîãî ïîêðûòèÿ M ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Îïðåäåëåíèå: Ïðîñòðàíñòâî M íàçûâàåòñÿ ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêò-

íûì, åñëè ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {xi} â M èìååò ñõîäÿùóþñÿ

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Òåîðåìà Ãåéíå-Áîðåëÿ: Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíî òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíî.
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Ëèïøèöåâû îòîáðàæåíèÿ

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü (M1, d1) è (M2, d2) - ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, à

C > 0 - âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Îòîáðàæåíèå f : M1 −→M2 íàçûâàåòñÿ

C-ëèïøèöåâûì åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ M1,

d2(f(x), f(y)) 6 Cd1(x, y).

Ëèïøèöåâû îòîáðàæåíèÿ íåïðåðûâíû.

Ðàññòîÿíèå dz(x) := d(z, x) äî ôèêñèðîâàííîé òî÷êè z ∈ M - 1-ëèïøèöåâà

ôóíêöèÿ èç M â R.
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Rudolf Otto Sigismund Lipschitz

(1832 � 1903)
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Òåîðåìà Ãåéíå-Áîðåëÿ: äîêàçàòåëüñòâî.

Øàã 1. Èìïëèêàöèÿ ¾êîìïàêòíîñòü¿⇒ ¾ñåêâåíöèàëüíàÿ êîìïàêòíîñòü¿

î÷åâèäíà.

Øàã 2. Ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ìàêñèìóìà è ìèíè-

ìóìà íà ñåêâåíöèàëüíîì êîìïàêòå.

Øàã 3. Ïóñòü U := {Uα} - ïîêðûòèå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M . Îïðå-

äåëèì ôóíêöèþ

ρU(x) := sup
ρ

{ρ ∈ R | Bρ(x) ñîäåðæèòñÿ

â îäíîì èç ýëåìåíòîâ ïîêðûòèÿ U}.

Òîãäà ρU 1-ëèïøèöåâà. Çíà÷èò ρU ïðèíèìàåò ìèíèìóì íà êàæäîì

ñåêâåíöèàëüíîì êîìïàêòå.

Øàã 4. Ìèíèìàëüíîå ïîêðûòèå � ïîêðûòèå, íå ñîäåðæàùåå ìåíüøå-

ãî ïîäïîêðûòèÿ. Ó êàæäîãî ïîêðûòèÿ åñòü ïîäïîêðûòèå, êîòîðîå

ìèíèìàëüíî.
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Òåîðåìà Ãåéíå-Áîðåëÿ: äîêàçàòåëüñòâî (îêîí÷àíèå).

Øàã 5. Ïóñòü U = {Uα} � ìèíèìàëüíîå ïîêðûòèå ñåêâåíöèàëüíîãî êîì-

ïàêòà , à r > 0 � ìèíèìóì ρU íà M . Â êàæäîì Uα ∈ U, âûáåðåì xα ∈ Uα, íå

ïðèíàäëåæàùèé íèêàêîìó äðóãîìó ýëåìåíòó ïîêðûòèÿ. Òîãäà d(xα, xα′) >
r. Åñëè {xα} áåñêîíå÷íà, ó íåå íåò ñõîäÿùèõñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Òåîðåìà Ãåéíå-Áîðåëÿ äîêàçàíà.

�Emile Borel

(1871 � 1956)
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Òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.

Ôåëèêñ Õàóñäîðô, �Grundz�uge der Mengenlehre�

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü M - ìíîæåñòâî, à U ⊂ 2M íàáîð ïîäìíîæåñòâ,

íàçûâàåìûõ îòêðûòûìè. Òîãäà U çàäàåò òîïîëîãèþ íà M , åñëè

• Ëþáîå îáúåäèíåíèå îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ îòêðûòî

• Êîíå÷íîå ïåðåñå÷åíèå îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ îòêðûòî

• M è ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ îòêðûòû.

Òàêîå M íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïðèìåðû: äèñêðåòíàÿ òîïîëîãèÿ, êîäèñêðåòíàÿ òîïîëîãèÿ.
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Ïðîñòåéøèå ïîíÿòèÿ òîïîëîãèè.

Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ. Ñåêâåíöèàëüíàÿ íåïðåðûâíîñòü.

Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, çàìûêàíèå.

Êîìïàêò. Ñåêâåíöèàëüíûé êîìïàêò.

Ïðåäîñòåðåæåíèå 1:

Èç ñåêâåíöèàëüíîé êîìïàêòíîñòè íå ñëåäóåò îáû÷íàÿ. Èç ñåêâåíöèàëüíîé

íåïðåðûâíîñòè íå ñëåäóåò îáû÷íàÿ.

Ïðåäîñòåðåæåíèå 2:

Òåîðåìà Ãåéíå-Áîðåëÿ òðåáóåò ¾àêñèîìû âûáîðà¿.
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Felix Hausdor�

(1868 � 1942)
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Ðàññòîÿíèå Õàóñäîðôà

Îïðåäåëåíèå: Ïîäìíîæåñòâî Z ⊂ M íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè

îíî ñîäåðæèòñÿ â øàðå BC(x).

Îïðåäåëåíèå: ε-îêðåñòíîñòü Z ⊂ M - îáúåäèíåíèå âñåõ Bε(x), äëÿ x ∈
Z. Îáîçíà÷èì åå çà Z(ε).

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü Z1, Z2 - çàìêíóòûå, îãðàíè÷åííûå ïîäìíîæåñòâà

M . Îïðåäåëèì ðàññòîÿíèå Õàóñäîðôà dH(Z1, Z2) êàê èíôèìóì âñåõ ε

òàêèõ, ÷òî Z1 ⊂ Z2(ε), Z2 ⊂ Z1(ε)

Óòâåðæäåíèå: dH çàäàåò ìåòðèêó íà ìíîæåñòâå çàìêíóòûõ, îãðà-

íè÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ.
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ε-ñåòè.

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü M - ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ε > 0. Ïîäìíî-

æåñòâî V ⊂ M íàçûâàåòñÿ ε-ñåòüþ, åñëè âåðíî ëþáîå èç ñëåäóþùèõ

ðàâíîñèëüíûõ óòâåðæäåíèé.

• Äëÿ ëþáîé òî÷êè m ∈ M , åñòü v ∈ V òàêàÿ, ÷òî d(v, m) < ε.

• V (ε) = M

dH(M, V ) < ε

Òåîðåìà

Ïóñòü M - ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. M êîìïàêòíî òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî ε > 0 â M åñòü êîíå÷íàÿ ε-ñåòü.
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Ïðåäåë êîìïàêòîâ â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

Òåîðåìà: Ïóñòü {Zi} - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ â

ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå M . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî {Zi} - ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü Êîøè â ìåòðèêå Õàóñäîðôà, à Z åå ïðåäåë. Òîãäà Z òîæå

êîìïàêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïîñòðîèì â Z êîíå÷íóþ 3ε-ñåòü, äëÿ ëþáîãî íàïåðåä

çàäàííîãî çíà÷åíèÿ ε.

Øàã 1. Ïóñòü x0, ..., xk - êîíå÷íàÿ ε-ñåòü â Zi, à dH(Z, Zi) < ε. Âîçüìåì
â Z òî÷êè z0, ..., zk òàêèå, ÷òî d(xi, zi) < ε (îíè ñóùåñòâóþò, ïîòîìó ÷òî

dH(Z, Zi) < ε).

Ìû äîêàæåì, ÷òî V := {zi} ýòî 3ε-ñåòü.

Øàã 2. V (ε) ñîäåðæèò {x0, ..., xk}

Øàã 3. V (2ε) ⊃ V (ε)(ε) ñîäåðæèò Zi.

Øàã 4. V (3ε) ⊃ V (2ε)(ε) ñîäåðæèò Zi(ε) ⊃ Z. Ìû äîêàçàëè, ÷òî V �

ýòî êîíå÷íàÿ 3ε-ñåòü.
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Ìèõàèë Ãðîìîâ

(ð. 23 äåêàáðÿ 1943)
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