6. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÌÅËÃÉÑ 6: ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ

6.1. óŒÏÊÓÔŒÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.1. ðÕÓÔØ M { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. îÁÐÏÍ- ÎÉÍ, ÞÔÏ ÂÁÚÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ {U_ff} ⊂ 2^M , ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÁË ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ U_ff. ðÒÅÄÂÁÚÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ M ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ {U_ff} ⊂ 2^M , ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÏÔËÒÙ- ÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÁË ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ) É ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ {U_ff}.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6.2. ìÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÍÎÏÖÅÓÔŒ {U_ff} ⊂ 2^M , ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ⋃ ff U_ff = M;

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÂÁÚÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ M. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÎÁ M ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅ- ÎÉÑÍÉ É ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ {U_ff}. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6.3. ðÏ ÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ, ÂÁÚÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÍÎÏÖÅÓÔŒ {U_ff} ⊂ 2^M , ËÏÔÏÒÙÊ ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ^1 É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ⋃ ff U_ff = M (ÐÒÏ- ŒÅÒØÔÅ).

ðÕÓÔØ M; M^′ { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ðÕÓÔØ U ⊂ 2^{M×M ′} - ÎÁ- ÂÏÒ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ M × M^′, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ŒÉÄÁ U × U^′, ÇÄÅ U ⊂ M, U^′ ⊂ M^′ ÏÔËÒÙÔÙ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, U ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÚÑ- ÔÉÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ). œ ÓÉÌÕ ŒÙÛÅÉÚÌÏÖÅÎÎÏÇÏ, ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ M × M^′.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ M × M^′ Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÂÁÚÏÊ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ŒÉÄÁ U × U^′, ÇÄÅ U ⊂ M, U^′ ⊂ M^′ ÏÔËÒÙÔÙ. üÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ M_1 É M_2.

1úÁÍËÎÕÔÏÓÔØ {Uff} ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ U1; :::U_k ∈ {Uff}, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ T i Ui ÌÅÖÉÔ Œ {Uff}.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 6 { 1 { version 1.0, 02.03.2008

úÁÄÁÞÁ 6.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀ- ÝÉÈ ÐÅÒŒÏÊ (ŒÔÏÒÏÊ) ÁËÓÉÏÍÅ ÓÞÅÔÎÏÓÔÉ, ÓÎÏŒÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÐÅÒŒÏÊ (ŒÔÏÒÏÊ) ÁËÓÉÏÍÅ ÓÞÅÔÎÏÓÔÉ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ { ÔÁËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ ÅÇÏ ÉÍÅÀÔ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏË- ÒÅÓÔÎÏÓÔÉ. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÙÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÓÎÏŒÁ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ (x; x^′) É (y; y^′) - ÄŒÅ ÒÁÚÎÙÅ ÔÏÞËÉ Œ M × M^′. ôÏÇÄÁ ÉÂÏ x ≠ y, ÌÉÂÏ x^′ ≠ y^′. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ŒÅÒÎÏ ÐÅÒŒÏÅ. œÏÚØÍÅÍ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U; V Õ x; y, ÔÏÇÄÁ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U × M^′, V × M^′ ÓÏÄÅÒÖÁÔ (x; x^′) É (y; y^′) É ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.6. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M −→ M ×M, x^´−→ (x; x) ÎÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ, Á ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ - ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ´ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 6.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ { ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ M × M.

ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ- ÓÑ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏ: (M_1 ×M_2)×M_3 ×:::. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÏÒÑÄËÁ ÒÁÓÓÔÁÎÏŒËÉ ÓËÏÂÏË.

6.2. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Œ M × M^′

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.8. ðÕÓÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M ÚÁÄÁÎÙ ÄŒÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ: U_1 É U_2. çÏŒÏÒÉÔÓÑ, ÞÔÏ U_1 ÓÌÁÂÅÅ U_2, ÅÓÌÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (M; U_2) −→ (M; U_1) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

þÅÍ ÓÌÁÂÅÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÔÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, É ÍÅÎØÛÅ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ; ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ, ËÏÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ { ÓÁÍÁÑ ÓÌÁÂÁÑ, Á ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ { ÓÁÍÁÑ ÓÉÌØÎÁÑ.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ { ÓÌÁÂÅÊÛÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ M ×M^′ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÉ M × M^{′ ß}−→ M, M × M^{′ ß′}−→ M^′ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÅÄÂÁÚÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ M ×M^′ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ÐÒÏÏÂÒÁÚÁÍÉ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÒÉ ÜÔÉÈ ÐÒÏÅËÃÉÑÈ.

ôÏÐÏÌÏÇÉÀ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 6 { 2 { version 1.0, 02.03.2008

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 6.9: ðÕÓÔØ M; M^′; X - ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, a M × M^{′ ß}−→ M, M × M^{′ ß′}−→ M^′ { ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÒÏÅËÃÉÉ. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X^’−→ M × M^′ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏ- ÇÄÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ’ ∘ ß, ’ ∘ ß^′. üÔÏ ÚÁÄÁÅÔ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÐÁÒÙ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ X^’−→ M, X^{’′}−→ M^′ ↔ {ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ X −→ M × M^′ } (6.2.1)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ:

âÉÅËÃÉÑ (6.2.1) ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÔÁË: ÐÁÒÅ (’; ’^′) ÓÔÁŒÉÔÓÑ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ x^˘−→ (’(x); ’^′(x)). åÓÌÉ ˘ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, ÔÏ ’, ’^′ ÔÏÖÅ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÙ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÏÎÉ ÐÏÌÕÞÅÎÙ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ˘ Ó ÐÒÏÅËÃÉÅÊ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ˘^{−1}(U × U^′) = ’^{−1}(U) ∩ ’^{′−1}(U^′)

(ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ˘^{−1}(V ) ÏÔËÒÙÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏ- ÇÏ V ⊂ M × M^′, ÅÓÌÉ ’; ’^′ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ.

ðÕÓÔØ f : X −→ Y { ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. çÒÁÆÉË f `_f ⊂ X × Y - ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÁÒ ŒÉÄÁ (x; f(x)) ∈ X × Y . äÉÁÇÏÎÁÌØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÆÉËÏÍ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.

6.3. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÚÁ R^{⩾0} ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉ- ÓÅÌ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 6.10: ðÕÓÔØ (M; d) É (M^′; d^′) - ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ, Á æ : (R^{⩾0})^2 −→ R^{⩾0} ÆÕÎËÃÉÑ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ- ŒÉÑÍ:

ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ: æ(˘; ¯) = 0 ⇔ ˘ = ¯ = 0

ÓÕÂÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔØ: æ(x + y) ⩽ æ(x) + æ(y)

ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ: æ(a; b) ⩾ æ(a_1; b_1), ÅÓÌÉ a ⩾ a_1, Á b ⩾ b_1.

ôÏÇÄÁ d_æ((x; x^′); (y; y^′)) := æ(d(x; y); d^′(x^′; y^′))

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 6 { 3 { version 1.0, 02.03.2008

ÚÁÄÁÅÔ ÍÅÔÒÉËÕ ÎÁ M × M^′.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ d_æ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÑÍÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÑ, Á ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ { ÉÚ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ æ. îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉËÁ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÔÁË:

d_æ((x; x^′); (z; z^′)) = æ(d(x; z); d^′(x^′; z^′)) ⩽ æ(d(x; y) + d(y; z); d^′(x^′; y^′) + d^′(y^′; z^′)) ⩽ æ(d(x; y); d^′(x^′; y^′)) + æ(d(y; z); d^′(y^′; z^′)) = d_æ((x; x^′); (y; y^′)) + d_æ((y; y^′); (z; z^′)):

(ÐÅÒŒÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ, ŒÔÏÒÏÅ ÉÚ ÓÕÂÁÄÄÉÔÉŒ- ÎÏÓÔÉ).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ æ_2(x; y) = √ x^2 + y^2. üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ, ÓÕÂÁÄÄÉÔÉŒÎÁ É ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ), Á ÐÏÜÔÏÍÕ ÚÁÄÁÅÔ ÍÅÔÒÉËÕ d_æ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. ôÁËÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉËÏÊ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ R×R×R×::: ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏ R^n.

œÍÅÓÔÏ √ x^2 + y^2 ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÄÒÕÇÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ æ_∞(x; y) := max(x; y) É æ_1(x; y) := x + y. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÔÏÖÅ ÚÁÄÁÀÔ ÍÅÔÒÉËÕ ÎÁ M × M^′.

úÁÄÁÞÁ 6.11. ðÕÓÔØ a; b ∈ R^{⩾0}. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ. √ a^2 + b^2 ⩽ a + b ⩽ 2 √ a^2 + b^2:

max(a; b) ⩽ a + b ⩽ 2 max(a; b):

éÚ ÐÅÒŒÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

(M × M^′; d_{æ2} ) −→ (M × M^′; d_{æ1} ) (6.3.1)

ÌÉÐÛÉÃÅŒÏ, É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÅÍÕ ÔÏÖÅ ÌÉÐÛÉÃÅŒÏ. úÎÁÞÉÔ, (6.3.1) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. éÚ ŒÔÏÒÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (M × M^′; d_{æ∞} ) −→ (M × M^′; d_{æ1} ) ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 6.12 (*). âÕÄÅÔ ÌÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

(M × M^′; d_{æ2} ) −→ (M × M^′; d_æ)

ÌÉÐÛÉÃÅŒÙÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ æ : (R^{⩾0})^2 −→ R^{⩾0}, ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÎÏÔÏÎ- ÎÁ, ŒÙÐÕËÌÁ É ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ? âÕÄÅÔ ÌÉ ÏÎÏ ŒÓÅÇÄÁ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ?

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 6 { 4 { version 1.0, 02.03.2008

éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÛÁÒÙ Œ (M × M^′; d_{æ∞} ) ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ B_r(x) × B_r(x^′). ôÁËÉÅ ÛÁÒÙ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÔËÒÙÔÙ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

M × M^′ −→ (M × M^′; d_{æ∞} )

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ Œ ÓÉÌÕ õÔ- ŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 6.9, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ ÐÒÏÅËÃÉÉ (M × M^′; d_{æ∞} ) −→ M É (M × M^′; d_{æ∞} ) −→ M^′ (ÏÂÅ ÜÔÉ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÌÉÐÛÉÃÅŒÙ).

6.4. ðÏÌÕÍÅÔÒÉËÉ É ÐÏÌÕÎÏÒÍÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.13. ðÕÓÔØ d : M × M −→ R^{⩾0} ÆÕÎËÃÉÑ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑ- ÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ

òÅÆÌÅËÓÉŒÎÏÓÔØ: d(x; x) = 0

óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ: d(x; y) = d(y; x)

îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ: d(x; y) ⩽ d(x; z) + d(z; y)

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÏÞÅË x; y; z ∈ M. ôÏÇÄÁ d ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÍÅÔÒÉËÏÊ ("semimetric").

ïÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÅÔÒÉËÉ ÜÔÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅÍ ÕÓÌÏ- ŒÉÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ: d(x; y) = 0 ⇒ x = y.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ d(x; y) = 0 ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ M ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ d(x; y) = 0, ÔÏ

d(z; x) + d(x; y) ⩾ d(y; z); d(z; y) + d(y; x) ⩾ d(z; x);

Œ ÓÉÌÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ðÅÒŒÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÁÅÔ d(z; x) ⩾ d(y; z), Á ŒÔÏÒÏÅ { ÄÁÅÔ d(z; x) ⩽ d(y; z), ÐÏÓËÏÌØËÕ d(x; y) = 0. ðÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ d ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ d(x; y) = 0. üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉËÏÊ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ). íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 6.14: ËÁÖÄÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (M; d) Ó ÐÏÌÕÍÅÔÒÉËÏÊ ÎÁ- ÄÅÌÅÎÏ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ß : M −→ M Œ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (M ; d), ÐÒÉ ÜÔÏÍ

d(x; y) = d(ß(x); ß(y)): (6.4.1)

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 6 { 5 { version 1.0, 02.03.2008

îÁÞÁŒ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ß : M −→ M ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M Œ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (M; d), ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ M ÆÕÎËÃÉÀ d ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (6.4.1). üÔÏ ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÕÍÅÔÒÉËÁ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ). éÚ õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 6.14 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÏÌÕÍÅÔÒÉËÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÐÏÈÏÖÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ- ÓÑ ÐÏÌÕÎÏÒÍÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.15. ðÕÓÔØ V - ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R, Á ˚ : V −→ R^{⩾0} ÆÕÎËÃÉÑ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ. æÕÎËÃÉÑ ˚ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÎÏÒÍÏÊ ÎÁ V , ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ: ˚(v + v^′) ⩽ ˚(v) + ˚(v^′).

éÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ: ˚(˘v) = |˘|˚(v),

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ v, v^′ ∈ V , É ÌÀÂÏÇÏ ˘ ∈ R.

œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÐÏÌÕÎÏÒÍÏÊ ÎÁÄÅÌÅÎÏ ÐÏÌÕÍÅÔÒÉËÏÊ, ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ d(x; y) = ˚(x − y). íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ˚(x) = 0, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÕÌØ-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÐÏÌÕÎÏÒÍÙ (nullspace). ðÒÉÍÅÎÉŒ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ, ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ Œ õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÉ 6.14, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V −→ V ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V Œ ÅÇÏ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÐÏ ÎÕÌØ-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ, Á V - ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.16. ðÕÓÔØ M { ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÎÁÄÅÌÅÎÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ÐÏ- ÌÕÍÅÔÒÉË {d_ff}. ïÔËÒÙÔÙÍ ÛÁÒÏÍ Œ ÐÏÌÕÍÅÔÒÉËÅ d_ff ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B_{r;dff} (x) = {y ∈ M | d(x; y) ¡ r}:

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ÐÏÌÕÍÅÔÒÉË - ÜÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÐÏ- ÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÐÏ ÐÒÅÄÂÁÚÅ B_{r;dff} (x), ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ M; d_ff ∈ {d_ff}; r ∈ R^{¿0}.

6.5. ôÉÈÏÎÏŒÓËÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ Map(A; B) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A Œ B.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 6 { 6 { version 1.0, 02.03.2008

ðÕÓÔØ M - ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á I { ÎÁÂÏÒ ÉÎÄÅËÓÏŒ (ÎÅ ÏÂÑÚÁ- ÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÙÊ), Á M^I - ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ M ÎÁ ÓÅÂÑ I ÒÁÚ. íÏÖÎÏ ÄÕÍÁÔØ ÐÒÏ M^I ËÁË ÐÒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÉÎ- ÄÅËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ I, ÉÌÉ ËÁË ÐÒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Map(I; M).

ðÕÓÔØ M ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, I { ÎÁÂÏÒ ÉÎÄÅËÓÏŒ, ff ∈ I, Á ß_ff : M^I −→ M { ÐÒÏÅËÃÉÑ ÉÚ M^I ÎÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ ff. åÓÌÉ ÍÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÍ M^I Ó Map(I; M), ÔÏ ß_ff ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : I −→ M Œ f(ff).

äÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÎÁÂÏÒÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ ff_1; :::; ff_n ∈ I, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ

ß_{ff1;:::;ffn} : M^I −→ M^n

ÐÒÏÅËÃÉÀ M^I ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ ff_1; :::; ff_n.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 6.17: œ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ, ÐÕÓÔØ U - ÓÌÁÂÅÊÛÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ M^I, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ ŒÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ß_ff. ôÏÇÄÁ U ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÂÁÚÏÊ ŒÉÄÁ

{ß^{−1}_ff (U) | ff ∈ I; U ⊂ M; U ÏÔËÒÙÔÏ}:

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, U ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÂÁÚÏÊ ŒÉÄÁ

{ß^{−1}_{ff1;:::;ffn} (U_1 × U_2 × ::: × U_n) | ff_1; :::; ff_n ∈ I; U_i ⊂ M; U_i ÏÔËÒÙÔÙ}:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: íÎÏÖÅÓÔŒÁ ß^{−1}_ff (U) ÏÔËÒÙÔÙ Œ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ß_ff, É ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÓÌÁÂÅÊÛÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ß_ff ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ⋂ i ß^{−1}_{ffi} (U_i) = ß^{−1}_{ff1;:::;ffn} (U_1 × U_2 × ::: × U_n);

Á ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÚ ÐÒÅÄÂÁÚÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÕ (ÄÏËÁÖÉ- ÔÅ ÜÔÏ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.18. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ŒÙÛÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ M^I ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÉÈÏÎÏŒÓËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, ÉÌÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 6.19. ðÕÓÔØ M { ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M^I ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 6 { 7 { version 1.0, 02.03.2008

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 6.20: ðÕÓÔØ (M; d) { ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ ff ∈ I, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏÌÕÍÅÔÒÉËÕ d_ff ÎÁ M^I ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ d_ff(x; y) = d(ß_ff(x); ß_ff(y)). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ U_1, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÎÁ M ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÐÏÌÕÎÏÒÍ d_ff. ôÏÇÄÁ ÜÔÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÉÈÏÎÏŒÓËÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÒÅÄÂÁÚÏÊ ÄÌÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ U_1 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÛÁÒÏŒ ŒÉÄÁ B_{r;dff} (x). ïÞÅŒÉÄÎÏ,

B_{r;dff} (x) = ß^{−1}_ff (U);

ÇÄÅ U = B_r(ß_ff(x)) { ÜÔÏ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ Œ M (ÄÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÅÄÂÁÚÁ ÄÌÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ U_1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÂÁÚÏÊ ÄÌÑ ÔÉÈÏÎÏŒÓËÏÊ ÔÏÐÏ- ÌÏÇÉÉ, É ÜÔÉ ÄŒÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.21. ðÕÓÔØ (M; {d_ff}) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ÐÏÌÕ- ÍÅÔÒÉË, Á {x_i} { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË Œ M. íÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ {x_i} { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÐÏ- ÌÕÍÅÔÒÉË, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ ff, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ” ¿ 0, ÐÏÞÔÉ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ {x_i} ÌÅÖÁÔ Œ ”-ÛÁÒÅ B_{”;dff} (x). íÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ (M; {d_ff}) ÐÏÌ- ÎÏ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÏÌÕÍÅÔÒÉËÁÍÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 6.22: ðÕÓÔØ M { ÐÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á I - ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÂÏÒ ÉÎÄÅËÓÏŒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ M^I Ó ÔÉÈÏÎÏŒÓËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, É ÐÏÌÕÍÅÔÒÉËÁÍÉ, ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ŒÙÛÅ. ôÏÇÄÁ M^I ÐÏÌÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ {x_i} ∈ M^I - ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ. ïÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÑ M^I Ó Map(I; M), ËÁË ŒÙÛÅ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ x_i ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ I^{xi}−→ M. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, {x_i} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ëÏÛÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÎ- ÄÅËÓÁ ff ∈ I, ÏÂÒÁÚÙ {x_i(ff)} ÚÁÄÁÀÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ Œ M. ðÏÓËÏÌØËÕ M ÐÏÌÎÏ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ {x_i(ff)} ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÜÌÅ- ÍÅÎÔÕ x(ff) ∈ M. üÔÏ ÚÁÄÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ I^x−→ M, ËÏÔÏÒÏÅ É ÂÕÄÅÔ ÐÒÅÄÅÌÏÍ {x_i}.

éÚ ÜÔÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

{x_i} ∈ Map(I; M)

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 6 { 8 { version 1.0, 02.03.2008

ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë I^x−→ M Œ ÔÉÈÏÎÏŒÓËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏ- ÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {x_i(ff)} ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ ff. ðÏÜÔÏ- ÍÕ ÔÉÈÏÎÏŒÓËÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÅÝÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, É ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÐÏÞÌÅÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.

ëÏÇÄÁ M = R, Á I = N (ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ), M^I { ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÐÏ- ÞÌÅÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. üÔÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓÌÁÂÏÊ ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÅÊ.

óÌÁÂÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÏÔËÒÙÌ ŒÅÎÇÅÒÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË æÒÉÄØÅÛ òÉÓÓ.

Frigyes Riesz (1880 { 1956)

äÏŒÏÌØÎÏ ÒÁÎÏ ÓÔÁÌÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÅ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÎÉËÁËÏÊ ÎÏÒ- ÍÏÊ. ïÂÎÁÒÕÖÉŒ ÜÔÏ, òÉÓÓ ÐÒÉÄÕÍÁÌ Œ 1909-Í ÇÏÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÏÔ ÎÏÒÍÙ É ÍÅÔÒÉËÉ), ÏÓÎÏŒÁÎÎÏÅ ÎÁ ÐÏÎÑÔÉÉ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÑŒÉÌÏÓØ ÐÅÒŒÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. œÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÉ ÉÄÅÉ òÉÓÓÁ ÒÁÚŒÉÌ èÁÕÓ- ÄÏÒÆ, ÐÏÌÕÞÉŒ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 6 { 9 { version 1.0, 02.03.2008

6.6. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ æÒÅÛÅ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.23. ðÕÓÔØ V ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁ- ÄÁÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ U. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (V; U) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, ÅÓÌÉ x; y −→ x + y ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ËÁË ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ V × V −→ V , É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ˘ ∈ R, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x −→ ˘x ÚÁÄÁÅÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ V Œ V .

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØ- ÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ (ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ Õ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÅÓÔØ ÓÞÅÔÎÁÑ ÂÁÚÁ). œÏ ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÅ ÎÏÒÍÏÊ, Á ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÐÏÌÕÎÏÒÍ. åÓÔØ É ÂÏÌÅÅ ÜËÚÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ÚÁÄÁÎÉÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.24. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V Ó ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÐÏÌÕÎÏÒÍ {d_ff} ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ æÒÅÛÅ ("Fr«echet space"), ÅÓÌÉ ÜÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ V ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ, É V ÐÏÌÎÏ ËÁË ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ÐÏÌÕÎÏÒÍ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÎÏÒÍÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÁÎÁ- ÈÏŒÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÐÏÌÎÏ ËÁË ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. âÁÎÁÈÏŒÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ (ÄÕÒÁÃËÉÍ) ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ æÒÅÛÅ. äÒÕ- ÇÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ æÒÅÛÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^N ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÐÏÞÌÅÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏ- ÓÔÉ (ÏÎÏ ÐÏÌÎÏ, ËÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ôÅÏÒÅÍÙ 6.22). íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ R^N ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÎÉËÁËÏÊ ÎÏÒÍÏÊ.

6.7. ôÉÈÏÎÏŒÓËÉÊ ËÕÂ É ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ ËÕÂ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÒÅÚÏË [0; 1], É ÐÕÓÔØ [0; 1]^N { ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÅÊ ÔÏÞÅË ÉÚ [0; 1]. äÌÑ {x_i}; {y_i} ∈ [0; 1]^N, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ

d_h({x_i}; {y_i}) := ∞∑ i=1 |x_i − y_i| i^2

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ d_h ÚÁÄÁÅÔ ÍÅÔÒÉËÕ ÎÁ [0; 1]^N (ÄÏËÁÖÉÔÅ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.25. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒÏ ([0; 1]^N; d_h) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ ËÕÂ ("Hilbert cube").

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.26. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [0; 1]^N Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÉÈÏÎÏŒÓËÉÊ ËÕÂ ("Tychono¸ cube").

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 6 { 10 { version 1.0, 02.03.2008

ôÅÏÒÅÍÁ 6.27: ôÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖ- ÄÕ ÔÉÈÏÎÏŒÓËÉÍ ËÕÂÏÍ É ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÍ ËÕÂÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ:

ûÁÇ 1. ðÕÓÔØ I_h { ÜÔÏ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ ËÕÂ, I_t { ÔÉÈÏÎÏŒÓËÉÊ ËÕÂ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ ß_n : [0; 1]^N −→ [0; 1] ÐÒÏÅËÃÉÀ {x_i} −→ x_n. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

ß_n : I_h −→ [0; 1]

n^2-ÌÉÐÛÉÃÅŒÏ (ÄÏËÁÖÉÔÅ), ÐÒÏÅËÃÉÉ ß_n ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ ÎÁ I_h.

ûÁÇ 2. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X^’−→ I_t ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ’ ∘ ß_i ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ i (ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÉÈÏÎÏŒÓËÏÇÏ ËÕÂÁ; ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 6.9).

ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÅËÃÉÉ ß_n : I_h −→ [0; 1] ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ (ûÁÇ 1), ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ I_h −→ I_t ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

ûÁÇ 3.

ìÅÍÍÁ: ðÕÓÔØ (M; {d_ff}) - ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅ- ÍÏÊ ÐÏÌÕÍÅÔÒÉË {d_ff}, Á d_ff(x; ·) : M −→ R ÆÕÎËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ y Œ d_ff(x; y). ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ d_ff(x; ·) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ïÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ B_{r;dff} (x) ÏÔËÒÙÔ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ. úÁ- ÍËÎÕÔÙÊ ÛÁÒ —B_{r;dff} (x) = {y ∈ M | d_ff(x; y) ⩽ r}

ÚÁÍËÎÕÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ y, ËÏÔÏÒÁÑ ÅÍÕ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ, ÐÒÉ- ÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÔËÒÙÔÏÍÕ ÛÁÒÕ B_{”;dff} (x), ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ” ¡ d(y; x)−r, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó —B_{r;dff} (x). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÏÔÒÅÚ- ËÁ d_ff(x; ·)^{−1}(]ff; fi[)

ÏÔËÒÙÔ (ÜÔÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÛÁÒÁ ÄÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ).

ûÁÇ 4. ðÕÓÔØ v = {x_i} ∈ [0; 1]^N { ÌÀÂÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. òÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ¯_v : I_t −→ R,

¯_v({y_i}) := ∞∑ k=1 d_k({x_i}; {y_i}) k^2

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 6 { 11 { version 1.0, 02.03.2008

ÇÄÅ d_k({x_i}; {y_i}) = |x_k − y_k|. ðÏÓËÏÌØËÕ d_k ÜÔÏ k-Ñ ÐÏÌÕÍÅÔÒÉËÁ, ÉÓÐÏÌØ- ÚÕÅÍÁÑ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÉÈÏÎÏŒÓËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÆÕÎËÃÉÑ

{y_i} −→ d_k({x_i}; {y_i})

ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ, ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ Œ ûÁÇÅ 3. ðÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÑ ¯_v ÔÏÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ.

ûÁÇ 5.

ìÅÍÍÁ: ðÕÓÔØ f : X −→ M { ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (M; d). äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ z ∈ M, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ d_z : M −→ R^{⩾0}, d_z(x) := d(z; x). ôÏÇÄÁ f ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ f ∘ d_z : Z −→ R ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ ÄÌÑ ŒÓÅÈ z.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: æÕÎËÃÉÉ d_z ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ, ÉÂÏ ÏÎÉ 1-ÌÉÐÛÉÃÅŒÙ. ðÏ- ÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ, ÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ f ∘ d_z ÔÏÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,

(f ∘ d_z)^{−1}([0; ff[) = f^{−1}(B_ff(z));

ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ f ∘ d_z ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÔËÒÙÔÏÓÔØ f^{−1}(B_ff(z)), ÞÔÏ ŒÌÅÞÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ f.

ûÁÇ 6. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ I_t^´−→ I_h. îÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÏÓÔØ ´^{−1} ÄÏËÁÚÁÎÁ ÎÁ ÛÁÇÅ 1, ÐÏÜÔÏÍÕ ÞÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ´ ÜÔÏ ÇÏ- ÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ ÉÚ ûÁÇÁ 5, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË- ÃÉÑ d_h(v; ·) : I_t −→ R ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v = {x_i} ∈ [0; 1]^N. üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÑŒÎÏ ÚÁÐÉÓÁÎÁ ËÁË

¯_v({y_i}) := ∞∑ k=1 d_k({x_i}; {y_i}) k^2

É ÎÁ ÛÁÇÅ 4 ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ. ôÅÏÒÅÍÁ 6.27 ÄÏËÁÚÁÎÁ. ôÉÈÏÎÏŒÓËÉÊ ËÕÂ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÕ!

6.8. éÓÔÏÒÉÑ, ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ

ñ ÎÁÚÙŒÁÌ "ÔÉÈÏÎÏŒÓËÉÍ ËÕÂÏÍ" ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [0; 1]^N { ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ. îÏ ÎÉËÔÏ ÎÅ ÍÅÛÁÅÔ ÎÁÍ ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 6 { 12 { version 1.0, 02.03.2008

ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A, ÎÁÐÒÉÍÅÒ ÎÅÓÞÅÔÎÏÅ. ðÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ [0; 1]^A Ó ÔÉÈÏÎÏŒÓËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÔÏÖÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÉÈÏÎÏŒ- ÓËÉÍ ËÕÂÏÍ. ïÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏ.

äÌÑ [0; 1]^N ÜÔÏÔ ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÙÊ ÆÁËÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ôÉÈÏÎÏŒÁ, ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ [0; 1]^N É ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÁ ËÕÂÁ. îÏ ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ A ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ [0; 1]^A ÉÍÅÅÔ ÄÒÕÇÕÀ ÐÒÉÒÏÄÕ, É ËÁÖÅÔÓÑ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÐÒÁŒÄÏÐÏÄÏÂÎÙÍ.

áÎÄÒÅÊ îÉËÏÌÁÅŒÉÞ ôÉÈÏÎÏŒ (1906 { 1993)

ôÉÈÏÎÏŒ ÄÏËÁÚÁÌ ÓŒÏÀ ÔÅÏÒÅÍÕ Œ 1924-Í ÇÏÄÕ (ÅÍÕ ÂÙÌÏ ÔÏÇÄÁ 18 ÌÅÔ). œ ÔÏÍ ÖÅ 1924-Í ÇÏÄÕ ÏÎ ÄÏËÁÚÁÌ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ { ÌÀÂÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÏÊ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÏ (ÔÏ ÅÓÔØ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÁËÓÉÏÍÅ èÁÕÓÄÏÒÆÁ ô4) ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÏ. üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÙÌ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ (Œ 1925-Í ÇÏÄÕ) ÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÎ Œ Mathematische Annalen, ÔÏÇÄÁ ÖÅ ŒÏÛÅÌ Œ ÐÅÒÅÉÚÄÁÎÉÅ ÕÞÅÂÎÉËÁ èÁÕÓÄÏÒÆÁ É ÓÔÁÌ ÛÉÒÏËÏ ÉÚŒÅÓÔÅÎ.

ôÅÏÒÅÍÁ ôÉÈÏÎÏŒÁ ÎÅ ÂÙÌÁ ÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÎÁ ŒÐÌÏÔØ ÄÏ 1930-ÇÏ ÇÏÄÁ, Á

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 6 { 13 { version 1.0, 02.03.2008

ÅÅ ÐÏÌÎÁÑ ŒÅÒÓÉÑ (ÌÀÂÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÏÍÐÁËÔÏŒ ËÏÍÐÁËÔÎÏ), ÔÁËÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÁÑ ôÉÈÏÎÏŒÕ, ÎÅ ÂÙÌÁ ÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÎÁ ÉÍ ÎÉËÏÇÄÁ: ÅÅ ÄÏËÁÚÁÌ ÎÅ- ÚÁŒÉÓÉÍÏ ÏÔ ôÉÈÏÎÏŒÁ ÞÅÛÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË üÄÕÁÒÄ þÅÈ (Eduard »Cech) Œ 1937-Í ÇÏÄÕ.

äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÓÔÁÒÛÉÈ ÔÏŒÁÒÉÝÅÊ ôÉÈÏÎÏŒÁ ÍÎÏÇÏ ÌÅÔ ÎÉËÔÏ ÎÅ ŒÅÒÉÌ, ÞÔÏ ÐÏÄÏÂÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÏÏÂÝÅ ŒÅÒÎÏ. ôÅÏÒÅ- ÍÁ ôÉÈÏÎÏŒÁ (É ÅÇÏ ÒÁÂÏÔÁ 1930-ÇÏ ÇÏÄÁ Ó ÐÕÂÌÉËÁÃÉÅÊ) - ÓÁÍÁÑ ÃÉÔÉ- ÒÕÅÍÁÑ É ÚÎÁÍÅÎÉÔÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂÝÅÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ. îÏ Œ 1920-È É ÎÁÞÁÌÅ 1930-È, ËÏÇÄÁ ôÉÈÏÎÏŒ ÚÁÎÉÍÁÌÓÑ ÞÉÓÔÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ, ÏÎ ÂÙÌ ÚÎÁÍÅÎÉÔ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÒÁÂÏÔÁÍÉ Ï ÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ.

ðÒÉÞÉÎÁ ÜÔÏÇÏ, ŒÉÄÉÍÏ, ÌÅÖÉÔ Œ ÐÁÒÁÄÏËÓÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÁÍÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ ÔÉÈÏÎÏŒÓËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. óÅÊÞÁÓ ÓŒÅÖÅÓÔØ É ÎÅÏÂÙÞÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅ ÏÝÕÝÁÅÔÓÑ, ÎÏ Œ 1924-Í ÇÏÄÕ ÏÎÏ ÂÙÌÏ Œ ÐÏÌÎÏÊ ÍÅÒÅ ÒÅŒÏÌÀÃÉÏÎÎÙÍ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 6 { 14 { version 1.0, 02.03.2008