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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Áàçà òîïîëîãèè. Ïðåäáàçà òîïîëîãèè.

Îïðåäåëåíèå: Áàçîé òîïîëîãèè íà M íàçûâàåòñÿ òàêîé íàáîð îòêðû-

òûõ ïîäìíîæåñòâ {Uα} ⊂ 2M , ÷òî ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî ïîëó÷àåòñÿ

êàê îáúåäèíåíèå ýëåìåíòîâ {Uα}.

Îïðåäåëåíèå: Ïðåäáàçîé òîïîëîãèè íà M íàçûâàåòñÿ òàêîé íàáîð

îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ {Uα} ⊂ 2M , ÷òî ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî ïî-

ëó÷àåòñÿ êàê îáúåäèíåíèå è êîíå÷íîå ïåðåñå÷åíèå ýëåìåíòîâ èç {Uα}.

Çàìå÷àíèå: Ëþáîé íàáîð ìíîæåñòâ {Uα} ⊂ 2M , òàêîé, ÷òî
⋃

α Uα = M,

ÿâëÿåòñÿ ïðåäáàçîé íåêîòîðîé òîïîëîãèè íà M .

Çàìå÷àíèå: Ëþáîé íàáîð ìíîæåñòâ {Uα} ⊂ 2M , çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî

êîíå÷íûõ ïåðåñå÷åíèé, è òàêîé, ÷òî
⋃

α Uα = M, ÿâëÿåòñÿ áàçîé íåêîòîðîé

òîïîëîãèè íà M .
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Áàçà òîïîëîãèè: îñíîâíûå ñâîéñòâà.

Óòâåðæäåíèå: Ïóñòü M � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à {Uα} ⊂ 2M �

íàáîð îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ â M . Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâ-

íîñèëüíû.

1. {Uα} ÿâëÿåòñÿ áàçîé òîïîëîãèè íà M.

2. Äëÿ êàæäîãî x ∈ M , è êàæäîé îêðåñòíîñòè U 3 x, íàéäåòñÿ îêðåñò-

íîñòü Uα ∈ {Uα}, òàêàÿ, ÷òî

x ∈ Uα ⊂ U.

Ïðèìåð: Îòêðûòûå øàðû â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.
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Ïðîèçâåäåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

Ïóñòü M, M ′ � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, à U ⊂ 2M×M ′
- íàáîð ïîä-

ìíîæåñòâ M ×M ′ âèäà U × U ′, ãäå U ⊂ M , U ′ ⊂ M ′ îòêðûòû. Èìååì

U1 × U ′1 ∩ U2 × U ′2 = (U1 ∩ U2)× (U ′1 ∩ U ′2),

è ïîýòîìó U çàìêíóò îòíîñèòåëüíî êîíå÷íûõ ïåðåñå÷åíèé. Ñëåäîâàòåëü-

íî, U � ýòî áàçà òîïîëîãèè íà M ×M ′

Îïðåäåëåíèå: Ðàññìîòðèì M×M ′ ñ òîïîëîãèåé, çàäàííîé áàçîé îòêðû-
òûõ ìíîæåñòâ âèäà U × U ′, ãäå U ⊂ M , U ′ ⊂ M ′ îòêðûòû. Ýòî òîïîëîãè-

÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì M1 è M2.

Ñâîéñòâà ïðîèçâåäåíèÿ: Åñëè â M , M ′ âûïîëíåíû ñëåäóþùèå àêñèîìû,

òî è â M ×M ′ îíè òîæå âûïîëíåíû.

1. Ïåðâàÿ è âòîðàÿ àêñèîìà ñ÷åòíîñòè.

2. Àêñèîìû Õàóñäîðôà T1 è T2.
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Äèàãîíàëü è ãðàôèê.

Îïðåäåëåíèå: Îòîáðàæåíèå M −→M ×M , x
∆−→ (x, x) íàçûâàåòñÿ äèà-

ãîíàëüíûì âëîæåíèåì, à åãî îáðàç - äèàãîíàëüþ.

Ñâîéñòâà äèàãîíàëè:

1. Îòîáðàæåíèå M
∆−→ M ×M íåïðåðûâíî.

2. M õàóñäîðôîâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äèàãîíàëü çàìêíóòà.

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü f : X −→ Y � ëþáîå îòîáðàæåíèå. Ãðàôèê f Γf ⊂
X × Y - ìíîæåñòâî âñåõ ïàð âèäà (x, f(x)) ∈ X × Y . Äèàãîíàëü ÿâëÿåòñÿ

ãðàôèêîì òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå: Ãðàôèê íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ õàóñäîðôîâûõ

ïðîñòðàíñòâ çàìêíóò: îí ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì äèàãîíàëè ïðè íåïðå-

ðûâíîì îòîáðàæåíèè

X × Y
f×Id−→ Y × Y
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Ñëàáîñòü è ñèëà òîïîëîãèè

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü íà ìíîæåñòâå M çàäàíû äâå òîïîëîãèè: U1 è U2. Òî-

ïîëîãèÿ U1 ñëàáåå U2, åñëè òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå (M,U2)−→ (M,U1)

íåïðåðûâíî. Â ýòîì ñëó÷àå åùå ãîâîðÿò U2 ñèëüíåå U1.

Çàìå÷àíèå: Ýòî ðàâíîñèëüíî U1 ⊂ U2.

×åì ñëàáåå òîïîëîãèÿ, òåì áîëüøå ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,

ìåíüøå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, è ìåíüøå îòêðûòûõ ìíîæåñòâ.

Íà êàæäîì ìíîæåñòâå, êîäèñêðåòíàÿ òîïîëîãèÿ � ñàìàÿ ñëàáàÿ,

à äèñêðåòíàÿ � ñàìàÿ ñèëüíàÿ.

Ïðèìåð: Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü íà ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé çàäàåò òî-

ïîëîãèþ, êîòîðàÿ ñèëüíåå òîïîëîãèè ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè.

Îïðåäåëåíèå: Åñëè íà ìíîæåñòâå çàäàíû òîïîëîãèè U1 è U2, ïðè ýòîì U1

íå ñëàáåå è íå ñèëüíåå U2, ãîâîðÿò, ÷òî òîïîëîãèè U1 è U2 íåñðàâíèìû.
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Îòîáðàæåíèÿ â M ×M ′.

Çàìå÷àíèå: Òîïîëîãèÿ ïðîèçâåäåíèÿ � ñëàáåéøàÿ òîïîëîãèÿ íà M ×
M ′ òàêàÿ, ÷òî ïðîåêöèè M × M ′ π−→ M , M × M ′ π′−→ M ′ íåïðåðûâíû.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäáàçà òîïîëîãèè íà M ×M ′ ïîðîæäåíà ïðîîáðàçàìè

îòêðûòûõ ìíîæåñòâ.

Óòâåðæäåíèå: Îòîáðàæåíèå X
ϕ−→ M×M ′ íåïðåðûâíî òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà íåïðåðûâíû êîìïîçèöèè ϕ ◦ π, ϕ ◦ π′.

Ýòî çàäàåò áèåêöèþ
ïàðû íåïðåðûâíûõ

îòîáðàæåíèé

X
ϕ−→ M , X

ϕ′−→ M ′

 ↔


íåïðåðûâíûå

îòîáðàæåíèÿ

X −→M ×M ′
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Ïðîèçâåäåíèå íåñêîëüêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâåäåíèå íåñêîëüêèõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâíî:

M1 ×M2 ×M3 × ... = (M1 ×M2)×M3 × ...

Àíàëîãè÷íî çàäàåòñÿ áèåêöèÿ
n-êè íåïðåðûâíûõ

îòîáðàæåíèé

X
ϕi−→ Mi, i = 1, ..., n

 ↔


íåïðåðûâíûå

îòîáðàæåíèÿ

X −→M1 ×M2 × · · ·


Çàìå÷àíèå:

Èç ýòîãî ñâîéñòâà ñëåäóåò àññîöèàòèâíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ:

(M1 ×M2)×M3 = M1 × (M2 ×M3).

Äåéñòâèòåëüíî, èç M1×(M2×M3) åñòü êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå â (M1×
M2)×M3, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç ýòîãî ñîîòâåòñòâèÿ.
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Ïðîèçâåäåíèå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü (M, d) è (M ′, d′) - ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, à ρ :

(R>0)2 −→ R>0 ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

íåâûðîæäåííîñòü: ρ(λ, µ) = 0 ⇔ λ = µ = 0

ñóáàääèòèâíîñòü: ρ(x + y) 6 ρ(x) + ρ(y)

ìîíîòîííîñòü: ρ(a, b) > ρ(a1, b1), åñëè a > a1, à b > b1.

Òîãäà

dρ((x, x′), (y, y′)) := ρ(d(x, y), d′(x′, y′))

çàäàåò ìåòðèêó íà M ×M ′.
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Ïðîèçâåäåíèå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (ïðîäîëæåíèå).

Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà â (M ×M ′, dρ) äîêàçûâàåòñÿ òàê:

dρ((x, x′), (z, z′)) = ρ(d(x, z), d′(x′, z′))

6 ρ(d(x, y) + d(y, z), d′(x′, y′) + d′(y′, z′))

6 ρ(d(x, y), d′(x′, y′)) + ρ(d(y, z), d′(y′, z′))

= dρ((x, x′), (y, y′)) + dρ((y, y′), (z, z′)).

Ïðèìåðû ôóíêöèé ρ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòèì óñëîâèÿì:

1. ρ1(x, y) = x + y

2. ρ2(x, y) =
√

x2 + y2

3. ρ∞(x, y) = max(x, y).

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü M, M ′ � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Ðàññìîòðèì

(M×M ′, dρ2), ïîñòðîåííîå âûøå. Îíî íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì M×M ′.
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Ïðîèçâåäåíèå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è òîïîëîãèÿ

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü f : M1 −→M2 - áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ìåòðè÷å-

ñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Îíî íàçûâàåòñÿ áèëèïøèöåâûì, åñëè f è f−1 ëèï-

øèöåâû.

Áèëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå � ãîìåîìîðôèçì.

Çàìå÷àíèå: Èç íåðàâåíñòâ√
a2 + b2 6 a + b 6 2

√
a2 + b2.

max(a, b) 6 a + b 6 2max(a, b).

ñëåäóåò, ÷òî òîæäåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ

(M ×M ′, dρ2)−→ (M ×M ′, dρ1)

(M ×M ′, dρ∞)−→ (M ×M ′, dρ1)

ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôèçìàìè (îíè áèëèïøèöåâû).
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Ïðîèçâåäåíèå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è òîïîëîãèÿ (2)

Óòâåðæäåíèå: Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå

M ×M ′ Id−→ (M ×M ′, dρ∞)

ãîìåîìîðôèçì.

Äîêàçàòåëüñòâî:

Øàã 1: Îòêðûòûå øàðû â (M ×M ′, dρ∞) èìåþò âèä Br(x)× Br(x′). Ñëå-

äîâàòåëüíî, M ×M ′ Id−→ (M ×M ′, dρ∞) íåïðåðûâíî.

Øàã 2: Ïðîåêöèè (M×M ′, dρ∞)
π−→ M , (M×M ′, dρ∞)

π′−→ M ′ íåïðåðûâíû,
ïîòîìó ÷òî îíè ëèïøèöåâû.

Øàã 3: Îòîáðàæåíèå X −→M × M ′ íåïðåðûâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà åãî êîìïîçèöèè ñ π, π′ íåïðåðûâíû. Ïîýòîìó

(M ×M ′, dρ∞)
Id−→ M ×M ′

íåïðåðûâíî.
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Ïîëóìåòðèêè: îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå:
Ïóñòü d : M ×M −→ R>0 ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíû:
Ðåôëåêñèâíîñòü: d(x, x) = 0
Ñèììåòðè÷íîñòü: d(x, y) = d(y, x)
Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà: d(x, y) 6 d(x, z) + d(z, y)

Òîãäà d íàçûâàåòñÿ ïîëóìåòðèêîé

Îò îïðåäåëåíèÿ ìåòðèêè ýòî îòëè÷àåòñÿ òîëüêî îòñóòñòâèåì óñëîâèÿ
íåâûðîæäåííîñòè: d(x, y) = 0 ⇒ x = y.

Îïðåäåëåíèå:
Îòêðûòûì øàðîì â ïîëóìåòðèêå d íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Br,d(x) = {y ∈ M | d(x, y) < r}.
Îòêðûòûå øàðû çàäàþò íà M òîïîëîãèþ, íåõàóñäîðôîâó åñëè M íå ìåò-
ðèêà.

Çàìå÷àíèå:
Óñëîâèå d(x, y) = 0 çàäàåò íà M îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.
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Ïîëóìåòðèêè è ìåòðèêè

Åñëè d(x, y) = 0, òî

d(z, x) + d(x, y) > d(y, z), d(z, y) + d(y, x) > d(z, x),

ïîýòîìó d(z, x) = d(y, z). Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ d êîððåêòíî îïðå-

äåëåíà íà ìíîæåñòâå M êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ

d(x, y) = 0. Îíà çàäàåò ìåòðèêó íà M.

Óòâåðæäåíèå: Êàæäîå ïðîñòðàíñòâî (M, d) ñ ïîëóìåòðèêîé íàäåëåíî

ñþðüåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì π : M −→M â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

(M, d), ïðè ýòîì

d(x, y) = d(π(x), π(y)). (∗)

Çàìå÷àíèå: Åñëè çàäàíî îòîáðàæåíèå π : M −→M â ìåòðè÷åñêîå ïðî-

ñòðàíñòâî, òî ôîðìóëà (*) îïðåäåëÿåò íà M ïîëóìåòðèêó.
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Ïîëóíîðìû íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü V - âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R. Ôóíêöèÿ ν :

V −→ R>0 íàçûâàåòñÿ ïîëóíîðìîé íà V , åñëè èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå

Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà: ν(v + v′) 6 ν(v) + ν(v′).
Èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ãîìîòåòèè: ν(λv) = |λ|ν(v).

Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ïîëóíîðìîé íàäåëåíî ïîëóìåòðèêîé, ïî

ôîðìóëå d(x, y) = ν(x− y).

Îïðåäåëåíèå: Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ν(x) = 0, íàçû-

âàåòñÿ íóëü-ïðîñòðàíñòâîì ïîëóíîðìû.

Çàìå÷àíèå: Îòîáðàæåíèå V −→ V ýòî îòîáðàæåíèå V â åãî ôàêòîðïðî-

ñòðàíñòâî ïî íóëü-ïðîñòðàíñòâó, à V - íîðìèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðî-

ñòðàíñòâî.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Òèõîíîâñêàÿ òîïîëîãèÿ

Îáîçíà÷åíèÿ: Map(A, B) � ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé èç A â B

Ïóñòü M - íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, à I � íàáîð èíäåêñîâ (íå îáÿçàòåëüíî

êîíå÷íûé èëè ñ÷åòíûé). Îáîçíà÷èì çà MI ïðîèçâåäåíèå M íà ñåáÿ I ðàç.

Çàìå÷àíèå: Ïðîñòðàíñòâî MI åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ Map(I, M)

Åñëè α ∈ I, îáîçíà÷èì çà πα : MI −→M ïðîåêöèþ èç MI íà êîìïîíåíòó

ñ èíäåêñîì α.

Äëÿ íàáîðà èíäåêñîâ α1, ..., αn ∈ I, îáîçíà÷èì çà

πα1,...,αn : MI −→Mn

ïðîåêöèþ MI íà ïðîèçâåäåíèå êîìïîíåíò ñ èíäåêñàìè α1, ..., αn.
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Òèõîíîâñêàÿ òîïîëîãèÿ (ïðîäîëæåíèå)

Óòâåðæäåíèå: Ïóñòü M � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à U - ñëàáåéøàÿ

òîïîëîãèÿ íà MI, â êîòîðîé íåïðåðûâíû âñå îòîáðàæåíèÿ πα. Òîãäà U
çàäàåòñÿ ïðåäáàçîé âèäà

{π−1
α (U) | α ∈ I, U ⊂ M, U îòêðûòî}.

Êðîìå òîãî, U çàäàåòñÿ áàçîé âèäà

{π−1
α1,...,αn

(U1 × U2 × ...× Un) | α1, ..., αn ∈ I, Ui ⊂ M, Ui îòêðûòû}.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðåäáàçà π−1
α (U) ñîñòîèò èç ïðîîáðàçîâ îòêðûòûõ

ìíîæåñòâ íà M . Êîíå÷íûå ïåðåñå÷åíèÿ ýëåìåíòîâ èç π−1
α (U) çàäàþò

π−1
α1,...,αn

(U1 × U2 × ...× Un), ïîòîìó ÷òî⋂
i

π−1
αi

(Ui) = π−1
α1,...,αn

(U1 × U2 × ...× Un),

Îïðåäåëåíèå: Òàêàÿ òîïîëîãèÿ íà MI íàçûâàåòñÿ òèõîíîâñêîé, èëè

òîïîëîãèåé ïðîèçâåäåíèÿ, èëè ñëàáîé òîïîëîãèåé.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Òèõîíîâñêàÿ òîïîëîãèÿ (ïðîäîëæåíèå)

Çàìå÷àíèå: MI õàóñäîðôîâî, åñëè M õàóñäîðôîâî.

Çàìå÷àíèå: Îòîáðàæåíèå X −→MI íåïðåðûâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà íåïðåðûâíû åãî êîìïîçèöèè ñ πα, äëÿ âñåõ α ∈ I.

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü íà ìíîæåñòâå M çàäàíà íàáîð ïîëóìåòðèê {dα}.
Òîïîëîãèÿ, çàäàííàÿ ñåìåéñòâîì ïîëóìåòðèê {dα} - ýòî òîïîëîãèÿ,

ïîñòðîåííàÿ ïî ïðåäáàçå Br,dα(x), äëÿ âñåõ x ∈ M, dα ∈ {dα}, r ∈ R>0.

Óòâåðæäåíèå: Ïóñòü (M, d) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ êàæäîãî

èíäåêñà α ∈ I, îïðåäåëèì ïîëóìåòðèêó dα íà MI ïî ôîðìóëå

dα(x, y) = d(πα(x), πα(y)).

Ðàññìîòðèì òîïîëîãèþ U1, îïðåäåëåííóþ íà M ñèñòåìîé ïîëóíîðì dα.

Òîãäà ýòà òîïîëîãèÿ ñîâïàäàåò ñ òèõîíîâñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðåäáàçà äëÿ òèõîíîâñêîé òîïîëîãèè � ïðîîáðàçû îò-

êðûòûõ øàðîâ π−1
α (Br(x). Òîïîëîãèÿ U1 çàäàåòñÿ òîé æå ïðåäáàçîé.
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Ïîëíîòà ñåìåéñòâà ïîëóìåòðèê

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü (M, {dα}) ïðîñòðàíñòâî ñ ñåìåéñòâîì ïîëóìåòðèê,

à {xi} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê â M . Ãîâîðèòñÿ, ÷òî {xi} � ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü Êîøè îòíîñèòåëüíî ýòîãî ñåìåéñòâà ïîëóìåòðèê,

åñëè äëÿ êàæäîãî èíäåêñà α, è äëÿ êàæäîãî ε > 0, ïî÷òè âñå ýëåìåí-

òû {xi} ëåæàò â ε-øàðå Bε,dα(x). Ãîâîðèòñÿ, ÷òî (M, {dα}) ïîëíî, åñëè
êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè èìååò ïðåäåë â òîïîëîãèè, çàäàííîé

ïîëóìåòðèêàìè.

Óòâåðæäåíèå: Ïóñòü M � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à I - íåêî-

òîðûé íàáîð èíäåêñîâ. Ðàññìîòðèì MI ñ òèõîíîâñêîé òîïîëîãèåé, è ïî-

ëóìåòðèêàìè dα, çàäàííûìè âûøå. Òîãäà MI ïîëíî.

Äîêàçàòåëüñòâî:
Ïóñòü {xi} ∈ MI - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè. Îòîæäåñòâëÿÿ MI ñ Map(I, M), ìû ìîæåì
ðàññìàòðèâàòü xi êàê îòîáðàæåíèÿ I

xi−→ M .
Ïî îïðåäåëåíèþ, {xi} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè ⇔ äëÿ êàæäîãî èíäåêñà
α ∈ I, îáðàçû {xi(α)} çàäàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè â M .

Ïîñêîëüêó M ïîëíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè {xi(α)} ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó x(α) ∈ M .
Ýòî çàäàåò îòîáðàæåíèå I

x−→ M , êîòîðîå è áóäåò ïðåäåëîì {xi}.
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Òîïîëîãèÿ ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè

Çàìå÷àíèå: Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{xi} ∈ Map(I, M)

ñõîäèòñÿ ê I
x−→ M â òèõîíîâñêîé òîïîëîãèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xi(α)} ñõîäèòñÿ ê x(α) äëÿ ëþáîãî èíäåêñà α. Ïî-

ýòîìó òèõîíîâñêóþ òîïîëîãèþ íàçûâàþò åùå òîïîëîãèåé ïîòî÷å÷íîé

(ïî÷ëåííîé) ñõîäèìîñòè.

Êîãäà M = R, à I = N (ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë), MI � ýòî ìíîæå-

ñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ñ òîïîëîãèåé ïî÷ëåííîé

ñõîäèìîñòè. Ýòó òîïîëîãèþ ÷àñòî íàçûâàþò ñëàáîé òîïîëîãèåé.

Ñëàáóþ òîïîëîãèþ îòêðûë âåíãåðñêèé ìàòåìàòèê Ôðèäüåø Ðèññ.

Îíà çàìå÷àòåëüíà òåì, ÷òî íå ìîæåò áûòü èíäóöèðîâàíà íèêàêîé íîðìîé.
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Frigyes Riesz

(1880 � 1956)
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ãèëüáåðòîâ êóá è òèõîíîâñêèé êóá

Îïðåäåëåíèå: Ðàññìîòðèì îòðåçîê [0,1], è ïóñòü [0,1]N � ìíîæåñòâî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òî÷åê èç [0,1]. Äëÿ {xi}, {yi} ∈ [0,1]N, îïðåäåëèì
ìåòðèêó ôîðìóëîé

dh({xi}, {yi}) :=
∞∑

i=1

|xi − yi|
i2

Ïðîñòðàíñòâî ([0,1]N, dh) íàçûâàåòñÿ ãèëüáåðòîâ êóá.

Îïðåäåëåíèå: Ïðîñòðàíñòâî [0,1]N ñ òîïîëîãèåé ïðîèçâåäåíèÿ íàçûâà-

åòñÿ òèõîíîâñêèé êóá.

Òåîðåìà: Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå Id çàäàåò ãîìåîìîðôèçì ìåæäó

òèõîíîâñêèì êóáîì It è ãèëüáåðòîâûì êóáîì Ih.
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Ãèëüáåðòîâ êóá è òèõîíîâñêèé êóá (ïðîäîëæåíèå)

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî Ih
Id−→ It � ãîìåîìîðôèçì.

Øàã 1. Ïóñòü πn : [0,1]N −→ [0,1] � ïðîåêöèÿ. Ïîñêîëüêó

πn : Ih −→ [0,1]

n2-ëèïøèöåâî, πn íåïðåðûâíî íà Ih.

Øàã 2.

Äëÿ ëþáîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X, îòîáðàæåíèå X
ϕ−→ It

íåïðåðûâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîìïîçèöèÿ ϕ ◦ πi íåïðåðûâíà

äëÿ âñåõ i. Ïîýòîìó Ih
Id−→ It íåïðåðûâíî.

Øàã 3.

Ïóñòü (M, {dα}) - ïðîñòðàíñòâî ñ òîïîëîãèåé, çàäàííîé ñèñòåìîé ïîëó-

ìåòðèê {dα}, à dα(x, ·) : M −→ R ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò y â dα(x, y).

Òîãäà ôóíêöèÿ dα(x, ·) íåïðåðûâíà.
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Ãèëüáåðòîâ êóá è òèõîíîâñêèé êóá (÷àñòü 3)

Øàã 4. Ïóñòü v = {vi} ∈ [0,1]N � ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ðàññìîòðèì

ôóíêöèþ µv : It −→ R,

µv({yi}) :=
∞∑

k=1

dk({xi}, {yi})
k2

Îíà íåïðåðûâíà, ïîòîìó ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ðÿäà, ñîñòàâëåííîãî èç

ôóíêöèé âèäà dα(x, ·).

Øàã 5.

Ïóñòü f : X −→M � îòîáðàæåíèå èç òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â

ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (M, d). Äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ M , ðàññìîòðèì

ôóíêöèþ dz : M −→ R>0, dz(x) := d(z, x). Åñëè êîìïîçèöèè f◦dz : Z −→ R
íåïðåðûâíû äëÿ âñåõ z, òî f òîæå íåïðåðûâíà.

Øàã 6. Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå It
ι−→ Ih íåïðåðûâíî, ïîòîìó

÷òî íåïðåðûâíû ôóíêöèè ι◦dz. Â ñàìîì äåëå, ι◦dz = µz, ãäå µz � ôóíêöèÿ,

îïðåäåëåííàÿ â Øàãå 4.
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Àíäðåé Íèêîëàåâè÷ Òèõîíîâ

(1906 � 1993)
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