7. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÌÅËÃÉÑ 7: ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ

7.1. îÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.1. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒ- ÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ A É B ⊂ M ÉÍÅÀÔ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.2. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÁËÓÉÏÍÁ èÁÕÓÄÏÒÆÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÒÁÚÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÉÍÅÀÔ ÎÅÐÅÒÅ- ÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ. åÓÌÉ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÚÁÍËÎÕÔÙ, ÔÏ ÉÚ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏÓÔØ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÁËÓÉÏÍÅ ô4, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏ É ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.3. ðÕÓÔØ U ⊂ V ÄŒÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ U ÌÅÖÉÔ Œ V . üÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÅÔÓÑ ÔÁË: U ⋐ V .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.4. îÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁŒÎÏ- ÓÉÌØÎa ÔÁËÏÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÕ. ðÕÓÔØ U ⊃ A { ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ A. ôÏÇÄÁ ÅÓÔØ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ⊃ A ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ V ⋐ U. œÏÚØ- ÍÅÍ B := M\U, É ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ. üÔÏ ÄÁÓÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ⊃ A, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏ- ÓÔØÀ W ⊃ B. äÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë W ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ V , É ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ U, ÐÏÜÔÏÍÕ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ V ÔÏÖÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ U.

îÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 7-8 { 1 { version 2.0, 2.05.2008

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.5. ðÕÓÔØ U_0 ⋐ U_1 - ÄŒÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÎÏÒÍÁÌØ- ÎÏÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ U_{1=2}, Ó U_0 ⋐ U_{1=2} ⋐ U_1. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ŒÏÚØÍÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ A ÚÁÍÙËÁÎÉÅ U_0, É ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅÍ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.6. ðÕÓÔØ M - ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ M ÎÏÒ- ÍÁÌØÎÏ É ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ A, B - ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. œÏÚØÍÅÍ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ

V := ⋃ z∈A B 1_{2 d(z;B)}(z); W := ⋃ z∈B B 1_{2 d(z;A)}(z):

ïÎÉ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ).

7.2. æÕÎËÃÉÉ õÒÙÓÏÎÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.7. ðÕÓÔØ A, B - ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ M. îÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ’ : M −→ [0; 1] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ õÒÙÓÏÎÁ (Urysohn function), ÅÓÌÉ ’ | |_A = 0, ’ | |_B = 1.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.8. œ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÀ õÒÙÓÏÎÁ ÍÏÖ- ÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ, ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

’(z) = min ( 1; d(x; A) d(x; B) ) :

ôÅÏÒÅÍÁ 7.9: (ìÅÍÍÁ õÒÙÓÏÎÁ) ðÕÓÔØ M - ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ. M ÎÏÒÍÁÌØÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÎÅÐÅ- ÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ õÒÙÓÏÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ õÒÙÓÏÎÁ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ U_1 ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë B, ÚÁ U_0 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ A. œÏÚØÍÅÍ U_{1=2} ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ U_0 ⋐ U_{1=2} ⋐ U_1, ÐÏÔÏÍ ŒÏÚØÍÅÍ U_{1=4} ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ U_0 ⋐ U_{1=4} ⋐ U_{1=2} É U_{3=4} ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ U_{1=2} ⋐ U_{3=4} ⋐ U_1. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ. ðÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÄŒÏÉÞÎÏ-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ^1 – ∈ [0; 1] ŒÙÂÒÁÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U_–, ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÒÉ – > 0, ÐÒÉÞÅÍ ÄÌÑ – < —, ÉÍÅÅÍ U_– ⋐ U_—.

1îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄŒÏÉÞÎÏ-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ŒÉÄÁ^n_{2m} , ÇÄÅ n; m ÃÅÌÙÅ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 7-8 { 2 { version 2.0, 2.05.2008

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ’ : U_1 −→ [0; 1]

’(x) := inf{– | x ∈ U_–}:

ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ M, ÄÏÏÐÒÅÄÅÌÉŒ ÅÅ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ’ | |_B = 1.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ’ | |_A = 0. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ’ - ÆÕÎËÃÉÑ õÒÙÓÏÎÁ, ÎÁÄÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÅÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ’^{−1}([0; ¸[) ÏÔËÒÙÔÏ, Á ’^{−1}([0; ˛]) ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ¸; ˛ ∈ [0; 1].

éÍÅÅÍ ’^{−1}([0; ¸[) = ⋃ –<¸ U_–

(ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ). üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÏÔËÒÙÔÏ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,

’^{−1}([0; ˛]) = ⋂ ¸>˛ ’^{−1}([0; ¸[) = ⋂ ¸>˛ ( ⋃ –<¸ U_– ) :

üÔÏ ÄÁÅÔ ’^{−1}([0; ˛]) = ⋂ –>˛ U_–:

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ U_– ÚÁÍÙËÁÎÉÅ U_–: ðÏÓËÏÌØËÕ

U_– ⊂ U_– ⊂ U_{–+} ˘−fi_2

ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ – > ˛, ÉÍÅÅÍ ⋂ –>˛ U_– ⊂ ⋂ –>˛ U_– ⊂ ⋂ –>˛ U_{–+} ˘−fi_2 = ⋂ –>˛ U_–:

íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ’^{−1}([0; ˛]) = ⋂ –>˛ U_–;

Á ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÚÁÍËÎÕÔÏ. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÌÅÍÍÕ õÒÙÓÏÎÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.10. åÓÌÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÅÒÎÁ ÌÅÍÍÁ õÒÙÓÏÎÁ, ÏÎÏ ÎÏÒ- ÍÁÌØÎÏ (ÄÏËÁÖÉÔÅ).

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 7-8 { 3 { version 2.0, 2.05.2008

7.3. "óÏÚÄÁÔÅÌØ ÓÏŒÅÔÓËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ"

ïÓÎÏŒÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÏÂÝÅÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ "ÍÏÓËÏŒÓËÏÊ ÛËÏ- ÌÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ" - õÒÙÓÏÎÕ, áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒÕ É ôÉÈÏÎÏŒÕ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏŒÅÌÉ ÎÁÞÁÌÏ É ÓÅÒÅÄÉÎÕ 1920-È ÇÏÄÏŒ, ÒÅÛÁÑ ÐÒÏÂÌÅÍÕ ÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉ- ÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, É ÉÚÕÞÁÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

ð. ó. áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒ ÂÙÌ ÕÞÅÎÉËÏÍ î. î. ìÕÚÉÎÁ, ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÁ ÐÏ ÔÅÏ- ÒÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ. œ ËÏÎÃÅ 1910-È ÇÏÄÏŒ, ìÕ- ÚÉÎ ÚÁÎÉÍÁÌÓÑ ÏÂÝÉÍÉ ŒÏÐÒÏÓÁÍÉ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. œ 1917-Í ÇÏÄÕ ìÕ- ÚÉÎ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒÕ ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÂÝÕÀ ÆÏÒÍÕ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ-ÇÉÐÏ- ÔÅÚÙ (Ï ÎÅÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÏÝÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÊ ÍÅÖÄÕ X É 2^X ). óÅÊÞÁÓ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÎÉ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ-ÇÉÐÏÔÅÚÁ, ÎÉ ÅÅ ÏÔÒÉÃÁ- ÎÉÅ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÁËÓÉÏÍ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒ ÐÒÏŒÅÌ ÎÅÍÁÌÏ ŒÒÅÍÅÎÉ, ÚÁÐÉÓÙŒÁÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ, ËÁË ÏËÁÚÁÌÏÓØ - ÎÅÐÒÁŒÉÌØÎÏÅ. ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÏÊ ËÁÔÁÓÔÒÏÆÙ, áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒ ÂÒÏÓÉÌ ÍÁ- ÔÅÍÁÔÉËÕ, É ÓÔÁÌ ÒÅÖÉÓÓÅÒÏÍ.

ðÒÏŒÅÄÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÌÅÔ Œ ÚÁÎÑÔÉÑÈ ÔÅÁÔÒÏÍ É ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÎÏÊ ÄÅÑÔÅÌØ- ÎÏÓÔØÀ, áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒ ŒÅÒÎÕÌÓÑ Œ íÏÓËŒÕ É ÐÏÓÔÕÐÉÌ Œ ÁÓÐÉÒÁÎÔÕÒÕ. ôÁÍ ÏÎ ŒÓÔÒÅÔÉÌÓÑ Ó ð. ó. õÒÙÓÏÎÏÍ, ÓÔÕÄÅÎÔÏÍ ÎÁ 2 ÇÏÄÁ ÅÇÏ ÍÌÁÄÛÅ.

ðÏÓÌÅ ŒÏÚŒÒÁÝÅÎÉÑ Œ íÏÓËŒÕ áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒ ÐÒÏÄÏÌÖÉÌ ÚÁÎÑÔÉÑ ÆÕÎË- ÃÉÑÍÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ, ÐÏÐÕÌÑÒÎÙÅ Œ íÏÓËŒÅ. õÒÙÓÏÎ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÌ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÐÏËÏÌÅÎÉÀ. îÁÞÁŒ ÓŒÏÅ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ËÁË ÆÉ- ÚÉË, ÏÎ ÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÌ ÓŒÏÀ ÐÅÒŒÕÀ ÓÔÁÔØÀ, Ï ÒÅÎÔÇÅÎÏŒÓËÏÍ ÓŒÅÞÅÎÉÉ, Œ 1915-Í ÇÏÄÕ, 17-ÔÉ ÌÅÔ, ÎÏ Œ ÓËÏÒÏÍ ŒÒÅÍÅÎÉ ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÌÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉ- ËÏÊ. úÁÝÉÔÉŒ ÄÉÓÓÅÒÔÁÃÉÀ ÐÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍ, õÒÙÓÏÎ, ÐÏ ÓÏŒÅÔÕ ä. æ. åÇÏÒÏŒÁ, ÚÁÎÑÌÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, É ÐÒÏŒÅÌ 1921 É 1922 ÇÏÄÙ, ÒÁÚÒÁÂÁÔÙŒÁÑ ÔÅÏÒÉÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ.

õÒÙÓÏÎ ÐÙÔÁÌÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÉÔØ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ËÏÎÓÔÒÕË- ÃÉÉ èÁÕÓÄÏÒÆÁ Ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÉÄÅÑÍÉ, ÐÏÄÞÅÒÐÎÕÔÙÍÉ Õ ðÕÁÎËÁÒÅ, É ÎÅÍÁÌÏ ÐÒÅÕÓÐÅÌ Œ ÜÔÏÍ - ÓÁÍ ÐÒÅÄÍÅÔ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅ- ÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

œ 1921-22 ÇÏÄÁÈ õÒÙÓÏÎ ÞÉÔÁÌ Œ íÏÓËÏŒÓËÏÍ õÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔÅ ËÕÒÓ, ÐÏÄ ÎÁÚŒÁÎÉÅÍ "ôÏÐÏÌÏÇÉÑ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ", ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÉÏÂÝÁÌ ÍÏÓËÏŒÓËÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÏÂÝÅÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ Ë ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, É ÐÒÉÏÂÝÉÌ; ð. ó. áÌÅË- ÓÁÎÄÒÏŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔ õÒÙÓÏÎÁ "ÓÏÚÄÁÔÅÌÅÍ ÓÏŒÅÔÓËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ". ôÏÇÄÁ ÖÅ õÒÙÓÏÎ ÓÔÁÌ, ÎÁ ËÒÁÔËÏÅ ŒÒÅÍÑ, ÎÁÕÞÎÙÍ ÒÕËÏŒÏÄÉÔÅÌÅÍ á. î. ëÏÌ- ÍÏÇÏÒÏŒÁ (ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÕ ÂÙÌÏ 18 ÌÅÔ, ÎÏ ÏÎ ÕÓÐÅÌ ÐÒÏÓÌÁŒÉÔØÓÑ, ÎÁÊÄÑ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒ Ë ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÚÁÄÁÞ î. î. ìÕÚÉÎÁ).

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 7-8 { 4 { version 2.0, 2.05.2008

ë ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÑÍ õÒÙÓÏÎÁ ŒÓËÏÒÅ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÉÌÓÑ É ÓÁÍ áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒ, É Œ 1923-Í ÇÏÄÕ áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒ É õÒÙÓÏÎ ÎÁÐÉÓÁÌÉ ÓÏŒÍÅÓÔÎÕÀ ÒÁÂÏÔÕ, ÇÄÅ ÄÁÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (Œ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ ÔÏÇÏ ŒÒÅÍÅÎÉ "ÂÉËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ"; ÒÕÓÓËÉÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÙ ÐÏ ÏÂÝÅÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÉÎÏÇÄÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÜÔÏ ÓÌÏŒÏ).

1923-Ê É 1924-Ê ÇÏÄÙ áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒ É õÒÙÓÏÎ ÐÒÏŒÅÌÉ Œ ÐÏÅÚÄËÁÈ ÚÁ- ÇÒÁÎÉÃÕ. äÅÎØÇÉ ÎÁ ÜÔÉ ÐÏÅÚÄËÉ ÏÎÉ ÚÁÒÁÂÁÔÙŒÁÌÉ, ÞÉÔÁÑ Œ íÏÓËŒÅ, œÏÒÏÎÅÖÅ, óÍÏÌÅÎÓËÅ É ÄÒÕÇÉÈ ÇÏÒÏÄÁÈ ÐÕÂÌÉÞÎÙÅ ÌÅËÃÉÉ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ üÊÛÔÅÊÎÁ. œÙÇÏÄÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ËÕÒÓÁ ÞÅÒŒÏÎÃÁ Ë ÚÁÐÁÄÎÙÍ ŒÁÌÀÔÁÍ ÐÒÉŒÅÌÏ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÄÅÎÅÇ ÏÔ 20 ÌÅËÃÉÊ ÈŒÁÔÁÌÏ ÄÌÑ ÐÏÌÕÇÏÄÉÞÎÏÊ ÐÏÅÚÄËÉ ÐÏ ÎÁÕÞÎÙÍ ÃÅÎÔÒÁÍ åŒÒÏÐÙ, É ÄÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÅÛÅÈÏÄÎÙÈ ÜËÓÐÅÄÉÃÉÊ.

úÁ 2 ÇÏÄÁ, ÏÓÔÁŒÛÉÅÓÑ ÄÏ ÅÇÏ ÓÍÅÒÔÉ Œ 1924-Í ÇÏÄÕ (õÒÙÓÏÎ ÕÔÏ- ÎÕÌ Œ ÍÏÒÅ Õ ÂÅÒÅÇÏŒ âÒÅÔÁÎÉ), õÒÙÓÏÎ ÄÏËÁÚÁÌ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÓÏ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÏÊ; ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÎ ÉÚÏÂÒÅÌ ÌÅÍÍÕ, ÎÁÚŒÁÎÎÕÀ ÅÇÏ ÉÍÅÎÅÍ.

ðÁŒÅÌ óÁÍÕÉÌÏŒÉÞ õÒÙÓÏÎ (1898 - 1924)

ðÏÓÌÅÄÎÅÊ ÒÁÂÏÔÏÊ õÒÙÓÏÎÁ ÂÙÌÁ ÓÔÁÔØÑ ÏÂ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÍ ÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ (ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ õÒÙÓÏÎÁ), Œ ËÏÔÏÒÏÅ

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 7-8 { 5 { version 2.0, 2.05.2008

ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÎÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ É ÄÉÁÍÅÔÒÁ.

ìÅÍÍÁ õÒÙÓÏÎÁ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ŒÁÖÎÅÊÛÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÏÂÝÅÊ ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÉ, ÎÁÒÑÄÕ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ ôÉÈÏÎÏŒÁ Ï ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ËÏÍ- ÐÁËÔÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. õÓÌÏŒÉÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ Œ ÌÅÍ- ÍÅ õÒÙÓÏÎÁ, ÓÏŒÓÅÍ ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔÅÌØÎÏ: ËÁË ÂÕÄÅÔ ŒÉÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ, ÌÀÂÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ, ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏ.

éÚ ÌÅÍÍÙ õÒÙÓÏÎÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÞÒÅÚŒÙÞÁÊÎÏ ÐÏÌÅÚÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ôÉÔ- ÃÅ Ï ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ (Tietze extension theorem): ÅÓÌÉ A ⊂ M { ÚÁÍËÎÕ- ÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, Á f : A −→ [0; 1] { ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ A, ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ F : M −→ [0; 1] ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ F | |_A = f.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉ- ÍÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ: ÎÁÄÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ f ËÁË ÓÕÍÍÕ ÒÑÄÁ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÇÏ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ f_i : M −→ [0; ¸_i], ∑ ¸_i < 1, ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ A, É ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÄÏ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ M Œ [0; ¸_i] ÐÏ ÌÅÍÍÅ õÒÙÓÏÎÁ.

7.4. îÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÎÕÌØ-ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ

ðÕÓÔØ M { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ M ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÅÔ ÁËÓÉÏÍÅ ô6, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ, ÎÏÒÍÁÌØÎÏ É ËÁÖÄÏÅ ÚÁ- ÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ M ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÁË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓŒÏÉÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 7.11: ìÀÂÏÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ, ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M ÓÏ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÏÊ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ô6.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ûÁÇ 1: ðÕÓÔØ {U_i} - ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÙ ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÉ M ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ËÁÖÄÏÇÏ U_i ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó A. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ⋃ i U_i = M\A.

ûÁÇ 2: œÏÚØÍÅÍ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ U_i, ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V_i := M\U_i, ÇÄÅ U_i { ÚÁÍÙËÁÎÉÅ U_i. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ V_i ÓÏÄÅÒÖÉÔ A, ÐÏÓËÏÌØËÕ U_i

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 7-8 { 6 { version 2.0, 2.05.2008

ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Ó A. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ⋂ V_i ⊂ ⋂ i (M\U_i) = M\ ⋃ i U_i = A:

íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ Œ í ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÁ ô6.

ôÅÏÒÅÍÁ 7.12: ðÕÓÔØ M { ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á A ⊂ M { ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÒÁŒÎÏ- ÓÉÌØÎÙ.

(i) íÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÁË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔ- ËÒÙÔÙÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ W_i ⊃ A.

(ii) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : M −→ [0; 1] ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ A = f^{−1}(0).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: éÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (ii) ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ (i). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÏ, A = ⋂ i f^{−1}([0;^1_{2i} [), Á ŒÓÅ ÜÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÔËÒÙÔÙ. óÌÅÄÓÔŒÉÅ (i) ⇒ (ii) ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÎÅÍÎÏÇÏ ŒÉÄÏÉÚÍÅÎÉŒ ÁÒÇÕÍÅÎÔ, ÄÏËÁÚÙŒÁÀ- ÝÉÊ ÌÅÍÍÕ õÒÙÓÏÎÁ. œÏÚØÍÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ B ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, É ÐÕÓÔØ V_1 ⊃ V_2 ⊃ V_3 ⊃ ::: { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÄÁÀÝÁÑ ⋂ i V_i = A.

âÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÎÁÂÏÒ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ U m_{2n} , U_– ⋐ U_— ÄÌÑ ŒÓÅÈ – < —, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U 1_{2n} ÓÏÄÅÒÖÁÌÏÓØ Œ V_n. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔŒÉÔØ, ÚÁÍÅÎÉŒ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ŒÙÂÒÁÎÎÏÅ U 1_{2n} ÎÁ U 1_{2n} ∩ V_n. ôÁËÁÑ ÚÁÍÅÎÁ ËÏÒÒÅËÔÎÁ, ÉÂÏ ŒÓÅ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÏÔ U 1_{2n} ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ õÒÙÓÏÎÁ { ÜÔÏ A ⊂ U 1_{2n} ⋐ U 1_{2n−1} , Á ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ U 1_{2n} ÎÁ U 1_{2n} ∩ V_n, ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ.

ðÕÓÔØ f(x) := inf{– | x ∈ U_–}

ÆÕÎËÃÉÑ õÒÙÓÏÎÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÐÏ ÎÁÂÏÒÕ {U_–}, É ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÅ 0 ÎÁ A. ôÏÇÄÁ f^{−1}([0;^1_{2i} [) ⊂ V_i, Á ÚÎÁÞÉÔ

f^{−1}(0) = ⋂ i f^{−1} ([ 0; 1 2^i [) ⊂ ⋂ i V_i = A:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.13. ðÕÓÔØ A ⊂ M { ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : M −→ [0; 1] ÉÍÅÅÍ A = f^{−1}(0). ôÏÇÄÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÕÌØ-ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 7-8 { 7 { version 2.0, 2.05.2008

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁËÓÉÏÍÁ ô6 ÄÌÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ M ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ M ÎÏÒÍÁÌØÎÏ, ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ, Á ŒÓÑËÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌØ-ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ.

7.5. ôÅÏÒÅÍÁ õÒÙÓÏÎÁ Ï ÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ

ðÕÓÔØ M { ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ, ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ôÏ- ÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÒÁÚÎÙÈ ÔÏÞÅË x; y ∈ M ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ õÒÙÓÏÎÁ f_{x;y} : M −→ [0; 1], ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ 0 ÎÁ x, É 1 ÎÁ y.

œÏÚØÍÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ I = M × M\´, ÇÄÅ ´ ÜÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ. æÕÎËÃÉÉ f_{x;y} ÚÁÄÁÀÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M Q (x;y)∈I fx;y

−−−−−−−−→ [0; 1]^I (7.5.1)

Œ ÔÉÈÏÎÏŒÓËÉÊ ËÕÂ; ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ÏÎÏ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ f_{x;y}(x) ≠ f_{x;y}(y), ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F := ∏ (x;y)∈I fx;y

ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ.

üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÐÏÌÅÚÎÏ. éÚ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ F ÎÅ ÓÌÅÄÕ- ÅÔ, ÞÔÏ M ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÏÂÒÁÚÕ F . ôÁËÖÅ, ÔÉÈÏÎÏŒÓËÉÊ ËÕÂ [0; 1]^I ÎÅ ÍÅÔÒÉÚÕÅÍ, ÅÓÌÉ I ÎÅÓÞÅÔÎÏ.

îÅÍÎÏÇÏ ŒÉÄÏÉÚÍÅÎÉŒ ÜÔÏÔ ÁÒÇÕÍÅÎÔ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ É ÔÏÇÏ, É ÄÒÕ- ÇÏÇÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ 7.14: ðÕÓÔØ M { ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ, ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÏÊ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ, ÉÎSSÅË- ÔÉŒÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ M^˘,→ [0; 1]^N Œ ÓÞÅÔÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÏŒ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ˘ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ M ÎÁ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.15. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 7.14 ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ õÒÙÓÏ- ÎÁ Ï ÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ: ÌÀÂÏÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ, ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M ÓÏ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÏÊ ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, M ÇÏÍÅÏ- ÍÏÒÆÎÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÔÉÈÏÎÏŒÓËÏÇÏ ËÕÂÁ [0; 1]^N, Á ÔÉÈÏÎÏŒÓËÉÊ ËÕÂ ÍÅ- ÔÒÉÚÕÅÍ, ÉÂÏ ÏÎ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÕ ËÕÂÕ (ÏÂ ÜÔÏÍ ÓÍ. ÐÒÅÄÙÄÕ- ÝÕÀ ÌÅËÃÉÀ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 7.14.

ðÕÓÔØ {U_i} { ÓÞÅÔÎÁÑ ÂÁÚÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ M, Á A_i := M\U_i. ðÏÓËÏÌØËÕ M { ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ, ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÏÊ, ËÁÖÄÏÅ A_i

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 7-8 { 8 { version 2.0, 2.05.2008

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌØ-ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ. é Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÚ õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 7.11 ÓÌÅÄÕ- ÅÔ, ÞÔÏ Œ M ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ô6. éÚ ôÅÏÒÅÍÙ 7.12 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Œ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ f_i : M −→ [0; 1], ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f^{−1}_i (0) = A_i.

œÏÚØÍÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ M Œ ÔÉÈÏÎÏŒÓËÉÊ ËÕÂ: M Q i f_i

−→ [0; 1]^N:

ðÏÓËÏÌØËÕ U_i ÜÔÏ ÂÁÚÁ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË x ≠ y ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ A_i, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ x É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ y (ÄÏËÁÖÉ- ÔÅ ÜÔÏ). ðÏÓËÏÌØËÕ f^{−1}_i (0) = A_i, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ õÒÙÓÏÎÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ f_i(x) = 0; f_i(y) ≠ 0. ðÏÜÔÏÍÕ ˘ := ∏ i f_i ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ôÅÏÒÅÍÙ 7.14, ÏÓÔÁÌÏÓØ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ˘ { ÜÔÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ M ÎÁ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ. á ÐÒÉÏÒÉ, ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ÎÅ ÔÁË. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ M { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, ÌÀÂÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ M −→ [0; 1]^N ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, ÎÏ ÎÅ ÌÀÂÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ { ÇÏÍÅÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ.

þÔÏÂÙ ˘ ÂÙÌÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ, ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÌÀÂÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ M ÐÏÌÕÞÁÌÏÓØ ËÁË ÐÒÏÏÂÒÁÚ ˘^{−1}(U), ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ- ÔÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ U ⊂ [0; 1]^N. äÌÑ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÂÁÚÅ U_i, ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ, ÉÂÏ U_i = f^{−1}_i (]0; 1]), Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U_i ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÉÄÁ

[0; 1] × [0; 1] × · · · ×]0; 1] × [0; 1] × · · · ⊂ [0; 1]^N:

ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ M ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉ- ÅÍ U_i, ŒÓÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ M { ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÏÔËÒÙÔÙÈ Œ [0; 1]^N: ðÏÜÔÏÍÕ ˘ { ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÔÅÏÒÅÍÕ õÒÙÓÏÎÁ.

7.6. ôÅÏÒÅÍÙ Ï ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÏÓÔÉ

ôÅÏÒÅÍÁ õÒÙÓÏÎÁ ÄÁÅÔ ÐÏÌÎÕÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁÃÉÀ ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÙÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉ- ÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÓÏ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÏÊ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏ É ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ.

äÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÙ, ÐÒÏÓÔÏÇÏ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÍÅ- ÔÒÉÚÕÅÍÏÓÔÉ ÎÅÔ.

óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÇÏ ŒÅÒÓÉÊ ÍÅÔÒÉÚÁÃÉÏÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÔÒÅ- ÂÕÀÔ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÙ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 7-8 { 9 { version 2.0, 2.05.2008

óÁÍÁÑ ÐÏÌÅÚÎÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ à. í. óÍÉÒÎÏŒÕ (1951), É ÔÒÅ- ÂÕÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÁÒÁËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÜÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÉÓÐÏÌØ- ÚÏŒÁÔØÓÑ ÎÅ ÂÕÄÅÔ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.16. ðÏËÒÙÔÉÅ {U_¸} ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ M ÌÅÖÉÔ Œ ËÏÎÅÞ- ÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ {U_¸} ðÏËÒÙÔÉÅ {V_˛} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÍÅÌØÞÅÎÉÅÍ ÐÏËÒÙÔÉÑ {U_¸}, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ {V_˛ } ÌÅÖÉÔ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÅ {U_¸}. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁËÏÍÐÁËÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ M ÉÍÅÅÔ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÉÚÍÅÌØÞÅÎÉÅ.

áÎÇÌÉÊÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË áÒÔÕÒ èÁÒÏÌØÄ óÔÏÕÎ (Arthur Harold Stone), ÉÚÏÂÒÅÔÁÔÅÌØ ÆÌÅËÓÁÇÏÎÁ, ÄÏËÁÚÁÌ Œ 1948-Í ÇÏÄÕ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÁÒÁËÏÍÐÁËÔÎÙ. ôÅÏÒÅÍÁ óÍÉÒÎÏŒÁ Ï ÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÁÅÔ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÐÁÒÁËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÏ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ Õ ËÁ- ÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ÅÓÔØ ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÕÄÁÅÔÓÑ ÏÔ- ŒÅÔÉÔØ ÎÁ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ (ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ R^n).

8. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÌÅËÃÉÑ 8: ëÏÍÐÁËÔÙ

8.1. ëÏÍÐÁËÔÙ É ÓÌÁÂÏ ÓÅËŒÅÎÃÉÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔ- ÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÈÏÒÏÛÏ ŒÓÅÍ ÚÎÁËÏÍÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.1. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍ- ÐÁËÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ M ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏ- ËÒÙÔÉÅ.

ôÅÒÍÉÎ "ËÏÍÐÁËÔ" ŒŒÅÄÅÎ æÒÅÛÅ, Á ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ËÏÍÐÁËÔÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ð. ó. õÒÙÓÏÎÕ É ð. ó. áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒÕ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 7-8 { 10 { version 2.0, 2.05.2008

ðÁŒÅÌ óÅÒÇÅÅŒÉÞ áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒ (1896 - 1982)

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 8.2. úÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÍÐÁËÔÁ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ËÏÍÐÁË- ÔÎÏ (ÄÏËÁÖÉÔÅ). ïÂÒÁÔÎÏÅ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅŒÅÒÎÏ. œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÉÔÕ- ÁÃÉÉ, ÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ÉÚ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÙ. úÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ËÏÍÐÁËÔÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÈÁÕÓÄÏÒ- ÆÏŒÏÓÔÉ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ X ⊂ M - ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á z - ÔÏÞ- ËÁ ÅÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÌÅÖÉÔ Œ Z. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ- ŒÏÓÔØÀ, ÎÁÊÄÅÍ Õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U_È ∋ x, ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ U_x ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ z. œÙÂÒÁŒ ÉÚ {U_x} ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ, ÐÏ- ÌÕÞÉÍ ÐÏËÒÙÔÉÅ U_i, i = 1; 2; 3; :::; n ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X, ÐÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ŒÓÅÈ i, ÚÁÍÙËÁÎÉÅ U_i ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ z. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ n⋃ i=1 U_i = n⋃ i=1 U_i

(ÄÏËÁÖÉÔÅ ÅÇÏ). ðÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

⋃_n i=1 U_i ÚÁÍËÎÕÔÏ É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ z.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 8.3. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÚÁÍËÎÕÔÏ. œ ÎÅÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÜÔÏ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ ŒÅÒÎÏ (ÄÏËÁÖÉÔÅ).

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 7-8 { 11 { version 2.0, 2.05.2008

óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ÆÁËÔ ÞÒÅÚŒÙÞÁÊÎÏ ŒÁÖÅÎ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 8.4: ðÕÓÔØ f : X −→ Y { ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÏÂÒÁÚ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ËÏÍÐÁËÔÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ Z ⊂ X - ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á f(Z) { ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ. œÏÚØÍÅÍ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ {U_¸} ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ f(Z). ðÒÏÏÂÒÁ- ÚÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÜÔÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏËÒÙÔÉÅ {f(U_¸)} ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Z; ŒÙÂÒÁÔØ ÉÚ ÎÅÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ ÚÎÁÞÉÔ ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÉÚ {U_¸}.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.5. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÁÂÏ ÓÅËŒÅÎÃÉÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {x_i} Œ M ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ (ÔÏÞËÕ, Œ ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÞÌÅÎÏŒ {x_i}).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 8.6. äÌÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÓÌÁÂÁÑ ÓÅËŒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÙÞÎÏÊ, ËÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ çÅÊÎÅâÏÒÅÌÑ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 8.7: óÌÁÂÁÑ ÓÅËŒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÏÂÙÞÎÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ M { ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ. éÚ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÌÅÇËÏ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÌÏ- ÖÅÎÎÙÈ, ÎÅÐÕÓÔÙÈ, ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ

A_1 ⊃ A_2 ⊃ · · ·

ŒÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ {x_i} { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË M, R_n { ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {x_n; x_{n+1}; x_{n+2}; :::}, a R_n { ÅÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ⋂ i R_i ÎÅÐÕÓÔÏ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {x_i}. úÎÁÞÉÔ, í ÓÌÁÂÏ ÓÅËŒÅÎÃÉ- ÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.8. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÞÅÔ- ÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ M ÍÏÖÎÏ ŒÙ- ÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 8.9: ðÕÓÔØ M { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÁËÓÉÏÍÅ èÁÕÓÄÏÒÆÁ ô1 (ŒÓÅ ÔÏÞËÉ M ÚÁÍËÎÕÔÙ). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ M ÓÌÁÂÁÑ ÓÅËŒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÓÞÅÔÎÏÊ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 7-8 { 12 { version 2.0, 2.05.2008

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ M ÓÞÅÔÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏ, Á {x_i} { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÁÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË. ðÏÌÏÖÉÍ U_n := M\{x_1; :::x_{n−1}}. œ ÓÉÌÕ ô1 É ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÑ Õ {x_i} ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË, ŒÓÅ U_i ÏÔËÒÙÔÙ. ôÏÇÄÁ {U_i} { ÓÞÅÔÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ M, ÎÅ ÉÍÅÀÝÅÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÑ. åÓ- ÌÉ ÖÅ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, M ÓÌÁÂÏ ÓÅËŒÅÎÃÉÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏ, Á {U_i} { ÓÞÅÔÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ, ÉÚ ËÏÔÏÇÏÇÏ ÎÅÌØÚÑ ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÑ, ÒÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ V_n :=

⋃_n

i=1 U_i. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ {V_i} { ÔÏÖÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÌØÚÑ ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÑ, ÐÒÉÞÅÍ V_{i−1} ⊂ V_i œÙËÉÎÕŒ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÅ V_i, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ V_{i−1} ⊊ V_i. ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {x_i} ŒÙÂÒÁÎÁ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ x_i ∈ V_i\V_{i−1}, Á x { ÅÅ ÐÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ x ∈ V_N . ôÏÇÄÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉ- ÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ {x_i} ÌÅÖÉÔ Œ V_N , ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

ìÀÂÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : M −→ R ÎÁ ÓÞÅÔÎÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍ É ÍÉÎÉÍÕÍ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ {x_i} - ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ lim i −→ ∞

f(x_i) = sup_{x∈M} f(x);

Á x - ÐÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ f ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏ, f(x) = sup_{x∈M} f(x) (ÄÏËÁÖÉÔÅ).

íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÔÁËÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÊ, ŒÅÒÎÙÈ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÔÏÐÏ- ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ:

ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ ⇒

ÓÌÁÂÁÑ ÓÅËŒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ ⇒ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÏÓÔÉÇÁÀÔ ÍÉÎÉÍÕÍÁ É ÍÁËÓÉÍÕÍÁ

8.2. ëÏÍÐÁËÔÙ É ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÞÒÅÚŒÙÞÁÊÎÏ ÐÏÌÅÚÎÁ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÊ õÒÙÓÏÎÁ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÁÈ.

ôÅÏÒÅÍÁ 8.10: ðÕÓÔØ M { ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ, ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ M ÎÏÒÍÁÌØÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

ûÁÇ 1: äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ M ŒÙÐÏÌÎÅÎÁ ÁËÓÉÏÍÁ ô3, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 7-8 { 13 { version 2.0, 2.05.2008

ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ⊂ M, É ÔÏÞËÉ x =∈ A, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÎÅÐÅÒÅ- ÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ A É x. üÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ Õ A ÅÓÔØ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ x.

äÌÑ ŒÓÅÈ z ∈ A, ŒÙÂÅÒÅÍ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U_z ∋ z, ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ U_z ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ x (ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ Œ ÓÉÌÕ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏÓÔÉ { ÄÏËÁÖÉÔÅ). ðÏÓËÏÌØËÕ A ËÏÍÐÁËÔÎÏ, Á U_z - ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ A, ÉÚ ÎÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ U_1; :::; U_n. úÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ⋃ U_i ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ x, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ n⋃ i=1 U_i = n⋃ i=1 U_i: (8.2.1)

ûÁÇ 2: ôÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÙŒÅÓÔÉ ÉÚ T3 É ËÏÍÐÁËÔÎÏ- ÓÔÉ T4. ðÕÓÔØ A É B - ÄŒÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ A ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ÅÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÎÅ ÐÅÒÅ- ÓÅËÁÅÔÓÑ Ó B. õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ z ∈ A ÅÓÔØ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U_z, ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó B, Œ ÓÉÌÕ T3. œÙÂÒÁŒ ÉÚ {U_z} ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄ- ÐÏËÒÙÔÉÅ, ËÁË ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÛÁÇÅ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ A ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ U_1; :::; U_n ÔÁËÉÍÉ, ÞÔÏ U_i ∩ B = ∅. óÎÏŒÁ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ (8.2.1), É ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ⋃ U_i { ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ A, ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó B.

äÌÑ ËÏÍÐÁËÔÁ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÕÐÒÏÝÁÅÔÓÑ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÍ ÐÒÏÓÔÙÍ É ÞÒÅÚŒÙÞÁÊÎÏ ŒÁÖÎÙÍ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅÍ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 8.11: ðÕÓÔØ f : X −→ Y { ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÈÁÕÓ- ÄÏÒÆÏŒÙÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÐÒÉÞÅÍ X { ËÏÍÐÁËÔ. òÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÏÂÒÁÚ f(X) ⊂ Y ËÁË ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Ó ÉÎÄÕÃÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ. ôÏÇÄÁ f { ÜÔÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ, ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÔËÒÙÔ Œ f(X). üÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÚÁÍËÎÕÔ.

ëÁË ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ŒÉÄÅÌÉ, ÏÂÒÁÚ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÓÅ- ÇÄÁ ËÏÍÐÁËÔÅÎ. ðÏÓËÏÌØËÕ X ËÏÍÐÁËÔÎÏ É ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ, ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÅÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÚÁ- ÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ⊂ X ËÏÍÐÁËÔÅÎ Œ Y , Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÚÁ- ÍËÎÕÔ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 7-8 { 14 { version 2.0, 2.05.2008

íÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÌÅËÃÉÊ ÎÁÚÁÄ, ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ Œ ÏÔÒÅÚÏË { ÜÔÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 8.12. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÉÚ õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 8.11 É ÌÅÍÍÙ õÒÙ- ÓÏÎÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ, ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÔÉÈÏÎÏŒÓËÏÇÏ ËÕÂÁ [0; 1]^I, ÇÄÅ I = M × M\´. îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ M^˘−→ [0; 1]^I ÂÙÌÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÏ Œ (7.5.1) Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÌÅÍÍÙ õÒÙÓÏÎÁ É ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ M, ÄÏËÁÚÁÎ- ÎÏÊ ÄÌÑ ËÏÍÐÁËÔÏŒ ÞÕÔØ ŒÙÛÅ. œ ÓÉÌÕ õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 8.11, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ M ÎÁ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÉ 7-8 { 15 { version 2.0, 2.05.2008