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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Íîðìàëüíûå ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå: Ïðîñòðàíñòâî M íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì, åñëè ëþáûå

äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâà èìåþò íåïåðåñåêàþùè-

åñÿ îêðåñòíîñòè.

Çàìå÷àíèå: Íàïîìíèì, ÷òî àêñèîìà Õàóñäîðôà óòâåðæäàåò ÷òî ëþ-

áûå äâå ðàçíûå òî÷êè òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà èìåþò íåïåðåñå-

êàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè. Åñëè âñå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà çàìêíóòû, òî èç

íîðìàëüíîñòè âûòåêàåò õàóñäîðôîâîñòü. Ïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâîðÿ-

åò àêñèîìå Ò4, åñëè îíî íîðìàëüíî è õàóñäîðôîâî.

Çàìå÷àíèå: Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà íîðìàëüíû. Íåïåðåñåêàþùè-

åñÿ îêðåñòíîñòè A è B çàäàþòñÿ òàê:

V :=
⋃

z∈A

B1
2d(z,B)

(z), W :=
⋃

z∈B

B1
2d(z,A)

(z).

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü U ⊂ V � äâà ïîäìíîæåñòâà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðî-

ñòðàíñòâà, ïðè÷åì çàìûêàíèå U ëåæèò â V . Ýòî îòíîøåíèå îáîçíà÷àåòñÿ

òàê: U b V .
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Îêðåñòíîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèå U b V

Óòâåðæäåíèå: Íîðìàëüíîñòü òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíîñèëü-

ía ñëåäóþùåìó ñâîéñòâó. Ïóñòü U ⊃ A � îêðåñòíîñòü çàìêíóòîãî ìíî-

æåñòâà A. Òîãäà åñòü îêðåñòíîñòü V ⊃ A òàêàÿ, ÷òî V b U.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî, âîçüìåì B := M\U , âîñïîëüçóåìñÿ íîðìàëü-

íîñòüþ, è óáåäèìñÿ, ÷òî V ⊂ M\W .

Çàìå÷àíèå: Ïóñòü U0 b U1 - äâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâà â íîðìàëüíîì òî-

ïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Òîãäà ñóùåñòâóåò îòêðûòîå U1/2, òàêîå,

÷òî U0 b U1/2 b U1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà, âîçüìåì A := U0, è âîñïîëüçó-

åìñÿ óòâåðæäåíèåì âûøå.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ôóíêöèè Óðûñîíà

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü A, B - íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìêíóòûå ìíîæåñòâà â

òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå M . Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ϕ : M −→ [0,1]
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Óðûñîíà, åñëè ϕ

∣∣∣
A

= 0, ϕ
∣∣∣
B

= 1.

Çàìå÷àíèå. Â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèè Óðûñîíà ñóùå-

ñòâóþò äëÿ ëþáûõ çàìêíóòûõ A è B:

ϕ(z) = min

(
1,

d(x, A)

d(x, B)

)
.

Ëåììà Óðûñîíà:

Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M íîðìàëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà äëÿ ëþáûõ äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ñóùåñòâóåò

ôóíêöèÿ Óðûñîíà.

Çàìå÷àíèå: Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèè Óðûñîíà ϕ äëÿ ëþáûõ A,

B, íîðìàëüíîñòü M ñëåäóåò íåìåäëåííî. Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì

U := ϕ−1([0,1/3[), V := ϕ−1(]2/3,1]).
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû Óðûñîíà

Îáîçíà÷èì çà U1 äîïîëíåíèå ê B, çà U0 îáîçíà÷èì A. Âîçüìåì U1/2 òàêîå,

÷òî U0 b U1/2 b U1, ïîòîì âîçüìåì U1/4 òàêîå, ÷òî U0 b U1/4 b U1/2 è

U3/4 òàêîå, ÷òî U1/2 b U3/4 b U1. Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé.

Ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ êàæäîãî äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà âèäà n
2m ∈

[0,1], çàäàíî ìíîæåñòâî Uλ, îòêðûòîå ïðè λ > 0, ïðè÷åì äëÿ λ < µ,

èìååì Uλ b Uµ.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϕ : U1 −→ [0,1]

ϕ(x) := inf{λ | x ∈ Uλ}.

Äîîïðåäåëèì: ϕ
∣∣∣
B

= 1.

Óòâåðæäåíèå: Ýòî ôóíêöèÿ Óðûñîíà.

Óñëîâèå ϕ
∣∣∣
A

= 0, ϕ
∣∣∣
B

= 1 î÷åâèäíî, îñòàëîñü ïðîâåðèòü íåïðåðûâíîñòü.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ϕ−1([0, α[) îòêðûòî, à ϕ−1([0, β])
çàìêíóòî.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû Óðûñîíà (ïðîäîëæåíèå)

Ïî îïðåäåëåíèþ, ϕ−1([0, α[) =
⋃

λ<α Uλ
Ýòî ìíîæåñòâî î÷åâèäíî îòêðûòî.

Äîêàçàòåëüñòâî çàìêíóòîñòè ϕ−1([0, β]).

1. Äîêàæåì ϕ−1([0, β]) =
⋂

λ>β Uλ:

ϕ−1([0, β]) =
⋂

α>β

ϕ−1([0, α[) =
⋂

α>β

 ⋃
λ<α

Uλ

 =
⋂

λ>β

Uλ.

2. Äîêàæåì ϕ−1([0, β]) =
⋂

λ>β Uλ:

Ïîñêîëüêó Uλ b U
λ+λ−β

2
, èìååì Uλ ⊂ Uλ ⊂ U

λ+λ−β
2

. Ïîýòîìó

⋂
λ>β

Uλ ⊂
⋂

λ>β

Uλ ⊂
⋂

λ>β

U
λ+λ−β

2
=

⋂
λ>β

Uλ.

Ýòî ìíîæåñòâî î÷åâèäíî çàìêíóòî.

Ìû äîêàçàëè ëåììó Óðûñîíà.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ïàâåë Ñàìóèëîâè÷ Óðûñîí

(1898 - 1924)
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Íîðìàëüíîñòü â ïðîñòðàíñòâàõ ñî ñ÷åòíîé áàçîé

Îïðåäåëåíèå: Íàïîìíèì, ÷òî M óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå Ò6, åñëè

îíî õàóñäîðôîâî, íîðìàëüíî, è êàæäîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî â M

ïîëó÷àåòñÿ êàê ïåðåñå÷åíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà ñâîèõ îêðåñòíîñòåé.

Ïðåäëîæåíèå: Ëþáîå õàóñäîðôîâî, íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî M ñî ñ÷åò-

íîé áàçîé óäîâëåòâîðÿåò Ò6.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Øàã 1: Ïóñòü {Ui} - ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ èç ñ÷åòíîé áàçû òî-

ïîëîãèè M òàêèõ, ÷òî çàìûêàíèå êàæäîãî Ui íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ A. Èç

íîðìàëüíîñòè ñëåäóåò, ÷òî
⋃

i Ui = M\A.

Øàã 2: Âîçüìåì Vi := M\Ui. Ïîëó÷èì

⋂
i

Vi ⊃ M\

⋃
i

Ui

 = A

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî
⋂

i Vi = A.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Íóëü-ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü A ⊂ M � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî M . Îíî íàçû-

âàåòñÿ íóëü-ìíîæåñòâîì, åñëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f :

M −→ [0,1] òàêàÿ, ÷òî A = f−1(0).

Çàìå÷àíèå: Â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, ëþáîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî

A ÿâëÿåòñÿ íóëü-ìíîæåñòâîì. Â êà÷åñòâå f ìîæíî âçÿòü ôóíêöèþ x−→ d(x, A).

Òåîðåìà: Ïóñòü M � íîðìàëüíî, à A ⊂ M � çàìêíóòî. Òîãäà ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû: (a). A ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ïåðåñå÷åíèå ñ÷åòíîãî

÷èñëà îòêðûòûõ îêðåñòíîñòåé Wi ⊃ A. (b). A � íóëü-ìíîæåñòâî.

Çàìå÷àíèå: Íóëü-ìíîæåñòâî î÷åâèäíî ïîëó÷àåòñÿ êàê ïåðåñå÷åíèå ñ÷åò-

íîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ:
⋂

i f−1([0, 1
2i[).

Çàìå÷àíèå: Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî àêñèîìà Ò6 äëÿ M ðàâíî-

ñèëüíà òîìó, ÷òî M íîðìàëüíî, õàóñäîðôîâî, à âñÿêîå çàìêíóòîå

ïîäìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ íóëü-ìíîæåñòâîì.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î íóëü-ìíîæåñòâå

Ïóñòü V1 ⊃ V2 ⊃ V3 ⊃ ... � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, äàþ-

ùàÿ â ïåðåñå÷åíèè A. Âîñïîëüçóåìñÿ àðãóìåíòîì, êîòîðûé äîêàçû-

âàåò ëåììó Óðûñîíà, âçÿâ â êà÷åñòâå B ïóñòîå ìíîæåñòâî.

Áóäåì ñòðîèòü íàáîð îòêðûòûõ ìíîæåñòâ U m
2n
, Uλ b Uµ, òàêèì îá-

ðàçîì, ÷òîáû ìíîæåñòâî U 1
2n
ñîäåðæàëîñü â Vn.

Âîçüìåì Uλ êàê â äîêàçàòåëüñòâå Óðûñîíà, íà êàæäîì øàãå çàìåíÿÿ

U 1
2n

íà U 1
2n
∩ Vn. Îò U 1

2n
íàì íóæíî òîëüêî A ⊂ U 1

2n
b U 1

2n−1
. ýòî óñëîâèå

ïðè òàêîé çàìåíå ñîõðàíÿåòñÿ.

Ïîëó÷èì ôóíêöèþ Óðûñîíà f(x) := inf{λ | x ∈ Uλ}.

Ïîñêîëüêó f−1([0, 1
2i[) ⊂ Vi, èìååì

f−1(0) =
⋂
i

f−1
([

0,
1

2i

[)
⊂
⋂
i

Vi = A.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî A � ýòî íóëü-ìíîæåñòâî.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Òåîðåìà Óðûñîíà î ìåòðèçàöèè

Òåîðåìà Óðûñîíà: Ïóñòü M � íîðìàëüíîå, õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî ñî ñ÷åòíîé áàçîé. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå, èíúåê-

òèâíîå âëîæåíèå M
Φ
↪→ [0,1]N â ñ÷åòíîå ïðîèçâåäåíèå îòðåçêîâ. Áîëåå

òîãî, Φ ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì M íà åãî îáðàç.

Çàìå÷àíèå: Ïîñêîëüêó Φ çàäàåò ãîìåîìîðôèçì M è ïîäìíîæåñòâà ìåò-

ðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (òèõîíîâñêèé êóá ãîìåîìîðôåí ãèëüáåðòîâó), èç

òåîðåìû Óðûñîíà ñëåäóåò, ÷òî M ìåòðèçóåìî.

Çàìå÷àíèå: Íîðìàëüíûå, õàóñäîðôîâû ïðîñòðàíñòâà ñî ñ÷åòíîé áàçîé

íàçûâàþòñÿ ïîëüñêèìè. Èç òåîðåìû Óðûñîíà ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå ïîëü-

ñêîå ïðîñòðàíñòâî ìåòðèçóåìî.

Çàìå÷àíèå: Â ïîëüñêîì ïðîñòðàíñòâå âûïîëíåíà àêñèîìà T6, êàê ìû

òîëüêî ÷òî äîêàçàëè. Ïîýòîìó ëþáîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ïîëü-

ñêîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ íóëü-ìíîæåñòâîì.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Óðûñîíà.

Ïóñòü {Ui} � ñ÷åòíàÿ áàçà òîïîëîãèè M , à Ai := M\Ui. Òîãäà Ai � íóëü-

ìíîæåñòâà. Âîçüìåì fi : M −→ [0,1], òàêàÿ, ÷òî f−1
i (0) = Ai.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå èç M â òèõîíîâñêèé êóá:

M

∏
i fi−→ [0,1]N.

Øàã 1. Äîêàæåì, ÷òî Φ :=
∏

i fi � âëîæåíèå. Ïîñêîëüêó Ui ýòî áàçà

õàóñäîðôîâîé òîïîëîãèè, äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x 6= y ñóùåñòâóåò Ai,

êîòîðîå ñîäåðæèò x è íå ñîäåðæèò y. Òîãäà fi(x) 6= fi(y).

Øàã 2. Äîêàæåì, ÷òî Φ :=
∏

i fi � ãîìåîìîðôèçì íà åãî îáðàç. Äëÿ

ýòîãî íóæíî, ÷òîáû ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â M ïîëó÷àëîñü

êàê ïðîîáðàç Φ−1(U), äëÿ êàêîãî-òî îòêðûòîãî U ⊂ [0,1]N.

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ýòî äëÿ âñåõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ Ui èç áàçû.

Ïîñêîëüêó Ui = f−1
i (]0,1]), èìååì

Ui = Φ−1([0,1]× [0,1]× · · ·×]0,1]× [0,1]× · · · ⊂ [0,1]N)

Ýòî ìíîæåñòâî îòêðûòî â [0,1]N.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Òîïîëîãèÿ, ëåêöèÿ 8:

Êîìïàêòû

Ìèøà Âåðáèöêèé
10 ìàðòà, 2008

Íåçàâèñèìûé Óíèâåðñèòåò
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Êîìïàêòû â õàóñäîðôîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Îïðåäåëåíèå: Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M íàçûâàåòñÿ êîìïàêò-

íûì, åñëè êàæäîå îòêðûòîå ïîêðûòèå M èìååò êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Çàìå÷àíèå: Çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî êîìïàêòà î÷åâèäíî êîìïàêòíî.

Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî.

Óòâåðæäåíèå:

Êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî õàóñäîðôîâà ïðîñòðàíñòâà çàìêíóòî.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü X ⊂ M � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî, à z � òî÷êà

åãî çàìûêàíèÿ, êîòîðàÿ íå ëåæèò â Z. Íàéäåì ó êàæäîé òî÷êè x ∈ X

îêðåñòíîñòü Ux 3 x, çàìûêàíèå êîòîðîé Ux íå ñîäåðæèò z. Âûáåðåì èç

Ux êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. Âîñïîëüçóåìñÿ

n⋃
i=1

Ui =
n⋃

i=1

Ui,

ïîëó÷èì, ÷òî
⋃n

i=1 Ui çàìêíóòî è íå ñîäåðæèò z.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Êîìïàêòíîñòü è ñåêâåíöèàëüíàÿ êîìïàêòíîñòü.

Îïðåäåëåíèå: Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M íàçûâàåòñÿ ñåêâåíöè-

àëüíî êîìïàêòíûì, åñëè êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xi} â M èìååò

ïðåäåëüíóþ òî÷êó (òî÷êó, â ëþáîé îêðåñòíîñòè êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ

áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ {xi}).

Çàìå÷àíèå: Ïóñòü M � êîìïàêòíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Èç

êîìïàêòíîñòè ëåãêî âûâîäèòñÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ,

íåïóñòûõ, çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ

A1 ⊃ A2 ⊃ · · ·

âñåãäà èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.

Çàìå÷àíèå: Èç êîìïàêòíîñòè ñëåäóåò ñåêâåíöèàëüíàÿ êîìïàêòíîñòü.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü {xi} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê M , Rn � ìíîæå-

ñòâî {xn, xn+1, xn+2, ...}, a Rn � åãî çàìûêàíèå. Òîãäà ïåðåñå÷åíèå
⋂

i Ri

íåïóñòî. ßñíî, ÷òî ýòî ïåðåñå÷åíèå ñîñòîèò èç ïðåäåëüíûõ òî÷åê ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè {xi}.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Êîìïàêòíîñòü è ñåêâåíöèàëüíàÿ êîìïàêòíîñòü (ïðîäîëæåíèå).

Çàìå÷àíèå:Ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : M −→ R íà ñåêâåíöè-

àëüíîì êîìïàêòå ïðèíèìàåò ìàêñèìóì è ìèíèìóì.

êîìïàêòíîñòü ⇒
ñåêâåíöèàëüíàÿ

êîìïàêòíîñòü
⇒

íåïðåðûâíûå ôóíêöèè

äîñòèãàþò ìèíèìóìà è

ìàêñèìóìà

Çàìå÷àíèå: Äëÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ñåêâåíöèàëüíàÿ êîìïàêòíîñòü

ðàâíîñèëüíà îáû÷íîé (òåîðåìà Ãåéíå-Áîðåëÿ).
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Êîìïàêòû è íîðìàëüíûå ïðîñòðàíñòâà

Òåîðåìà: Ïóñòü M � êîìïàêòíîå, õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàí-

ñòâî. Òîãäà M íîðìàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Øàã 1. Äîêàæåì, ÷òî â M âûïîëíåíà àêñèîìà Ò3, òî åñòü äëÿ êàæäîãî

çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà A ⊂ M , è òî÷êè x /∈ A, ñóùåñòâóþò íåïåðåñåêàþ-

ùèåñÿ îêðåñòíîñòè A è x.

Äëÿ âñåõ z ∈ A, âûáåðåì îêðåñòíîñòü Uz 3 z, çàìûêàíèå êîòîðîé Uz íå

ñîäåðæèò x. Âûáåðåì â ïîêðûòèè {Uz} êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå Ui. Çàìû-

êàíèå
⋃

Ui ðàâíî
⋃

Ui, íå ñîäåðæèò z.

Øàã 2. Òîò æå àðãóìåíò ïîçâîëÿåò âûâåñòè èç T3 è êîìïàêòíîñòè T4.

Ïóñòü A è B � äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâà M . Ó

êàæäîé òî÷êè z ∈ A åñòü îêðåñòíîñòü Uz, çàìûêàíèå êîòîðîé íå ïåðåñå-

êàåòñÿ ñ B, â ñèëó T3. Âûáåðåì â ïîêðûòèè {Uz} êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå
Ui. Çàìûêàíèå

⋃
Ui ðàâíî

⋃
Ui è íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ B.

Ïîýòîìó M íîðìàëüíî.

17



Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Âëîæåíèÿ êîìïàêòîâ.

×ðåçâû÷àéíî âàæíîå íàáëþäåíèå. Ïóñòü f : X −→ Y � íåïðåðûâíîå

îòîáðàæåíèå. Òîãäà îáðàç êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà X êîìïàêòåí.

Ñëåäñòâèå: Ïóñòü f : X −→ Y � íåïðåðûâíîå âëîæåíèå õàóñäîðôîâûõ

òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ïðè÷åì X � êîìïàêò. Ðàññìîòðèì îáðàç

f(X) ⊂ Y êàê òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ñ èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãè-

åé. Òîãäà f � ýòî âëîæåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî: Îáðàç êîìïàêòà êîìïàêòåí, çíà÷èò, îáðàç çàìêíóòîãî

ìíîæåñòâà çàìêíóò, îòêðûòîãî � îòêðûò.

Ñëåäñòâèå: Èç íîðìàëüíîñòè êîìïàêòà è ëåììû Óðûñîíà ñëåäóåò, ÷òî

ëþáîé õàóñäîðôîâ êîìïàêò ãîìåîìîðôåí ïîäìíîæåñòâó òèõîíîâ-

ñêîãî êóáà.
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Ïàâåë Ñåðãååâè÷ Àëåêñàíäðîâ

(1896 - 1982)
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