9. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÌÅËÃÉÑ 9: ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÏÍÐÁËÔÏŒ

9.1. ïÔËÒÙÔÙÅ, ÚÁÍËÎÕÔÙÅ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.1. ðÕÓÔØ f : X −→ Y { ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏ- ÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÁ { ËÏÍÐÁËÔ, ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÂÒÁÚ ÌÀ- ÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÔËÒÙÔ, ÉÚ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÚÁÍËÎÕÔ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.2. ïÓÎÏŒÎÏÊ ÐÒÉÍÅÒ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ { ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ËÏÍÐÁËÔÁ X Œ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Y . äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÏÏÂÒÁÚ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ (ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÚÁ- ÍËÎÕÔÏÇÏ) ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Y ÚÁÍËÎÕÔ Œ X, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÍÐÁËÔÅÎ.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÍËÎÕÔÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÌÀÂÏÅ ÚÁ- ÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÏÂÒÁÚ ËÏÍÐÁËÔÁ ËÏÍÐÁËÔÅÎ, Á ËÏÍ- ÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÚÁÍËÎÕÔÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.3. ðÒÉÍÅÒ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ X É Y , ÐÒÏÅËÃÉÑ X × Y^ı−→ Y ÏÔËÒÙÔÁ. äÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÜÔÏÇÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ı(W ) ÏÔËÒÙÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÚ ÂÁÚÙ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ X × Y . œÙÂÒÁŒ ÂÁÚÕ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ŒÉÄÁ U × V , ÇÄÅ U; V ÏÔËÒÙÔÙ Œ X; Y , ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÞÔÏ ı(W ) = V ÏÔËÒÙÔÏ.

úÁÄÁÞÁ 9.4. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÈÁÕÓÄÏÒ- ÆÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ËÏÔÏÒÏÅ • ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÎÏ ÎÅ ÏÔËÒÙÔÏ • ÏÔËÒÙÔÏ, ÎÏ ÎÅ ÚÁÍËÎÕÔÏ

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.5. ëÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ M ÒÁŒ- ÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÕ (ÄÏËÁÖÉÔÅ). ðÕÓÔØ {A_¸} { ÎÁÂÏÒ ÚÁ- ÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ M, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A_1; A_2; :::; A_n ⊂ {A_¸} ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ. ôÏÇÄÁ ŒÓÅ A_i ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ⋂ ¸ A_¸ = ∅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ {M\A_¸} { ÐÏËÒÙÔÉÅ M.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 9 { 1 { version 1.2, 17.03.2008

ðÕÓÔØ f : X −→ Y { ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y , ÐÒÏÏÂÒÁÚ f^{−1}(y) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÏÅÍ f.

ôÅÏÒÅÍÁ 9.6: ðÕÓÔØ f : X −→ Y { ÚÁÍËÎÕÔÏÅ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ, ÐÒÉÞÅÍ ŒÓÅ ÓÌÏÉ f ËÏÍÐÁËÔÎÙ. ôÏÇÄÁ f { ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ K ⊂ Y { ËÏÍÐÁËÔ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ 9.6, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ f^{−1}(K) { ËÏÍÐÁËÔ. úÁÍÅÎÉŒ Y ÎÁ K, Á X ÎÁ f^{−1}(K), ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ Y ËÏÍÐÁËÔÏÍ.

ûÁÇ 1: ðÕÓÔØ {A_¸} { ÎÁÂÏÒ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ X ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÌÀ- ÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A_1; A_2; :::; A_n ⊂ {A_¸} ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ. äÏÂÁŒÉŒ Ë {A_¸} ŒÓÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ {A_¸}, ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÁ- ÂÏÒ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ X, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÔÅÍ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ {A_¸} ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÓŒÏÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

ûÁÇ 2: ðÏÓËÏÌØËÕ Y ËÏÍÐÁËÔÎÏ, Á ŒÓÅ f(A_¸) ÚÁÍËÎÕÔÙ, {f(A_¸)} ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ y ∈ Y (ÄÏËÁÖÉÔÅ).

ûÁÇ 3: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÏÊ f^{−1}(y) ⊂ X. ðÕÓÔØ A_1; A_2; :::; A_n ⊂ {A_¸}. ìÀ- ÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ⋂ i A_i ÌÅÖÉÔ Œ ÎÁÂÏÒÅ {A_¸}, Á f(A_¸) ∋ y ÄÌÑ ŒÓÅÈ ¸. úÎÁÞÉÔ, ⋂ i A_i ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó f^{−1}(y). íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÂÏÒÁ {A_¸ ∩ f^{−1}(y)} ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ. ðÏ- ÓËÏÌØËÕ f^{−1}(y) ËÏÍÐÁËÔÅÎ, ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ {A_¸ ∩ f^{−1}(y)} ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ. üÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ôÅÏÒÅÍÕ 9.6.

9.2. ëÏÎÅÞÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ËÏÍÐÁËÔÏŒ

ôÅÏÒÅÍÁ ôÉÈÏÎÏŒÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ (ÄÁÖÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ) ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅ ËÏÍÐÁËÔÏŒ ËÏÍÐÁËÔÎÏ. äÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ, ÅÅ ÄÏËÁ- ÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÒÅÂÕÅÔ ÁËÓÉÏÍÙ ŒÙÂÏÒÁ. ëÁË ÄÏËÁÚÁÌ äÖÏÎ ëÅÌÌÉ (John L. Kelley) Œ 1950-Í ÇÏÄÕ, ÔÅÏÒÅÍÁ ôÉÈÏÎÏŒÁ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÁËÓÉÏÍÅ ŒÙÂÏÒÁ.

äÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ, ÁËÓÉÏÍÁ ŒÙÂÏÒÁ ÎÅ ÎÕÖÎÁ, É ËÏÍÐÁËÔ- ÎÏÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ËÏÍÐÁËÔÏŒ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ. ë ÓÏ- ÖÁÌÅÎÉÀ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍ.

ðÕÓÔØ X, Y { ËÏÍÐÁËÔÙ, Á ı : X × Y −→ Y { ÐÒÏÅËÃÉÑ. óÌÏÉ ı ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ X, É ÐÏÜÔÏÍÕ ËÏÍÐÁËÔÎÙ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ X × Y ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ôÅÏÒÅÍÙ 9.6, É ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÑ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 9 { 2 { version 1.2, 17.03.2008

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 9.7: ðÕÓÔØ X, Y { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÐÒÉ- ÞÅÍ X ËÏÍÐÁËÔÎÏ, Á ı : X × Y −→ Y { ÐÒÏÅËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ı ÚÁÍËÎÕÔÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ Z ⊂ X × Y { ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á y { ÐÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ı(Z). ôÏÞËÁ y ÌÅÖÉÔ Œ ı(Z) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ı^{−1}(y) ∩ Z ≠ ∅. åÓÌÉ ı(Z) ÎÅÚÁÍËÎÕÔÏ, ÄÌÑ ËÁËÏÊ- ÔÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÉÍÅÅÍ ı^{−1}(y) ∩ Z = ∅.

œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, Õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ (x; y) ∈ ı^{−1}(y) ÅÓÔØ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U_{x;y}, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑÓÑ Ó Z. œÙÂÒÁŒ U_{x;y} Œ ÂÁÚÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ U_{x;y} = V_{x;y} × W_{x;y}, ÇÄÅ V_{x;y} ⊂ X { ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ x ∈ X, Á W_{x;y} ⊂ Y - ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ y ∈ Y .

íÎÏÖÅÓÔŒÏ {U_{x;y}} ÚÁÄÁÅÔ ÐÏËÒÙÔÉÅ ı^{−1}(y). œÙÂÅÒÅÍ Õ ÎÅÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ {V_i × W_i}. ôÏÇÄÁ {V_i} ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÐÏËÒÙÔÉÅ X. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÍ X × ⋂ i W_i ⊂ ⋃ i V_i × W_i

(ÐÒÏŒÅÒØÔÅ). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X × ⋂ i W_i ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ Z. ðÏ- ÜÔÏÍÕ y ÉÍÅÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ⋂ i W_i, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÕÀ ı(Z), Á ÚÎÁÞÉÔ, ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ. íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ ı(Z) ÚÁÍËÎÕÔÏ.

ðÒÏÅËÃÉÑ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÓÌÏÅÍ ÚÁÍËÎÕÔÁ

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 9 { 3 { version 1.2, 17.03.2008

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.8. åÓÌÉ X ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÏ, õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 9.7 ÎÅŒÅÒÎÏ. äÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÅËÃÉÀ R × R −→ R, É ÇÉÐÅÒÂÏÌÕ, ÔÏ ÅÓÔØ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z ⊂ R × R, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÐÁÒ {(x; y) | xy = 1}. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ı(Z) ÎÅÚÁÍËÎÕÔÏ (ÄÏËÁÖÉÔÅ).

óÒÁŒÎÉŒÁÑ õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 9.7 É ôÅÏÒÅÍÕ 9.6, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÅ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ËÏÍÐÁËÔÎÏ.

9.3. íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ Œ ËÏÌØÃÁÈ

œÓÅ ËÏÌØÃÁ Œ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍÉ (Ó ËÏÍÍÕÔÁ- ÔÉŒÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ) É Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ (ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ 1 ∈ R ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ 1·x = x ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x).

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌÏÍ Œ ËÏÌØÃÅ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ I ⊂ R, ËÏÔÏÒÏÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ÐÏ ÓÌÏÖÅÎÉÀ, É Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ- ÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ∈ R; ‚ ∈ I; ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ x‚ ÔÁËÖÅ ÌÅÖÉÔ Œ I. üÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË: RI ⊂ I.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅÃ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R_1^’−→ R_2, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ 1 Œ 1, 0 Œ 0, É ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÏ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ (ÔÏ ÅÓÔØ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ’(x + y) = ’(x) + ’(y), ’(xy) = ’(x)’(y)).

ñÄÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ R_1^’−→ R_2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ R_1, ÐÅÒÅÈÏÄÑÝÉÈ Œ 0.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ { ÉÄÅÁÌ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ). äÌÑ ËÁ- ÖÄÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I ⊂ R, ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÁ R=I ÎÁÄÅÌÑÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÏÊ ËÏÌØÃÁ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÄÅÁÌÙ Œ ËÏÌØÃÅ { ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÑÄÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ R −→ R_1.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.9. ðÕÓÔØ R { ËÏÌØÃÏ, Á S ⊂ R { ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ R. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ I ⊂ R, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ŒÉÄÁ_n ∑ i=1 –_is_i;

ÇÄÅ s_i ∈ S, Á –_i ∈ R. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ I ÜÔÏ ÉÄÅÁÌ. üÔÏÔ ÉÄÅÁÌ ÎÁÚÙŒÁ- ÅÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ S.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.10. ðÕÓÔØ r ∈ R { ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, Á rR { ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÉÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ rR ≠ R ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 9 { 4 { version 1.2, 17.03.2008

ËÏÇÄÁ ËÏÇÄÁ r ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÍ^1 Œ R (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ).

ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÅ ËÏÌØÃÏ R, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÌÀÂÏÊ ÉÄÅÁÌ ÒÁŒÅÎ R ÌÉÂÏ 0, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ (ÄÏËÁÖÉÔÅ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.11. ðÕÓÔØ R { ËÏÌØÃÏ, Á I � R { ÉÄÅÁÌ. éÄÅÁÌ I ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÄÅÁÌÁ I_1 Ó I � I_1 � R.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 9.12: éÄÅÁÌ I ⊂ R ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏ R=I { ÐÏÌÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌÙ I_1 ⊃ I ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍ- ÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÉÄÅÁÌÁÍÉ ËÏÌØÃÁ R=I (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ). ïÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ÉÄÅÁÌÏŒ I � I_1 � R ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ Œ R=I ÌÀÂÏÊ ÉÄÅÁÌ ÒÁŒÅÎ 0 ÌÉÂÏ R. œ ÓÉÌÕ úÁÍÅÞÁÎÉÑ 9.10, ÜÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ R=I { ÐÏÌÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.13. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ I ⊂ R ËÏÌØÃÁ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ R, ÉÚ xy ∈ I ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ x ∈ I ÌÉÂÏ y ∈ I.

úÁÄÁÞÁ 9.14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ { ÐÒÏÓÔÏÊ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ S_1 ⊂ 2^M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÏÎÏÔÏÎ- ÎÙÍ, ÉÌÉ ŒÌÏÖÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ p; q ∈ S_1, ÌÉÂÏ p ⊂ q, ÌÉÂÏ q ⊂ p. íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÎÁÂÏÒÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ S ⊂ 2^M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ s ∈ S, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ r ∈ S, ÉÚ r ⊃ s ÓÌÅÄÕÅÔ r = s.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÌÅÍÍÁ ãÏÒÎÁ (Zorn’s Lemma) { ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏÅ ÁËÓÉÏÍÅ ŒÙÂÏÒÁ. ðÕÓÔØ S = {S_¸} ⊂ 2^M { ÎÁÂÏÒ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÔÁËÏ- ÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÕ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÇÏ ÐÏÄÎÁÂÏÒÁ {S_˛} ⊂ S, ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ⋃ ˛ S_˛ ÔÏÖÅ ÌÅÖÉÔ Œ S. ôÏÇÄÁ Œ S ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.

éÚ ÌÅÍÍÙ ãÏÒÎÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.

ôÅÏÒÅÍÁ 9.15: ðÕÓÔØ I � R { ÉÄÅÁÌ Œ ËÏÌØÃÅ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÁË- ÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ I_1 ⊃ I.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ S ⊂ 2^R - ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ I, É ÎÅ ÒÁŒÎÙÈ R. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÌÏÖÅÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÉÄÅÁÌÏŒ

1îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ r ∈ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ Œ ËÏÌØÃÅ R, ÅÓÌÉ rr1 = 1, ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ r1 ∈ R.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 9 { 5 { version 1.2, 17.03.2008

{I_¸} ⊂ S, ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ⋃ ¸ I_¸ { ÉÄÅÁÌ, ÎÅ ÒÁŒÎÙÊ R. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ - ÓÎÏŒÁ ÉÄÅÁÌ (ÐÒÏŒÅÒØ- ÔÅ ÜÔÏ). ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ⋃ ¸ I_¸ ÒÁŒÎÏ R, ÅÓÌÉ 1 ∈ R ÌÅÖÉÔ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÉÚ I_¸, ÎÏ ÜÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ I_¸ � R. ðÒÉÍÅÎÉŒ ÌÅÍÍÕ ãÏÒÎÁ Ë S ⊂ 2^R, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ Œ S ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. ïÎ É ÂÕÄÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ I.

Max August Zorn

(1906 - 1993)

9.4. ìÅÍÍÁ ãÏÒÎÁ: ÉÓÔÏÒÉÑ, ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ

ìÅÍÍÁ ãÏÒÎÁ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ íÁËÓÏÍ ãÏÒÎÏÍ Œ 1935-Í ÇÏÄÕ. ãÏÒÎ ÂÙÌ ÁÌÇÅÂÒÁÉÓÔÏÍ, ÕÞÅÎÉËÏÍ üÍÉÌÑ áÒÔÉÎÁ (Emil Artin). áÂÓÔÒÁËÔÎÁÑ ÁÌÇÅ- ÂÒÁ Œ 1930-Å ÇÏÄÙ ÒÁÚŒÉŒÁÌÁÓØ ŒÅÓØÍÁ ÂÕÒÎÏ (ÔÒÕÄÁÍÉ üÍÍÉ îÅÔÅÒ, üÍÉ- ÌÑ áÒÔÉÎÁ É âÁÒÔÅÌÑ œÁÎ ÄÅÒ œÁÒÄÅÎÁ, ÓÒÅÄÉ ÐÒÏÞÉÈ), ÎÏ ÄÌÑ ÓÔÒÏÇÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒ ÐÒÉÈÏÄÉÌÏÓØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ ÐÒÉÂÅÇÁÔØ Ë ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ë

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 9 { 6 { version 1.2, 17.03.2008

ÔÏÍÕ ŒÒÅÍÅÎÉ ÜÔÁ ÎÁÕËÁ ÂÙÌÁ ÎÅÍÁÌÏ ÄÉÓËÒÅÄÉÔÉÒÏŒÁÎÁ ÐÁÒÁÄÏËÓÁÍÉ. ðÒÉÍÅÒÎÏ ÔÏÇÄÁ ÖÅ, çÅÄÅÌØ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÅ ÎÅ- ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÓÔØ, É ÔÅÏÒÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏ ÛÁÔËÉÍ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÏÍ ÄÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÄÏ ãÏÒ- ÎÁ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÁÓØ ÔÅÏÒÅÍÁ ãÅÒÍÅÌÏ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÐÏÌÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ (Œ ÁÎÇÌÏÑÚÙÞÎÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÉÚŒÅÓÔÎÁ ËÁË "well-ordering principle"). ë ÔÅÏÒÅÍÅ ãÅÒÍÅÌÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÔÒÁÄÉÃÉ- ÏÎÎÏ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ó ÂÏÌØÛÉÍ ÎÅÄÏŒÅÒÉÅÍ. ("The Axiom of Choice is obviously true, the well-ordering principle obviously false, and who can tell about Zorn’s lemma?" { ÛÕÔËÁ, ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÅÍÁÑ äÖÅÒÒÉ âÏÎÜ).

ãÏÒÎ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÓÔÒÏÉÔØ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ, ÎÅ ÐÒÉÂÅÇÁÑ Ë ÓÌÏÖÎÙÍ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑÍ ŒÒÏÄÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ãÅÒÍÅÌÏ, É ÐÒÅÄ- ÌÏÖÉÌ ÌÅÍÍÕ ãÏÒÎÁ (ËÏÔÏÒÕÀ ÏÎ ÎÁÚÙŒÁÌ "ÐÒÉÎÃÉÐÏÍ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ") Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÁËÓÉÏÍ. ïÓÎÏŒÎÙÍ (ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ) ÐÒÉ- ÍÅÎÅÎÉÅÍ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÍÁË- ÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.

œÐÒÏÞÅÍ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÍÁËÓÉ- ÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÁËÓÉÏÍÅ ŒÙÂÏÒÁ.

îÁÚŒÁÎÉÅ "ÌÅÍÍÁ ãÏÒÎÁ" ŒÐÅÒŒÙÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÏ ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÉÍ ÍÁ- ÔÅÍÁÔÉËÏÍ äÖÏÎÏÍ ôØÀËÉ (John Tukey).

ðÏÍÉÍÏ ÁÌÇÅÂÒÙ, ãÏÒÎ ÚÁÎÉÍÁÌÓÑ ÔÅÏÒÉÅÊ ÞÉÓÅÌ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÁÎÁÌÉÚÏÍ. óÒÅÄÉ ÐÒÏÞÅÇÏ, ÅÍÕ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÓÔÒÏÅ- ÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏËÔÁŒ ("octonions", "Cayley numbers"), É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËŒÁÄÒÁÔ ÌÀÂÏÇÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÁŒÎÏÍÏÝÅÎ ÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ.

9.5. ëÏÌØÃÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ É ÕÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.16. ðÕÓÔØ A; B ⊂ M { ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÒÁÚÎÏÓÔØ A △ B ÆÏÒÍÕÌÏÊ

A △ B := (A ∪ B)\(A ∩ B):

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.17. ðÕÓÔØ S ⊂ 2^M { ÎÁÂÏÒ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ M. íÙ ÇÏŒÏ- ÒÉÍ, ÞÔÏ S ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ É ÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ, ÅÓÌÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÒÁÚ- ÎÏÓÔØ ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ S ÓÎÏŒÁ ÌÅÖÉÔ Œ S. åÓÌÉ S ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ, É Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ M, ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ S { ËÏÌØÃÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ M.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 9 { 7 { version 1.2, 17.03.2008

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.18. ìÅÇÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ 2^M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.19. ðÕÓÔØ ⊂ M - ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ffl : M −→ {0; 1}, ÓÔÁŒÑÝÕÀ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÔÏÞËÅ x ∈ 1, Á x =∈ { 0. üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉ- ÅÊ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ⊂ M. ïÔÏÖÄÅÓÔŒÉŒ {0; 1} Ó ÐÏÌÅÍ F_2 ÏÓÔÁÔËÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ffl { ÆÕÎËÃÉÑ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ F_2.

üÔÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔ 2^M Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÆÕÎËÃÉÊ

M −→ {0; 1}:

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÉÅ ÉÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

ðÕÓÔØ S ⊂ 2^M { ÎÁÂÏÒ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ M. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ S, ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ffl_Á : M −→ F_2. ôÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ É ÕÍÎÏÖÁÔØ ÐÏÞÌÅÎÎÏ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 9.20: MÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ

R_S := {ffl_Á : M −→ F_2 | a ∈ S}

ÏÂÒÁÚÕÅÔ ËÏÌØÃÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÞÌÅÎÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ S { ËÏÌØÃÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ M.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: äÌÑ ÌÀÂÙÈ ; ȷ ⊂ M, ÉÍÅÅÍ

ffl + ffl_ȷ = ffl_{△ȷ}; ffl · ffl_ȷ = ffl_{∩ȷ};

ÐÏÜÔÏÍÕ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ S ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ É ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ R_S ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏ- ÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. îÁÌÉÞÉÅ Œ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÎÕÌÑ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ X △ X = ∅, Á ffl_∅ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ. îÁÌÉÞÉÅ Œ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ M ∈ S, Á ffl_M = 1.

íÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ (ÓÌÏÖÅÎÉÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ) ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÌØÃÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ S ⊂ 2^M .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.21. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÂÕ- ÄÕÞÉ ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÊ Ë ËÏÌØÃÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÄÁÅÔ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ R_S −→ k, ÇÄÅ k { ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÅ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ R_S ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ a^2 = a (ÔÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÄÅÍ- ÐÏÔÅÎÔÁÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ k { ÔÏÖÅ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÙ. óÏÇÌÁÓÎÏ

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 9 { 8 { version 1.2, 17.03.2008

ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÚÕ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) ÓÔÅÐÅÎÉ i ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ i ËÏÒÎÅÊ Œ ÐÏÌÅ k (ÄÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ). ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ k ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^2 − x = 0, k { ÐÏÌÅ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.22. ðÕÓÔØ I ⊂ R ⊂ 2^M { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ ËÏÌØÃÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, ’ : R −→ F_2 { ÐÒÏÅËÃÉÑ R −→ R=I, Á A ∈ R { ËÁËÏÊ-ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ. ðÏÓËÏÌØËÕ ffl_M = 1, A ÌÉÂÏ M\A ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ I. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÏ, ÅÓÌÉ A ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ I, ÔÏ ’(A) = 1, Á ÚÎÁÞÉÔ

’(M\A) = 1 − ’(A) = 0:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.23. ðÕÓÔØ M { ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, 2^M { ËÏÌØÃÏ ŒÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ M, Á I { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ 2^M . õÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒÏÍ ÎÁ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ X ⊂ M, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ Œ I.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.24. ðÕÓÔØ x ∈ M { ÔÏÞËÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ 2^M −→ F_2, ÓÔÁŒÑÝÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ ffl : M −→ F_2 ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ffl(x). ñÄÒÏ ÜÔÏ- ÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ. äÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÔÁËÏ- ÍÕ ÉÄÅÁÌÕ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ ÕÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒÏÍ. çÌÁŒÎÙÊ ÕÌØÔÒÁ- ÆÉÌØÔÒ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÓÅÈ X ⊂ M, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ x: ⋂ B =∈I

B = {x}; ⋂ A∈I A = í\{x}

(ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ A ∈ I ⇔ (M\A) =∈ I, ÞÔÏ ÑÓÎÏ ÉÚ úÁÍÅÞÁÎÉÑ 9.22).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.25. íÎÏÇÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÓÞÉÔÁÀÔ, ÞÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÕÌØÔÒÁ- ÆÉÌØÔÒÁ ÐÁÒÁÄÏËÓÁÌØÎÏ, É ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÕÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒÙ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÎÁ- ÒÁŒÎÅ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ ãÅÒÍÅÌÏ É ÄÒÕÇÉÍÉ ÜËÚÏÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑÍÉ ÁË- ÓÉÏÍÙ ŒÙÂÏÒÁ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÕÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒÙ, ËÒÏÍÅ ÇÌÁŒÎÙÈ, ÎÅŒÏÚ- ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÑŒÎÏ. åÓÌÉ Õ ŒÁÓ ÐÏÎÑÔÉÅ ÕÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒÁ ŒÙÚÙŒÁÅÔ ÏÔÔÏÒÖÅÎÉÅ, ÐÒÏÐÕÓÔÉÔÅ ËÏÎÅÃ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ, É ÚÁÂÕÄØÔÅ ÐÒÏ ÕÌØÔÒÁ- ÆÉÌØÔÒÙ.

õÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒÙ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ, ÞÔÏ ŒÉÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ.

úÁÄÁÞÁ 9.26. ðÕÓÔØ M { ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á U ⊂ 2^M { ÎÁÂÏÒ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 9 { 9 { version 1.2, 17.03.2008

(i) U ÜÔÏ ÕÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒ.

(ii) œÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ.

A. ÅÓÌÉ A ⊂ B, A ∈ U, ÔÏ B ∈ U.

B. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A ⊂ M, ÌÉÂÏ A, ÌÉÂÏ M\A ÌÅÖÁÔ Œ U (ÎÏ ÎÅ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ).

C. åÓÌÉ A; B ∈ U, ÔÏ A ∩ B ∈ U.

õÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒÙ ÂÙÌÉ ŒŒÅÄÅÎÙ Œ 1937-Í ÇÏÄÕ áÎÒÉ ëÁÒÔÁÎÏÍ, ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÏÓÎÏŒÁÔÅÌÅÊ âÕÒÂÁËÉ, É ÛÉÒÏËÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ Œ ÔÒÁËÔÁÔÁÈ îÉËÏÌÑ âÕÒÂÁËÉ.

Henri Cartan, 1996 (ÒÏÄ. 8 ÉÀÌÑ 1904)

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.27. ðÕÓÔØ S ⊂ 2^M { ÎÁÂÏÒ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÄÅÁÌ Œ 2^M , ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ S. ïÎ ÒÁŒÅÎ 2^M ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ M ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÁË ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÄÎÁÂÏÒÁ Œ S (ÄÏËÁÖÉÔÅ).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ S = {X_¸} ⊂ 2^M { ÎÁÂÏÒ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ M ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ⋃ ¸ X_¸ = M, ÎÏ ÎÉËÁËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ÎÅ ÄÁÅÔ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅ- ÎÉÉ M. ôÁË, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÅÓÌÉ M = Z, ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ S ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Z.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 9 { 10 { version 1.2, 17.03.2008

éÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ S, ÎÅ ÒÁŒÅÎ M Œ ÓÉÌÕ úÁÍÅÞÁÎÉÑ 9.27. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÉÄÅÁÌÅ I. ðÏÓËÏÌØËÕ ⋃ A∈I A ⊂ ⋃ ¸ X_¸ = M;

ÜÔÏÔ ÕÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒ ÎÅ ÇÌÁŒÎÙÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.28. áÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÍÅÒÏÊ ÎÁ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ S ⊂ 2^M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ — : S −→ R^{�0} ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ —(A ∪ B) = —(A) + —(B) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A; B ∈ S.

úÁÄÁÞÁ 9.29. ðÕÓÔØ U ⊂ 2^M { ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ — : 2^M −→ {0; 1}, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ A Œ 1, ÅÓÌÉ A ∈ U, É Œ 0, ÅÓÌÉ A =∈ U. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ — ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÍÅÒÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ U { ÕÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒ.

õÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒÙ ÐÒÉÄÕÍÁÌ áÎÒÉ ëÁÒÔÁÎ, Œ 1937-Í ÇÏÄÕ, ÓÌÅÄÕÑ ÉÄÅ- ÑÍ ëÌÏÄÁ ûÅŒÁÌÌÅ, ÈÏÔÑ ûÅŒÁÌÌÅ ŒÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÉ ÏÔËÁÚÁÌÓÑ ÏÔ ŒÓÅÈ ÐÒÁŒ ÎÁ ÜÔÏ ÉÚÏÂÒÅÔÅÎÉÅ. õÞÅÂÎÉËÉ âÕÒÂÁËÉ ÐÏ ÏÓÎÏŒÁÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ (Œ ÃÅÌÏÍ, ŒÅÓØÍÁ ÎÅÕÄÁÞÎÙÅ) ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÕÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒÙ É ÍÎÏÇÉÅ ÄÒÕÇÉÅ ÜËÚÏ- ÔÉÞÅÓËÉÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ, ÐÏÓÌÅ ÎÉÈ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑŒÛÉÅÓÑ. œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÄÒÕÇÉÈ ÉÚÏÂÒÅÔÅÎÉÊ âÕÒÂÁËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÏÏÂÝÅ ÎÉËÏÍÕ ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÌÉÓØ, ÐÏÎÑÔÉÅ ÕÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒÁ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÐÏÌÅÚÎÏ Œ ÌÏÇÉËÅ, ÏÂ- ÝÅÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ É ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ ÁÌÇÅÂÒÙ.

9.6. ôÅÏÒÅÍÁ áÌÅËÓÁÎÄÅÒÁ Ï ÐÒÅÄÂÁÚÅ

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 9.30: ðÕÓÔØ M { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á V ⊂ 2^M { ÐÏËÒÙÔÉÅ M. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÄÅÁÌ I Œ 2^M , ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ V. ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ.

(i) éÚ V ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ

(ii) I = 2^M .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: åÓÌÉ U_1; :::U_n { ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ, ÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅ- ÎÉÅ ⋃ U_i = M ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÚÎÏ- ÓÔÉ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ I. íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ 1 ∈ I, ÞÔÏ ŒÌÅÞÅÔ I = 2^M .

åÓÌÉ ÖÅ I = 2^M , ÉÍÅÅÍ 1 = n∑ i=1 –_iU_i;

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 9 { 11 { version 1.2, 17.03.2008

ÇÄÅ –_i ∈ 2^M , a U_i ∈ V. îÁ ÑÚÙËÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÅÒÅÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ

M = (–_1 ∩ U_1) △ (–_2 ∩ U_2) △ ::: △ (–_n ∩ U_n)

ðÏÓËÏÌØËÕ A △ B ⊂ A ∪ B, ÉÍÅÅÍ

M = (–_1 ∩ U_1) △ (–_2 ∩ U_2) △ ::: △ (–_n ∩ U_n) ⊂ n⋃ i=1 U_i;

ÚÎÁÞÉÔ, Œ V ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 9.31: (ÔÅÏÒÅÍÁ áÌÅËÓÁÎÄÅÒÁ Ï ÐÒÅÄÂÁÚÅ, \Alexander subbase theorem") ðÕÓÔØ M { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÐÒÅÄÂÁÚÏÊ {U_¸}. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ M ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ {U_¸} ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ. ôÏÇÄÁ M ËÏÍÐÁËÔÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ M ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÏ, É ÐÕÓÔØ P { ÐÏËÒÙÔÉÅ M, ÎÅ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÄÅÁÌ I Œ 2^M , ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ P. áÂÚÁÃÅÍ ŒÙÛÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ I ≠ 2^M . ðÕÓÔØ I_m ⊂ 2^M { ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ I.

ûÁÇ 1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ U ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÒÅÄÂÁÚÙ {U_¸}, ÓÏÄÅÒ- ÖÁÝÉÈÓÑ Œ I_m. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ U { ÜÔÏ ÐÏËÒÙÔÉÅ M. ðÏÓËÏÌØËÕ I_m ÜÔÏ ÉÄÅÁÌ, ŒÍÅÓÔÅ Ó ÌÀÂÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ I_m ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, I_m ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ M. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÄÌÑ ËÁ- ÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ M, É ËÁÖÄÏÊ ÂÁÚÙ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ M ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ ÂÁÚÙ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ x É ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ I_m. œÚÑŒ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÂÁÚÙ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ U_¸, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ x ∈ ⋂ i U_i ∈ I_m;

ÇÄÅ U_i ÌÅÖÁÔ Œ ÐÒÅÄÂÁÚÅ. ðÏÌÕÞÁÅÍ ⋂ i U_i ∈ I_m. ðÏÓËÏÌØËÕ I_m ÍÁËÓÉ- ÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ, I_m { ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ. úÎÁÞÉÔ, ÉÚ ⋂ i U_i ∈ I_m ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ U_i ÌÅÖÉÔ Œ I_m. íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ x ∈ U_i ∈ U. úÎÁÞÉÔ, U { ÐÏËÒÙÔÉÅ.

ûÁÇ 2. îÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÛÁÇÅ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ U { ÐÏËÒÙÔÉÅ M ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÍÉ ÐÒÅÄÂÁÚÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ I_m ≠ 2^M , Á U ⊂ I_m. ÎÉËÁËÏÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ U ÎÅ ÄÁÅÔ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ M. íÙ ÐÒÉÛÌÉ Ë ÐÒÏÔÉŒÏÒÅ- ÞÉÀ Ó ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ ÔÅÏÒÅÍÙ áÌÅËÓÁÎÄÅÒÁ Ï ÐÒÅÄÂÁÚÅ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, M ËÏÍÐÁËÔÎÏ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 9 { 12 { version 1.2, 17.03.2008

James Waddell Alexander (1888 - 1971)

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.32. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ áÌÅËÓÁÎÄÅÒÁ Ï ÐÒÅÄÂÁÚÅ ŒÌÅ- ÞÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ ôÉÈÏÎÏŒÁ Ï ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ (ÏÂ ÜÔÏÍ ÎÉÖÅ). ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÁËÓÉÏÍÅ ŒÙÂÏÒÁ.

áÍÅÒÉËÁÎÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË äÖÅÊÍÓ áÌÅËÓÁÎÄÅÒ ÐÒÏÓÌÁŒÉÌÓÑ Œ ÏÓÎÏŒ- ÎÏÍ ËÁË ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÓÎÏŒÁÔÅÌÅÊ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ. åÍÕ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÚÏÂÒÅÔÅÎÉÅ ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ É ËÏÇÏ- ÍÏÌÏÇÉÊ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, áÌÅËÓÁÎÄÅÒ ÉÚÕÞÁÌ ÔÅÏÒÉÀ ÕÚÌÏŒ, É ÎÅÍÁÌÏ ÅÅ ÒÁÚŒÉÌ. ïÎ ÉÚÏÂÒÅÌ ÇÒÕÐÐÕ ËÏÓ, É ÏÐÒÅÄÅÌÉÌ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ ÕÚÌÏŒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÅÊÞÁÓ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÉÍÅÎÅÍ (ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ áÌÅËÓÁÎÄÅÒÁ).

áÌÅËÓÁÎÄÅÒ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÌ ÉÚ ÏÞÅÎØ ŒÌÉÑÔÅÌØÎÏÊ ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÏÊ ÓÅÍØÉ É ÂÙÌ ÍÉÌÌÉÏÎÅÒÏÍ. îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÜÔÏ, ÏÎ ÂÙÌ ÞÒÅÚŒÙÞÁÊÎÏ ÌÅŒÙÈ ŒÚÇÌÑ- ÄÏŒ. ëÏÇÄÁ Œ 1950-È ÇÏÄÁÈ Œ áÍÅÒÉËÅ ÎÁÞÁÌÉÓØ ÇÏÎÅÎÉÑ ÎÁ ÓÏÃÉÁÌÉÓÔÏŒ, áÌÅËÓÁÎÄÅÒ ÓÔÁÌ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÇÒÏÍËÉÈ ÖÅÒÔŒ ÐÒÅÓÌÅÄÏŒÁÎÉÊ; Œ 1951-Í ÇÏÄÕ áÌÅËÓÁÎÄÅÒÕ ÐÒÉÛÌÏÓØ ÕÊÔÉ ÉÚ ðÒÉÎÓÔÏÎÓËÏÇÏ õÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔÁ É Institute of Advanced Studies, ÇÄÅ ÏÎ ÒÁÂÏÔÁÌ. áÌÅËÓÁÎÄÅÒ ÄÏÖÉÌ ÄÏ 1971-ÇÏ ÇÏÄÁ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉÍ ÏÔÛÅÌØÎÉËÏÍ, ÎÅ ÐÏÑŒÌÑÑÓØ ÎÁ ÌÀÄÑÈ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÕ- ÂÌÉÞÎÏÅ ŒÙÓÔÕÐÌÅÎÉÅ áÌÅËÓÁÎÄÅÒÁ ÓÌÕÞÉÌÏÓØ Œ 1954-Í ÇÏÄÕ - ÏÎ ÐÏÄÐÉÓÁÌ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÉÓØÍÏ Œ ÚÁÝÉÔÕ ÆÉÚÉËÁ òÏÂÅÒÔÁ ïÐÐÅÎÇÅÊÍÅÒÁ, ÄÉÒÅËÔÏÒÁ íÁÎÈÜÔÔÅÎÓËÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÁ, ËÏÔÏÒÏÇÏ Œ 1954-Í ÇÏÄÕ ŒÙÇÎÁÌÉ Ó ÒÁÂÏÔÙ ÚÁ ÐÏÌÉÔÉËÕ.

ôÁËÖÅ áÌÅËÓÁÎÄÅÒ ÂÙÌ ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÍ ÁÌØÐÉÎÉÓÔÏÍ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 9 { 13 { version 1.2, 17.03.2008

9.7. ôÅÏÒÅÍÁ ôÉÈÏÎÏŒÁ Ï ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ

ðÕÓÔØ {M_¸} { ÎÁÂÏÒ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ (ËÏÔÏÒÙÅ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ). ïÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ∐ M_¸.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.33. ðÕÓÔØ {M_¸} { ÎÁÂÏÒ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÐÒÏÉÎÄÅËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÉÎÄÅËÓÏŒ I. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅ M_¸ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ I Œ ∐ M_¸, ÓÔÁŒÑÝÉÈ Œ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÉÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÎÄÅËÓÕ ¸ ∈ I ÔÏÞËÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ M_¸. îÁ ∏ ¸ M_¸ ŒŒÏÄÉÔÓÑ ÔÉÈÏÎÏŒÓËÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÐÒÅÄÂÁÚÏÊ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ¸ ∈ I, É ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ⊂ M_¸, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

M_{¸1} × ::: × U_¸ × ::: ⊂ M_{¸1} × ::: × M_¸ × :::

(ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÁÂÏÒÁ {M_¸}, ÇÄÅ ÜÌÅÍÅÎÔ M_¸ ÚÁÍÅÎÉÌÉ ÎÁ U_¸, Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÏÓÔÁŒÉÌÉ ËÁË ÅÓÔØ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁ F_{¸;U} . ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÔÁËÏÊ ÐÒÅÄÂÁÚÏÊ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÉÈÏÎÏŒÓËÏÊ ÔÏÐÏ- ÌÏÇÉÅÊ, ÉÌÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 9.34: (ÔÅÏÒÅÍÁ ôÉÈÏÎÏŒÁ Ï ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ) ðÕÓÔØ {M_¸} { ÎÁ- ÂÏÒ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. ôÏÇÄÁ ∏ ¸ M_¸ ÔÏÖÅ ËÏÍ- ÐÁËÔÎÏ.

üÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÅÄÂÁÚÙ, ÐÏËÒÙŒÁÀÝÉÅ ÞÁÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ M_1 × M_2

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 9 { 14 { version 1.2, 17.03.2008

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ôÅÏÒÅÍÁ ôÉÈÏÎÏŒÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ áÌÅË- ÓÁÎÄÅÒÁ Ï ÐÒÅÄÂÁÚÅ. ðÕÓÔØ {F_{¸;Uff;¸} } { ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÒÅÄÂÁÚÙ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ⋃ ¸; F_{¸;Uff;¸} = ⋃ ¸ F_{¸;Wff} ;

ÇÄÅ W_¸ = ⋃ U_{¸;}. åÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ¸, W_¸ ≠ M_¸, ŒÙÂÅÒÅÍ ÔÏÞËÕ x_¸ ∈ M_¸\W_¸. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÔÏÞËÁ ∏ ¸ x_¸ ÎÅ ÌÅÖÉÔ Œ ⋃ ¸ F_{¸;Wff} .

íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ {F_{¸;Uff;¸} } ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏËÒÙÔÉÅÍ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ⋃ U_{¸;} = M_¸, ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ¸. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ U_{¸;} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔËÒÙ- ÔÙÍ ÐÏËÒÙÔÉÅÍ M_¸. ðÏÓËÏÌØËÕ M_¸ ËÏÍÐÁËÔÎÏ, Œ U_{¸;} ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ U_{¸;i}. ôÏÇÄÁ F_{¸;Uff;i} ÂÕÄÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏËÒÙÔÉÅÍ ∏ ¸ M_¸. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ ∏ ¸ M_¸ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÐÒÅÄÂÁÚÙ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ. ôÅÐÅÒØ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ áÌÅËÓÁÎÄÅÒÁ ŒÙÔÅ- ËÁÅÔ, ÞÔÏ ∏ ¸ M_¸ ËÏÍÐÁËÔÎÏ.

îíõ, ŒÅÓÎÁ 2008, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ, ÌÅËÃÉÑ 9 { 15 { version 1.2, 17.03.2008