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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Îòêðûòûå, çàìêíóòûå, ñîáñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü f : X −→ Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå òîïîëî-

ãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì, åñëè

ïðîîáðàç ëþáîãî êîìïàêòà � êîìïàêò, îòêðûòûì, åñëè îáðàç ëþáîãî

îòêðûòîãî ìíîæåñòâà îòêðûò, èç çàìêíóòûì, åñëè îáðàç ëþáîãî çà-

ìêíóòîãî ìíîæåñòâà çàìêíóò.

Çàìå÷àíèå: Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå èç êîìïàêòà X â õàóñäîðôîâî

òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Y ñîáñòâåííî.

Çàìå÷àíèå: Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå èç êîìïàêòà X â õàóñäîðôîâî

òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Y çàìêíóòî.

Çàìå÷àíèå: Îòîáðàæåíèå ïðîåêöèè π : X × Y −→ Y îòêðûòî.

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü f : X −→ Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Íàïî-

ìíèì, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè y ∈ Y , ïðîîáðàç f−1(y) íàçûâàåòñÿ ñëîåì

f .
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Çàìêíóòûå îòîáðàæåíèÿ ñ êîìïàêòíûìè ñëîÿìè

Òåîðåìà: Ïóñòü f : X −→ Y � çàìêíóòîå, íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå,

ïðè÷åì âñå ñëîè f êîìïàêòíû. Òîãäà f � ñîáñòâåííîå.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü K ⊂ Y � êîìïàêò. Äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî

f−1(K) � êîìïàêò. Çàìåíèâ Y íà K, à X íà f−1(K), ìîæíî ñ÷èòàòü Y

êîìïàêòîì.

Øàã 1: Êîìïàêòíîñòü M ðàâíîñèëüíà òàêîìó ñâîéñòâó. Ïóñòü {Aα}
� íàáîð çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ M , òàêîé, ÷òî ëþáîå êîíå÷íîå ïîäìíî-

æåñòâî {A1, A2, ..., An} ⊂ {Aα} èìååò îáùóþ òî÷êó. Òîãäà âñå Aα èìåþò

îáùóþ òî÷êó.

Äåéñòâèòåëüíî, îòñóòñòâèå îáùåé òî÷êè ó {Aα} çíà÷èò, ÷òî {M\Aα} ýòî
ïîêðûòèå, à íàëè÷èå îáùèõ òî÷åê ó {A1, A2, ..., An} çíà÷èò, ÷òî â {M\Aα}
íåò êîíå÷íîãî ïîäïîêðûòèÿ.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Çàìêíóòûå îòîáðàæåíèÿ ñ êîìïàêòíûìè ñëîÿìè (ïðîäîëæåíèå)

Øàã 2: Ïóñòü {Aα} � íàáîð çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ â X òàêîé, ÷òî

ëþáîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî {A1, A2, ..., An} ⊂ {Aα} èìååò îáùóþ òî÷êó.

Ïîñêîëüêó Y êîìïàêòíî, à âñå f(Aα) çàìêíóòû, {f(Aα)} èìååò îáùóþ

òî÷êó y ∈ Y .

Øàã 3: Äîáàâèâ ê {Aα} âñå êîíå÷íûå ïåðåñå÷åíèÿ ýëåìåíòîâ {Aα}, ïî-
ëó÷èì íàáîð çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ X, îáëàäàþùèé òåì æå ñâîéñòâîì.

Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî {Aα} ñîäåðæèò âñå êîíå÷íûå ïåðåñå÷å-
íèÿ ñâîèõ ýëåìåíòîâ.

Øàã 4: Ïóñòü y =
⋂

α f(Aα). Ëþáîå êîíå÷íîå ïåðåñå÷åíèå
⋂

i Ai ëåæèò

â {Aα}, çíà÷èò, ïåðåñåêàåòñÿ ñ f−1(y). Â ñèëó êîìïàêòíîñòè f−1(y), èç

ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî {Aα ∩ f−1(y)} èìååò îáùóþ òî÷êó.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî X êîìïàêòåí.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Êîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ êîìïàêòîâ

Òåîðåìà: Ïóñòü X, Y � êîìïàêòû. Òîãäà X × Y � êîìïàêò.

Çàìå÷àíèå: Ýòà òåîðåìà åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Òèõîíîâà î êîì-

ïàêòíîñòè ïðîèçâîëüíûõ ïðîèçâåäåíèé êîìïàêòîâ.

Çàìå÷àíèå: Ïðîèçâåäåíèå ñåêâåíöèàëüíûõ êîìïàêòîâ êîìïàêòíî.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñëîè ïðîåêöèè π : X × Y −→ Y êîìïàêòíû. Òàêèì îá-

ðàçîì, êîìïàêòíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ X × Y âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî

óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå:

Ïóñòü π : X × Y −→ Y � îòîáðàæåíèå ïðîåêöèè, ïðè÷åì X êîìïàêòíî.

Òîãäà π çàìêíóòî.

Çàìå÷àíèå: Åñëè X íåêîìïàêòíî, ýòî óòâåðæäåíèå íåâåðíî. Ðàññìîòðèì

ïðîåêöèþ R × R−→ R, è ãèïåðáîëó Z := {(x, y) | xy = 1}. Òîãäà π(Z)
íåçàìêíóòî.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Çàìêíóòîñòü îòîáðàæåíèå ïðîåêöèè (äîêàçàòåëüñòâî)

Øàã 1. Ïóñòü Z ⊂ X × Y � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî. Åñëè π(Z) íåçà-

ìêíóòî, äëÿ êàêîé-òî ïðåäåëüíîé òî÷êè π(Z) èìååì π−1(y) ∩ Z = ∅.

Øàã 2. Ó êàæäîé òî÷êè (x, y) ∈ π−1(y) åñòü îêðåñòíîñòü Ux,y = Vx,y×Wx,y,

íå ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ Z.

Øàã 3. Ïîñêîëüêó π−1(y) êîìïàêòíî, ìîæåì âûáðàòü êîíå÷íîå ïîêðûòèå

{Vi ×Wi} ìíîæåñòâà π−1(y), íå ïåðåñåêàþùååñÿ ñ Z.

Øàã 4. Ìíîæåñòâî X × (
⋂

i Wi) íå ïåðåñåêàåò Z, çíà÷èò, y íå ïðåäåëüíàÿ

òî÷êà π(Z).
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Èäåàëû â êîëüöàõ

Âñå êîëüöà â ýòîé ëåêöèè ïðåäïîëàãàþòñÿ êîììóòàòèâíûìè (ñ êîììóòà-

òèâíûì óìíîæåíèåì) è ñ åäèíèöåé.

Îïðåäåëåíèå: Èäåàëîì â êîëüöå R íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî I ⊂ R,
êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ïî ñëîæåíèþ, è ê òîìó æå óäîâëåòâîðÿåò

ñëåäóþùåìó. Äëÿ êàæäîãî x ∈ R, γ ∈ I, ïðîèçâåäåíèå xγ òàêæå ëåæèò â I.
Ýòî ñâîéñòâî çàïèñûâàåòñÿ òàê: RI ⊂ I.

Îïðåäåëåíèå: Ãîìîìîðôèçìîì êîëåö íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå R1
ϕ−→

R2, êîòîðîå ïåðåâîäèò 1 â 1, 0 â 0, è ñîãëàñîâàíî ñî ñëîæåíèåì (òî åñòü

óäîâëåòâîðÿåò ϕ(x + y) = ϕ(x) + ϕ(y), ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y)).

Îïðåäåëåíèå: ßäðîì ãîìîìîðôèçìà R1
ϕ−→ R2 íàçûâàåòñÿ ìíîæå-

ñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ R1, ïåðåõîäÿùèõ â 0.

Çàìå÷àíèå: Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ÿäðî ãîìîìîðôèçìà � èäåàë. Äëÿ êàæ-

äîãî èäåàëà I ⊂ R, ôàêòîðãðóïïà R/I íàäåëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé ñòðóêòó-

ðîé êîëüöà. Òàêèì îáðàçîì, èäåàëû â êîëüöå � ïîäìíîæåñòâà, êîòî-

ðûå ìîãóò áûòü ÿäðîì ãîìîìîðôèçìà R−→R1.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Èäåàëû â êîëüöå (ïðîäîëæåíèå)

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü R � êîëüöî, à S ⊂ R � íàáîð ýëåìåíòîâ R. Ðàññìîò-

ðèì ìíîæåñòâî I ⊂ R, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âèäà

n∑
i=1

λisi,

ãäå si ∈ S, à λi ∈ R. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî I ýòî èäåàë. Ýòîò èäåàë íàçûâàåñÿ

èäåàëîì, ïîðîæäåííûì ýëåìåíòàìè S.

Çàìå÷àíèå: Ïóñòü r ∈ R � ëþáîé ýëåìåíò, à rR � ïîðîæäåííîå èì ïîä-

ìíîæåñòâî R. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî rR 6= R òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

êîãäà r íå îáðàòèì.

Èç ýòîãî íåìåäëåííî ïîëó÷àåì

Óòâåðæäåíèå:

Kîëüöî R, â êîòîðîì ëþáîé èäåàë ðàâåí R ëèáî 0, ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ìàêñèìàëüíûå è ïðîñòûå èäåàëû

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü R � êîëüöî, à I $ R � èäåàë. Èäåàë I íàçûâàåòñÿ

ìàêñèìàëüíûì, åñëè íå ñóùåñòâóåò èäåàëà I1 ñ I $ I1 $ R.

Óòâåðæäåíèå: Èäåàë I ⊂ R ìàêñèìàëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ôàêòîðêîëüöî R/I � ïîëå.

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü R � êîëüöî, à I $ R � èäåàë. Èäåàë I íàçûâàåòñÿ

ïðîñòûì, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R, èç xy ∈ I ñëåäóåò, ÷òî x ∈ I ëèáî y ∈ I.

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü x, y ∈ R íåíóëåâûå ýëåìåíòû êîëüöà R, òàêèå, ÷òî

xy = 0. Òîãäà x, y íàçûâàþòñÿ äåëèòåëÿìè íóëÿ.

Óòâåðæäåíèå: Èäåàë I ⊂ R ïðîñò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôàê-

òîðêîëüöî R/I íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ.

Ñëåäñòâèå: Ëþáîé ìàêñèìàëüíûé èäåàë ïðîñò.
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ëåììà Öîðíà

Îïðåäåëåíèå: Íàáîð ïîäìíîæåñòâ S1 ⊂ 2M íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííûì,

èëè âëîæåííûì, åñëè äëÿ ëþáûõ p, q ∈ S1, ëèáî p ⊂ q, ëèáî q ⊂ p.

Îïðåäåëåíèå: Ìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòîì íàáîðà ïîäìíîæåñòâ S ⊂
2M íàçûâàåòñÿ òàêîé ýëåìåíò s ∈ S, ÷òî äëÿ ëþáîãî r ∈ S, èç r ⊃ s

ñëåäóåò r = s.

Ëåììà Öîðíà: Ïóñòü S = {Sα} ⊂ 2M � íàáîð ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà

M , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò òàêîìó ñâîéñòâó: äëÿ ëþáîãî ìîíîòîííîãî

ïîäíàáîðà {Sβ} ⊂ S, îáúåäèíåíèå
⋃

β Sβ òîæå ëåæèò â S. Òîãäà â S åñòü

ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò.

¾The Axiom of Choice is obviously true, the well-ordering principle obviously

false, and who can tell about Zorn's lemma?¿ (øóòêà)
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Ñóùåñòâîâàíèå ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ

Òåîðåìà: Ïóñòü I $ R � èäåàë â êîëüöå. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìàêñè-

ìàëüíûé èäåàë I1 ⊃ I.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü S ⊂ 2R - ìíîæåñòâî èäåàëîâ, ñîäåðæàùèõ I, è

íå ðàâíûõ R.

Øàã 1: Äëÿ âëîæåííîãî íàáîðà èäåàëîâ {Iα} ⊂ S, îáúåäèíåíèå
⋃

α Iα

� èäåàë, íå ðàâíûé R. Äåéñòâèòåëüíî, îáúåäèíåíèå
⋃

α Iα ýòî ñíîâà

èäåàë; îí ðàâåí R, òîëüêî åñëè 1 ëåæèò â êàêîì-òî èç Iα.

Øàã 2: Ïðèìåíèâ ê S ëåììó Öîðíà, ïîëó÷èì ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò S.

Îí áóäåò ìàêñèìàëüíûì èäåàëîì.
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Max August Zorn

(1906 - 1993)
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü ν ⊂ M - ïîäìíîæåñòâî M . Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

χν : M −→ {0,1}, ñòàâÿùóþ â ñîîòâåòñòâèå òî÷êå x ∈ ν 1, à x /∈ ν � 0.

Ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé ïîäìíîæåñòâà

ν ⊂ M . Îòîæäåñòâèâ {0,1} ñ ïîëåì F2 îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ 2, ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî χν � ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â F2.

Çàìå÷àíèå: Ýòà êîíñòðóêöèÿ îòîæäåñòâëÿåò 2M ñ ìíîæåñòâîì ôóíêöèé

M −→ F2.

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü A, B ⊂ M � ïîäìíîæåñòâà M . Îïðåäåëèì ñèììåò-

ðè÷åñêóþ ðàçíîñòü A4B ôîðìóëîé

A4B := (A ∪B)\(A ∩B).

Óòâåðæäåíèå: Ïðè îòîæäåñòâëåíèè ïîäìíîæåñòâà ñ åãî õàðàêòåðèñòè-

÷åñêîé ôóíêöèåé, ïðîèçâåäåíèå ïåðåõîäèò â ïåðåñå÷åíèå, ñóììà â

ñèììåòðè÷åñêóþ ðàçíîñòü. Äëÿ ëþáûõ ν, ρ ⊂ M , èìååì

χν + χρ = χν4ρ, χν · χρ = χν∩ρ,
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Òîïîëîãèÿ, ïåðâûé êóðñ, âòîðîé ñåìåñòð Ì. Âåðáèöêèé

Êîëüöî ïîäìíîæåñòâ

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü S ⊂ 2M � íàáîð ïîäìíîæåñòâ M . Ãîâîðèòñÿ, ÷òî

S çàìêíóò îòíîñèòåëüíî êîíå÷íûõ ïåðåñå÷åíèé è ñèììåòðè÷åñêèõ

ðàçíîñòåé, åñëè ïåðåñå÷åíèå è ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü ëþáûõ ýëåìåí-

òîâ S ñíîâà ëåæèò â S.

Îïðåäåëåíèå: Åñëè S çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî êîíå÷íûõ ïåðåñå÷åíèé è

ñèììåòðè÷åñêèõ ðàçíîñòåé, è ê òîìó æå ñîäåðæèò M , ìû ãîâîðèì, ÷òî S

� êîëüöî ïîäìíîæåñòâ M .

Ïóñòü S ⊂ 2M � íàáîð ïîäìíîæåñòâ M . Äëÿ êàæäîãî a ∈ S, ðàññìîòðèì

åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ χa : M −→ F2. Òàêèå ôóíêöèè ìîæíî

ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü ïî÷ëåííî.

Óòâåðæäåíèå: Míîæåñòâî ôóíêöèé

RS := {χa : M −→ F2 | a ∈ S}

îáðàçóåò êîëüöî îòíîñèòåëüíî ïîòî÷å÷íîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæå-

íèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S � êîëüöî ïîäìíîæåñòâ M.
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Ìàêñèìàëüíûå èäåàëû â êîëüöå ïîäìíîæåñòâ:

Óòâåðæäåíèå: Ïóñòü S ⊂ 2M � êîëüöî ïîäìíîæåñòâ, à I ⊂ S � ìàêñè-

ìàëüíûé èäåàë. Òîãäà S/I ýòî ïîëå F2.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Øàã 1: Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå ýëåìåíòû RS óäîâëåòâîðÿþò a2 = a (òà-

êèå ýëåìåíòû íàçûâàþòñÿ èäåìïîòåíòàìè. Ïîýòîìó âñå ýëåìåíòû k

� òîæå èäåìïîòåíòû.

Øàã 2: Òåîðåìà Áåçó óòâåðæäàåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí P (x) ñòåïåíè i èìååò

íå áîëüøå i êîðíåé â ïîëå k. Ïîñêîëüêó âñå ýëåìåíòû k ÿâëÿþòñÿ

êîðíÿìè êâàäðàòíîãî ìíîãî÷ëåíà x2 − x = 0, k � ïîëå èç äâóõ ýëå-

ìåíòîâ.
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Óëüòðàôèëüòðû

Ñëåäñòâèå: Ïóñòü I ⊂ 2M � ìàêñèìàëüíûé èäåàë, à A ⊂ M � ëþáîå

ïîäìíîæåñòâî. Òîãäà ëèáî A, ëèáî M\A ïðèíàäëåæàò I.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü I ⊂ R èäåàë â êîëüöå òàêîé, ÷òî R/I ∼= F2. Òîãäà

äëÿ êàæäîãî x ∈ R, ëèáî x, ëèáî 1 + x ëåæàò â I. Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ

M\A = M4A = 1 + A.

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü M � ìíîæåñòâî, 2M � êîëüöî âñåõ ïîäìíîæåñòâ

M , à I � ìàêñèìàëüíûé èäåàë â 2M . Óëüòðàôèëüòðîì íà M íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâî âñåõ X ⊂ M , íå ëåæàùèõ â I.

Àêñèîìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå óëüòðàôèëüòðà.
Íàáîð ïîäìíîæåñòâ U ⊂ 2M ÿâëÿåòñÿ óëüòðàôèëüòðîì òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî ñëåäóþùåå

1. åñëè A ⊂ B, A ∈ U, òî B ∈ U.

2. Äëÿ ëþáîãî A ⊂ M , ëèáî A, ëèáî M\A ëåæàò â U (íî íå îäíîâðåìåííî).

3. Åñëè A, B ∈ U, òî A ∩B ∈ U.
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Henri Cartan, 1996
(ðîä. 8 èþëÿ 1904)
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Ïîêðûòèÿ è èäåàëû

Óòâåðæäåíèå: Ïóñòü M � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à V ⊂ 2M � ïî-

êðûòèå M . Ðàññìîòðèì èäåàë I â 2M , ïîðîæäåííûé V. Òîãäà ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû.

1. Èç V ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå

2. I = 2M.

Äîêàçàòåëüñòâî: Åñëè U1, ...Un � êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå, òî îáúåäèíåíèå⋃
Ui = M âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïåðåñå÷åíèÿ è ñèììåòðè÷åñêèå ðàçíîñòè,

çíà÷èò, M ∈ I.

Åñëè æå I = 2M , èìååì 1 =
∑n

i=1 λiUi, ãäå λi ∈ 2M , a Ui ∈ V. Ïîýòîìó

M = (λ1 ∩ U1)4(λ2 ∩ U2)4...4(λn ∩ Un) ⊂
n⋃

i=1

Ui,

çíà÷èò, â V íàéäåòñÿ êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.
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Òåîðåìà Àëåêñàíäåðà î ïðåäáàçå

Òåîðåìà Àëåêñàíäåðà î ïðåäáàçå: Ïóñòü M � òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-

ñòðàíñòâî ñ ïðåäáàçîé {Uα}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëþáîå ïîêðûòèå M ýëå-

ìåíòàìè {Uα} èìååò êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. Òîãäà M êîìïàêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü M íåêîìïàêòíî, è ïóñòü P � ïîêðûòèå M , íå

äîïóñêàþùåå êîíå÷íîãî ïîäïîêðûòèÿ. Ðàññìîòðèì èäåàë I â 2M , ïîðî-

æäåííûé P. Ïóñòü Im ⊂ 2M � ìàêñèìàëüíûé èäåàë, ñîäåðæàùèé I.

Øàã 1: Îáîçíà÷èì çà U ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ïðåäáàçû {Uα}, ñîäåð-
æàùèõñÿ â Im. Äîêàæåì, ÷òî U � ýòî ïîêðûòèå M. Ïî óñëîâèþ, Im

ñîäåðæèò îòêðûòîå ïîêðûòèå M . Ïîýòîìó äëÿ äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ M , è

êàæäîé áàçû òîïîëîãèè íà M íàéäåòñÿ ýëåìåíò áàçû, êîòîðûé ñîäåðæèò

x è ñîäåðæèòñÿ â Im. Ïîëó÷àåì x ∈
⋂

i Ui ∈ Im, ãäå Ui ëåæàò â ïðåäáàçå.

Ïîñêîëüêó Im ïðîñòîé èäåàë, èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç Ui

ëåæèò â Im. Ìû ïîëó÷èëè x ∈ Ui ∈ U.

Øàã 2: Ïîñêîëüêó Im 6= 2M , à U ⊂ Im, íèêàêîé êîíå÷íûé íàáîð ýëåìåí-

òîâ U íå äàåò â îáúåäèíåíèè M. Ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì òåîðåìû!
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James Waddell Alexander

(1888 - 1971)
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Òèõîíîâñêàÿ òîïîëîãèÿ íà ïðîèçâåäåíèè

Ïóñòü {Mα} � íàáîð ìíîæåñòâ. Ðàññìîòðèì îáúåäèíåíèå âñåõ ýòèõ ìíî-

æåñòâ (êîòîðûå ñ÷èòàþòñÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ). Îíî îáîçíà÷àåòñÿ
∐

Mα.

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü {Mα} � íàáîð òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ïðîèí-

äåêñèðîâàííûé ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ I. Ïðîèçâåäåíèå Mα ýòî ìíîæå-

ñòâî îòîáðàæåíèé èç I â
∐

Mα, ñòàâÿùèõ â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó èíäåêñó

α ∈ I òî÷êó ïðîñòðàíñòâà Mα. Îíî îáîçíà÷àåòñÿ
∏

α Mα

Îïðåäåëåíèå: Íà
∏

α Mα ââîäèòñÿ òèõîíîâñêàÿ òîïîëîãèÿ, çàäàííàÿ

ñëåäóþùåé ïðåäáàçîé. Äëÿ êàæäîé ïàðû α ∈ I, è îòêðûòîãî ìíîæåñòâà

U ⊂ Mα, ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî

Mα1 × ...× Uα × ... ⊂ Mα1 × ...×Mα × ...

(ïðîèçâåäåíèå íàáîðà {Mα}, ãäå ýëåìåíò Mα çàìåíèëè íà Uα, à âñå îñòàëü-

íûå îñòàâèëè êàê åñòü). Îáîçíà÷èì ýòî ïîäìíîæåñòâî çà Fα,U . Òîïîëî-

ãèÿ, çàäàííàÿ òàêîé ïðåäáàçîé, íàçûâàåòñÿ òèõîíîâñêîé òîïîëîãèåé,

èëè òîïîëîãèåé ïðîèçâåäåíèÿ.
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Òåîðåìà Òèõîíîâà î êîìïàêòíîñòè

Òåîðåìà Òèõîíîâà î êîìïàêòíîñòè:

Ïóñòü {Mα} � íàáîð êîìïàêòíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Òîãäà
∏

α Mα

òîæå êîìïàêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðèìåíèì òåîðåìó Àëåêñàíäåðà î ïðåäáàçå.

Ïóñòü {Fα,Uα,ξ
} � íàáîð ýëåìåíòîâ ïðåäáàçû. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî⋃

α,ξ

Fα,Uα,ξ
=

⋃
α
Fα,Wα,

ãäå Wα =
⋃

ξ Uα,ξ. Ïîýòîìó äëÿ êàêîãî-òî α, Wα = Mα. Âûáðàâ èç Uα,ξ
êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå Ui, ïîëó÷èì, ÷òî Fα,Ui

- êîíå÷íîå ïîêðûòèå
∏

α Mα.
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