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Îñíîâû êýëåðîâîé ãåîìåòðèè: çàäà÷è äëÿ ýêçàìåíà

Çàäà÷à 1.1. Ïóñòü (M,ω) � êîìïàêòíîå êýëåðîâî ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n, à

efωn = (ω + ddcφ)n

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ìîíæà-Àìïåðà. Äîêàæèòå, ÷òî ω + ddcφ êýëåðîâî.

Çàäà÷à 1.2. Ïóñòü (M,ω) � êîìïàêòíîå êýëåðîâî ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

efωn = (ω + ddcφ)n−iωi

Äîêàæèòå, ÷òî ðåøåíèå åäèíñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ðàñïðåäåëåíèå íà ìíîãîîáðàçèè � ýòî C∞M -èíâàðèàíòíûé ïîäïó÷îê â êàñàòåëü-
íîì ïðîñòðàíñòâå TM . Ðàñïðåäåëåíèå F íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìûì, åñëè çàäàíî çàìêíóòîå ïîäìíî-
æåñòâî ìåðû íóëü Z ⊂M ïðè÷å, M\Z äîïóñêàåò îòêðûòîå ïîêðûòèå {Ui}, à êàæäîå Ui ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ Ui = Vi ×Wi, ïðè÷åì F

∣∣∣
Ui

� ÿäðî äèôôåðåíöèàëà ïðîåêöèè Ui
πi−→ Wi. Ëèñòîì

ñëîåíèÿ íàçûâàåòñÿ èììåðñèÿ X
j−→ M èç ñâÿçíîãî ìíîãîîáðàçèÿ X â M òàêàÿ, ÷òî

j(X) ∩ Ui = π−1
i (S),

ãäå S ⊂Wi ñ÷åòíî. Ñëîåíèå íàçûâàåòñÿ ãîëîìîðôíûì, åñëè M êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå, à Ui
πi−→

Wi êîìïëåêñíî àíàëèòè÷íî.

Çàäà÷à 1.3. Ïóñòü � êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå, à F ⊂ TM � êîãåðåíòíûé ïîäïó÷îê. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî êîììóòàòîð ëþáûõ âåêòîðíûõ ïîëåé f1, f1 ∈ F óäîâëåòâîðÿåò [f1, f2] ∈ F . Äîêàæèòå, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ðàñïðåäåëåíèå èíòåãðèðóåìî è ãîëîìîðôíî.

Çàäà÷à 1.4. Ïóñòü (M, I) � êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå, à ω ∈ Λ1,1(M) � âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêàÿ
ôîðìà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ω(x, Ix) > 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ TM . Ðàññìîòðèì ïîäïó÷îê F ⊂ TM , ñîñòîÿùèé
èç âñåõ x òàêèõ, ÷òî ω(x, Ix) = 0 (òàêîé ïîäïó÷îê íàçûâàåòñÿ íóëü-ïðîñòðàíñòâîì ω). Äîêàæèòå, ÷òî
F èíòåãðèðóåìî è âñå åãî ñëîè � êîìïëåêñíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Âñåãäà ëè îíî ãîëîìîðôíî?

Çàäà÷à 1.5. Ïóñòü (M, I) � êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå, dimC M = n, U ⊂M � ïëîòíîå, îòêðûòîå ïîä-
ìíîæåñòâî, à à Ω ∈ Λn,0(U) � íåâûðîæäåííàÿ (n, 0)-ôîðìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ω çàìêíóòà. Äîêàæèòå,
÷òî ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà I èíòåãðèðóåìà.

Çàäà÷à 1.6. Ïóñòü (M, I, ω) � ýðìèòîâî ïî÷òè êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå, à ∇ � ñâÿçíîñòü ñ òîòàëü-
íî àíòèñèììåòðè÷íûì êðó÷åíèåì, ñîõðàíÿþùàÿ I, ω. Ñëåäóåò ëè èç ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé ñâÿçíîñòè
èíòåãðèðóåìîñòü I?

Çàäà÷à 1.7. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è, ñëåäóåò ëè èç ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé ñâÿçíîñòè èíòåãðè-
ðóåìîñòü I, åñëè dω = 0?

Îïðåäåëåíèå 1.2. ÏóñòüM - âåùåñòâåííîå ìíîãîîáðàçèå, dimM = 2n−1. Ôîðìà θ ∈ Λ1M íàçûâàåòñÿ
êîíòàêòíîé, åñëè θ ∧ (dθ)n−1 ∈ Λ2n−1M íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â 0.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ôóíêöèÿ φ : M −→ R íà êîìïëåêñíîì ìíîãîîáðàçèè íàçûâàåòñÿ ñòðîãî ïëþðè-

ñóáãàðìîíè÷åñêîé, åñëè ddcφ êýëåðîâà.
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Çàäà÷à 1.8. Ïóñòü φ : M −→ R � ñòðîãî ïëþðèñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà êîìïëåêñíîì ìíîãîîá-
ðàçèè, à c ∈ R � òàêîå ÷èñëî, ÷òî ìíîæåñòâî óðîâíÿ Xc := φ−1(c) ⊂ M ãëàäêî. Äîêàæèòå, ÷òî dcφ �
êîíòàêòíàÿ ôîðìà íà Xc.

Çàäà÷à 1.9. Ïóñòü M êîìïàêòíîå êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå, à ω ∈ Λ1,1(M) � çàìêíóòàÿ (1, 1)-ôîðìà,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ ω(x, Ix) > 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ TM . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ω íåâûðîæäåíà âíå êîíå÷íîãî
íàáîðà òî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî M êýëåðîâî (äîïóñêàåò êýëåðîâó ôîðìó).

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ïóñòü A : Cn −→ Cn � ëèíåéíûé îïåðàòîð, âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðîãî
óäîâëåòâîðÿþò |αi| > 1. Ðàññìîòðèì öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó 〈A〉 ⊂ Aut(Cn), ïîðîæäåííóþ A, è ïóñòü
HA = (Cn\0)/〈A〉. Ýòî êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå Õîïôà.

Çàäà÷à 1.10. Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå Õîïôà HA íåêýëåðîâî äëÿ ëþáîãî n > 1.

Çàäà÷à 1.11. Äîêàæèòå, ÷òî HA ñîäåðæèò ýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ.

Çàäà÷à 1.12. Ïóñòü HA � äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå. Äîêàæèòå, ÷òî êàíîíè÷åñêîå ðàññëîåíèå K(HA) íå
èçîìîðôíî òðèâèàëüíîìó ðàññëîåíèþ OHA

(ñòðóêòóðíîìó ïó÷êó). Äîêàæèòå, ÷òî K(HA) òðèâèàëüíî
êàê òîïîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå.

Çàäà÷à 1.13. ÏóñòüH � òðåõìåðíàÿ ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà, òî åñòü ãðóïïà âåùåñòâåííûõ âåðõíåòðåóãîëü-
íûõ ìàòðèö 3 íà 3. Îáîçíà÷èì çà HZ ⊂ H ïîäãðóïïó, ñîñòîÿùóþ èç ìàòðèö ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Ïîñòðîéòå êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó íà êîìïàêòíîì 4-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè H/HZ × S1. Ìîæåò ëè îíî
áûòü êýëåðîâûì?

Çàäà÷à 1.14. Ïóñòü M � ðè÷÷è-ïëîñêîå, êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå, à θ � ãàðìîíè÷åñêàÿ 1-ôîðìà íà
M . Äîêàæèòå, ÷òî ∇θ = 0, ãäå ∇ � ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà.

Çàäà÷à 1.15. Ïóñòü M � êîìïàêòíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà èçîìåòðèé M
êîìïàêòíà.

Çàäà÷à 1.16. Ïóñòü M � êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå Êàëàáè-ßó. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà êîìïëåêñíî-
àíàëèòè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìîâ M êîìïàêòíà.

Çàäà÷à 1.17. Ïóñòü (M, I) êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå, ñíàáæåííîå ñâÿçíîñòüþ áåç êðó÷åíèÿ∇, ïðè÷åì
∇I = 0, à X ∈ TM � âåêòîðíîå ïîëå. Äîêàæèòå, ÷òî X ãîëîìîðôíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
∇X ∈ Λ1(M)⊗ TM , ðàññìîòðåííîå êàê ýíäîìîðôèçì TM , êîìïëåêñíî ëèíåéíî.

Çàäà÷à 1.18. Ïóñòü M � ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñèãíàòóðû (p, q) (ìíîãîîáðàçèå ñ íåâûðîæ-
äåííîé áèëèíåéíîé ñèììåòðè÷åñêîé ôîðìîé g ñèãíàòóðû (p, q)). Äîêàæèòå, ÷òî íà M ñóùåñòâóåò è
åäèíñòâåííà ñâÿçíîñòü áåç êðó÷åíèÿ, ñîõðàíÿþùàÿ g (òàêàÿ ñâÿçíîñòü íàçûâàåòñÿ ñâÿçíîñòü Ëåâè-

×èâèòà).

Çàäà÷à 1.19. Ïóñòü M � ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñèãíàòóðû (p, q), p 6= q, à ãîëîíîìèÿ ñâÿçíîñòè
Ëåâè-×èâèòà ïðèâîäèìà. Äîêàæèòå, ÷òî M ëîêàëüíî ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ïñåâäîðèìàíîâûõ
ìíîãîîáðàçèé ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.
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