
Ëåêöèÿ 1. Ïî÷òè êîìïëåêñíûå ìíîãîîáðàçèÿ Ìèøà Âåðáèöêèé

1. Êýëåðîâà ãåîìåòðèÿ, ëåêöèÿ 1:

Ïî÷òè êîìïëåêñíûå ìíîãîîáðàçèÿ

1.1. Ïî÷òè êîìïëåêñíûå ìíîãîîáðàçèÿ

Ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñòíûì îïðåäåëåíèå êîìïëåêñíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, è

p, q-ðàçëîæåíèå íà äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðìàõ: Λ∗(M,C) = ⊕Λp,q(M).
Òàêæå ðàçëîæåíèå TM ⊗ C ∼= T 1,0(M)⊕ T 0,1(M).

Îïðåäåëåíèå 1.1. ÏóñòüM - ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, à I : TM −→ TM
- îïåðàòîð, óäîâëåòâîðÿþùèé I2 = − Id. Òîãäà I íàçûâàåòñÿ ïî÷òè êîì-

ïëåêñíîé ñòðóêòóðîé, à (M, I) - ïî÷òè êîìïëåêñíûì ìíîãîîáðà-

çèåì.

Ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà çàäàåò ðàçëîæåíèå

TM ⊗ C ∼= T 1,0(M)⊕ T 0,1(M),

ãäå T 1,0, T 0,1 � ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà äëÿ
√
−1 è −

√
−1. Íà-

îáîðîò, êàæäîå òàêîå ðàçëîæåíèå, ïîçâîÿåò îïðåäåëèòü îïåðàòîð I, äåé-
ñòâóþùèé íà TM⊗C ïîäîáíûì îáðàçîì; îí ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì ïðè

óñëîâèè

T 1,0(M) = T 0,1(M), T 0,1(M) = T 1,0(M).

Ïîýòîìó êàæäîå êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå èìååò åñòåñòâåííóþ ïî÷òè

êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà I íà ìíîãîîáðàçèè

íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé, åñëè (M, I) ïîëó÷åíî èç êîìïëåêñíîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ âûøåîïèñàííûì îáðàçîì.

Îòìåòèì, ÷òî â ýòîé ñèòóàöèè ïó÷îê ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé íà ìíî-

ãîîáðàçèè (M, I) îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî I. Äåéñòâèòåëüíî,
ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà LieX f = 0, äëÿ
êàæäîãî (0, 1)-âåêòîðíîãî ïîëÿ X. Çäåñü LieX îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ

f âäîëü X.

Ïîýòîìó êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà M âîññòàíàâëèâàåòñÿ èç ïî÷òè

êîìïëåêñíîé.
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Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà I íà ìíîãîîáðàçèè

íàçûâàåòñÿôîðìàëüíî èíòåãðèðóåìîé, åñëè [X,Y ] ⊂ T 0,1M , äëÿ ëþ-

áûõ X,Y ∈ T 0,1M .

Çàäà÷à 1.4. Ïðîâåðüòå, ÷òî èç èíòåãðèðóåìîñòè ñëåäóåò ôîðìàëüíàÿ

èíòåãðèðóåìîñòü.

Îáðàòíîå íåâåðíî â áåñêîíå÷íîìåðíîé ñèòóàöèè (ïðîñòðàíñòâî óçëîâ

â ëþáîì òðåõìåðíîì ìíîãîîáðàçèè ñ åñòåñòâåííîé ïî÷òè êîìïëåêñíîé

ñòðóêòóðîé ôîðìàëüíî èíòåãðèðóåìî, è äàæå êýëåðîâî, íî íå èíòåãðèðó-

åìî). Â ñèòóàöèè, êîãäà (M, I) ãëàäêîå è êîíå÷íîìåðíîå, èç ôîðìàëüíîé
èíòåãðèðóåìîñòè ñëåäóåò îáû÷íàÿ èíòåãðèðóåìîñòü; ýòà òåîðåìà âåñü-

ìà òðóäíàÿ. Òðóäîåìêàÿ ÷àñòü òåîðåìû ñîñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå âåùå-

ñòâåííîé àíàëèòè÷íîñòè (M, I); äëÿ âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêèõ ìíîãî-
îáðàçèé ðàâíîñèëüíîñòü èíòåãðèðóåìîñòè è ôîðìàëüíîé èíòåãðèðóåìî-

ñòè î÷åâèäíà. Îá ýòîì íèæå.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ f íà ïî÷òè êîìïëåêñ-
íîì ìíîãîîáðàçèè (M, I) íàçûâàåòñÿ ãîëîìîðôíîé, åñëè LieX f = 0,
äëÿ êàæäîãî (0, 1)-âåêòîðíîãî ïîëÿ X.

Çàäà÷à 1.6. Ïóñòü (M, I) - ïî÷òè êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå, òàêîå, ÷òî
ïó÷îê Λ1,0(M) ëîêàëüíî ïîðîæäåí äèôôåðåíöèàëàìè îò ãîëîìîðôíûõ

ôóíêöèé. Äîêàæèòå, ÷òî I èíòåãðèðóåìî.

Óêàçàíèå 1.7. Âûáåðèòå êîìïëåêñíûå êàðòû äëÿ (M, I), ïîëüçóÿñü òåî-
ðåìîé î íåÿâíîé ôóíêöèè.

Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èíòåãðèðóåìîñòè ïî÷òè êîìïëåêñíîãî

ìíîãîîáðàçèÿ, äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü íà íåì ìíîãî ãîëîìîðôíûõ ôóíê-

öèé.

Îïðåäåëåíèå 1.8. Àíòèãîëîìîðôíîé ôóíêöèåé íà êîìïëåêñíîì ìíî-

ãîîáðàçèè íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ f , ÷òî f̄ ãîëîìîðôíî. Îòîáðàæå-

íèå φ : M −→M íàçûâàåòñÿ àíòèêîìïëåêñíûì, åñëè îíî ïåðåâîäèò

ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè â àíòèãîëîìîðôíûå.

Îïðåäåëåíèå 1.9. Ïóñòü MC - êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå, íàäåëåííîå

àíòèêîìïëåêñíîé èíâîëþöèåé ι : MC −→MC. ÌíîæåñòâîMR íåïîäâèæ-

íûõ òî÷åê ι íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì. Â

ýòîé ñèòóàöèè MC íàçûâàåòñÿ åãî êîìïëåêñèôèêàöèåé.
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Çàäà÷à 1.10. Äîêàæèòå, ÷òî â òàêîé ñèòóàöèè ìíîæåñòâî íåïîäâèæ-

íûõ òî÷åê ι ãëàäêî, è dimRMR = dimCMC. Ïîñòðîéòå åñòåñòâåííûé

èçîìîðôèçì TMC

∣∣∣
MR
∼= TMR ⊗ C

Îïðåäåëåíèå 1.11. ÏóñòüM - âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêîå ìíîãîîáðà-

çèå, MC åãî êîìïëåêñèôèêàöèÿ à I : TM −→ TM - ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ

ñòðóêòóðà íàM . Îïåðàòîð I íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííî àíàëèòè÷íûì,

åñëè íà MC çàäàí ãîëîìîðôíûé îïåðàòîð IC : TMC −→ TMC, óäî-

âëåòâîðÿþùèé I2
C = −1, è ïðè åñòåñòâåííîì èçîìîðôèçìå TMC

∣∣∣
MR
∼=

TMR ⊗ C, IC ñîîòâåòñòâóåò I.

Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå

TMC ∼= T 1,0MC ⊕ T 0,1MC

â ñîáñòâåííûå ïðîñòðàíñòâà IC. Â ñèëó ïðèíöèïà àíàëèòè÷åñêîãî ïðî-

äîëæåíèÿ, ôîðìàëüíàÿ èíòåãðèðóåìîñòü I âëå÷åò [X,Y ] ⊂ T 0,1M , äëÿ

ëþáûõ X,Y ∈ T 0,1MC. Ïîýòîìó ðàñïðåäåëåíèå T 1,0MC èíòåãðèðóåìî.

Àíàëîãè÷íûé àðãóìåíò äîêàçûâàåò, ÷òî T 0,1MC òîæå èíòåãðèðóåìî. Ëî-

êàëüíî â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè ïîëó÷àåì MC = M1,0 ×M0,1, ñ åñòå-

ñòâåííûìè ïðîåêöèÿìè, èäóùèìè âäîëü ëèñòîâ ñëîåíèé T 1,0MC, T
0,1MC.

Çàäà÷à 1.12. Âûâåäèòå èç òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè, ÷òî îãðàíè÷å-

íèå ïðîåêöèè π : MC −→M1,0 íà M ⊂ MC ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì,

ëîêàëüíî â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè M .

Ïîñêîëüêó M1,0 êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå, ïîëó÷åííîå âûøå îòîá-

ðàæåíèå çàäàåò êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó íà M . Îíà ñîãëàñîâàíà ñ I, ïî-
ñêîëüêó ëþáàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ïîñòîÿííà íà ëèñòàõ ñëîåíèÿ T 0,1MC,
óäîâëåòâîðÿåò LieX f = 0 äëÿ ëþáîãî X ∈ T 0,1M , ñëåäîâàòåëüíî, ãîëî-

ìîðôíà. È â ñàìîì äåëå, ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè íà MC, êîòîðûå ïîñòî-
ÿííû âäîëü ñëîåâ T 0,1MC, çàäàþò ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè íà (M, I).

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì íàçûâàòü "êîìïëåêñíûì ìíîãîîáðàçèåì"

ïî÷òè êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå ñ èíòåãðèðóåìîé ïî÷òè êîìïëåêñíîé

ñòðóêòóðîé

1.2. Ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà

Ïóñòü ∇ : TM −→ TM ⊗ Λ1M � ñâÿçíîñòü íà TM . Ñ ýòîé ñâÿçíîñòüþ,

êàê îáû÷íî, ìîæíî àññîöèèðîâàòü ñâÿçíîñòü íà ëþáîì òåíçîðíîì ðàñ-
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ñëîåíèè íàä M . Îáîçíà÷èì çà∧
: Λi(M)⊗ Λ1(M)−→ Λi+1(M)

îòîáðàæåíèå âíåøíåãî óìíîæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.13. Òåíçîðîì êðó÷åíèÿ ñâÿçíîñòè ∇ : TM −→ TM ⊗
Λ1M íàçîâåì îòîáðàæåíèå T∇(X,Y ) := ∇XY −∇YX − [X,Y ], ãäå X,Y
- âåêòîðíûå ïîëÿ.

Çàäà÷à 1.14. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî òåíçîð.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü T∇ êàê ýëåìåíò Λ2M ⊗ TM .

Çàäà÷à 1.15. Ïóñòü ∇ : TM −→ TM ⊗Λ1M ñâÿçíîñòü íà TM , ãäåM �

ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû

• ñâÿçíîñòü ∇ : TM −→ TM ⊗Λ1M íå èìååò êðó÷åíèÿ (ò.å. T∇ = 0).

• Èíäóöèðîâàííàÿ ∇ ñâÿçíîñòü íà Λi(M) óäîâëåòâîðÿåò
∧
⊗∇ = d,

ãäå d : Λi(M)−→ Λi+1(M) � äèôôåðåíöèàë äå Ðàìà.

Îïðåäåëåíèå 1.16. Ïóñòü (M, g) - ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, g ∈ S2(M)
- åãî òåíçîð Ðèìàíà. Ñâÿçíîñòü ∇ íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, åñëè

∇g = 0. Îíà íàçûâàåòñÿ ñâÿçíîñòüþ Ëåâè-×èâèòà, åñëè ∇g = 0 è

T∇ = 0.

Ïóñòü ∇1,∇2 - äâå îðòîãîíàëüíûå ñâÿçíîñòè. Òîãäà ∇1 − ∇2 � 1-

ôîðìà ñ êîýôôèöèåíòàìè â so(TM), è, íàîáîðîò, ëþáàÿ îðòîãîíàëüíàÿ
ñâÿçíîñòü ïîëó÷àåòñÿ òàêèì îáðàçîì (äîêàæèòå ýòî). Ïîýòîìó ìíîæå-

ñòâî îðòîãîíàëüíûõ ñâÿçíîñòåé åñòü àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî, ñ ëèíåà-

ðèçàöèåé, èçîìîðôíîé Λ1(M)⊗ so(TM).
Îáîçíà÷èì çà Alt12 îïåðàöèþ àëüòåðíèðîâàíèÿ òåíçîðà ïî ïåðâûì

äâóì àðãóìåíòàì. Òîãäà äëÿ ëþáîé 1-ôîðìû A ∈ Λ1(M) ⊗ so(TM), è
ñâÿçíîñòåé ∇1,∇2, ∇1 −∇2 = A, èìååì

T∇1 − T∇2 = Alt12(A).

Çàäà÷à 1.17. Äîêàæèòå, ÷òî

Alt12 : Λ1(M)⊗ so(TM)−→ Λ2M ⊗ TM

èçîìîðôèçì
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Óêàçàíèå 1.18. Âîñïîëüçóéòåñü èçîìîðôèçìîì so(TM) ∼= Λ2M .

Ïóñòü ∇1 - ïðîèçâîëüíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ñâÿçíîñòü, à A ∈ Λ1(M) ⊗
so(TM) Ñâÿçíîñòü ∇2 = ∇1 − A íå èìååò êðó÷åíèÿ òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà Alt12(A) = ∇1 . Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé, óáåäè-

òåñü, ÷òî òàêîå A ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Ìû ïîëó÷èëè îñíîâíóþ

òåîðåìó äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè: ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà

ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà íà êàæäîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè.

1.3. Êýëåðîâû ìíîãîîáðàçèÿ

Îïðåäåëåíèå 1.19. Ïóñòü (M, I) - ïî÷òè êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå, à
g ∈ S2TM - ðèìàíîâà ôîðìà. Ôîðìà g íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâîé ñòðóê-

òóðîé, åñëó g(I·, I·) = g(·, ·). Â ýòîé ñèòóàöèè, g(·, I·) ýòî (1, 1)-ôîðìà
íà M (ïðîâåðüòå). Îíà íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâîé ôîðìîé äëÿ g.

Îïðåäåëåíèå 1.20. Êîìïëåêñíîå, ýðìèòîâî ìíîãîîáðàçèå (M, I, g) íà-
çûâàåòñÿ êýëåðîâûì, åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýðìèòîâà ôîðìà ω := g(·, I·)
çàìêíóòà.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ êýëåðîâûì àíàëîãîì "îñíîâíîé òåîðå-

ìû äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè.

Òåîðåìà 1.21: Ïóñòü (M, I, g) - ïî÷òè êîìïëåêñíîå, ýðìèòîâî ìíîãîîá-
ðàçèå. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû.

1. (M, I, g) � êýëåðîâî.
2. ∇I = 0, ãäå ∇ � ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà.

Äîêàçàòåëüñòâî íèæå.

Îòìåòèì, ÷òî èç ∇I = 0 ñðàçó ñëåäóåò êýëåðîâîñòü. Äåéñòâèòåëüíî,

èç ýòîãî ñðàçó âûòåêàåò ∇XY ∈ T 1,0(M) äëÿ ëþáûõ âåêòîðíûõ ïîëåé

X,Y , ïðè óñëîâèè Y ∈ T 1,0(M). Ïî ôîðìóëå

T∇(X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ] (1.3.1)

èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî [X,Y ] ∈ T 1,0(M) äëÿ X,Y ∈ T 1,0(M). Ïîýòîìó
(M, I, g) ôîðìàëüíî èíòåãðèðóåìà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ∇ω = 0, ïîñêîëü-
êó ∇I = ∇g = 0, íî

∧
∇ω = dω, ïîòîìó ÷òî ∇ áåç êðó÷åíèÿ.
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1.4. Ñâÿçíîñòè ñ êîñîñèììåòðè÷åñêèì êðó÷åíèåì

Îïðåäåëåíèå 1.22. Ïóñòü M � ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, ∇ � îðòîãî-

íàëüíàÿ ñâÿçíîñòü íà TM , à T∇ ∈ Λ2(M)⊗TM åå êðó÷åíèå. Îáîçíà÷èì

çà T ]∇ ∈ Λ2(M) ⊗ Λ1(M) òåíçîð, ïîëó÷åííûé èç T∇ ïîñðåäñòâîì èçî-

ìîðôèçìà TM ∼= Λ1(M), ïîëó÷åííîãî èç ìåòðèêè. Ãîâîðèòñÿ, ÷òî ∇
� ñâÿçíîñòü ñ òîòàëüíî àíòèñèììåòðè÷íûì êðó÷åíèåì, åñëè T ]∇
ëåæèò â Λ3(M) ⊂ Λ2(M)⊗ Λ1(M).

Òåîðåìà 1.23: Ïóñòü (M, I,∇) � êîìïëåêñíîå ýðìèòîâî ìíîãîîáðàçèå,
à ω � ýðìèòîâà ôîðìà. Òîãäà íà TM ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà îðòîãî-

íàëüíàÿ ñâÿçíîñòü ∇ òàêàÿ, ÷òî ∇I = 0, à êðó÷åíèå ∇ òîòàëüíî àíòè-

ñèììåòðè÷íî. Áîëåå òîãî, â ýòîé ñèòóàöèè T ]∇ = Idω.

Êîãäà (M, I,∇) êýëåðîâî, èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ñâÿçíîñòü

∇ � áåç êðó÷åíèÿ. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòà, ýòî

çíà÷èò, ÷òî ∇ è åñòü Ëåâè-×èâèòà. Ïîýòîìó èç Òåîðåìû 1.23 ñëåäóåò

Òåîðåìà 1.21.

Ïóñòü ∇ - ñâÿçíîñòü, ñîõðàíÿþùàÿ I è g. Òàêàÿ ñâÿçíîñòü âñåãäà ñó-
ùåñòâóåò (äîêàæèòå). Åñëè ∇,∇1 - äâå òàêèå ñâÿçíîñòè, òî ∇−∇1 ýòî 1-

ôîðìà ñî çíà÷åíèÿìè â u(TM). È íàîáîðîò, äëÿ êàæäîé òàêîé 1-ôîðìû

A, ñâÿçíîñòü ∇ + A òàêæå ñîõðàíÿåò I è g. Ïîýòîìó ñâÿçíîñòè - ýòî

àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî, ñ ëèíåàðèçàöèåé, èçîìîðôíîé Λ1(M)⊗u(TM).
Êàê è âûøå, îòîáðàæåíèå ∇−→ T∇ äåéñòâóåò íà ýòîì àôôèííîì ïðî-

ñòðàíñòâå ïî ôîðìóëå

T∇+A = T∇ + Alt12(A).

Ðàññëîåíèå u(TM) îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ Λ1,1(M) îáû÷íûì îáðàçîì. Îáî-

çíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèé èçîìîðôèçì

Λ1(M)⊗ u(TM)−→ Λ1(M)⊗ Λ1,1(M)

çà A−→A]. Ïîëó÷àåì

T ]∇+A = T ]∇ + Alt12(A]).

Ïóñòü ∇ � ñâÿçíîñòü, êîòîðàÿ ñîõðàíÿåò êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó, à

T∇ ∈ Λ1,1(M)⊗ TM ⊕ Λ2,0(M)⊗ T 1,0M ⊕ Λ0,2(M)⊗ T 0,1M (1.4.1)
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ðàçëîæåíèå Õîäæà äëÿ åå êðó÷åíèÿ. Êîìïîíåíòû Λ2,0(M) ⊗ T 0,1M è

Λ0,2(M)⊗T 1,0M îòñóòñòâóþò â ñèëó ôîðìóëû (1.3.1). Èç (1.4.1) ïîëó÷àåì

T ]∇ ∈ Λ1,1(M)⊗ Λ1(M)⊕ Λ2,0(M)⊗ Λ0,1(M)⊕ Λ0,2(M)⊗ Λ1,0(M)

= Λ1,1(M)⊗ Λ1(M)⊕ Λ2,1(M)⊕ Λ1,2(M).

Ïîýòîìó ëèíåàðèçàöèÿ îòîáðàæåíèÿ ∇−→ T ]∇ ðàâíà

Alt12 : Λ1(M)⊗ Λ1,1(M)−→ Λ1,1(M)⊗ Λ1(M)⊕ Λ2,1(M)⊕ Λ1,2(M).

Îáðàç ýòîãî îòîáðàæåíèÿ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïðîñòðàíñòâîì òîòàëüíî êî-

ñîñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ, è åìó äîïîëíèòåëåí, ïî ñîîáðàæåíèÿì ðàç-

ìåðíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, îòîáðàæåíèå

Alt12 : Λ1(M)⊗ Λ2(M)−→ Λ1(M)⊗ Λ2(M)

ýòî èçîìîðôèçì (ñì. âûøå), çíà÷èò, Alt12(η) òîòàëüíî êîñîñèììåòðè÷åí,
òîëüêî åñëè η êîñîñèììåòðè÷åí, à ýëåìåíò Λ1(M) ⊗ Λ1,1(M) íå ìîæåò
áûòü òîòàëüíî êîñîñèììåòðè÷åí, ÷òî ÿñíî èç ðàññìîòðåíèÿ åãî õîäæåâûõ

êîìïîíåíò.

Ïîýòîìó, äëÿ êàæäîé ñâÿçíîñòè ∇, íàéäåòñÿ åäèíñòâåííàÿ ôîðìà

A ∈ Λ1(M)⊗ u(TM) òàêàÿ, ÷òî òåíçîð

T ]∇−A = T ]∇ + Alt12(A])

òîòàëüíî êîñîñèììåòðè÷åí. ×òîáû äîêàçàòü, T ]∇ = Idω, îòìåòèì, ÷òî â

ñèëó
∧
⊗∇ = d, èìååì T∇(ω) = dω, íî T∇(ω) = I(T ]∇) (ïðîâåðüòå). Ìû

çàêîí÷èëè äîêàçûâàòü Òåîðåìó 1.23 è Òåîðåìó 1.21.

1.5. Êðó÷åíèå G-ñòðóêòóð

Îïðåäåëåíèå 1.24. Ïóñòü G - ãðóïïà Ëè, P ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, à

G ãëàäêî äåéñòâóåò íà P . Ðàññëîåíèå P −→ íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì G-
ðàññëîåíèåì, åñëè G äåéñòâóåò íà P ñâîáîäíî, à P/G = M .

Îïðåäåëåíèå 1.25. Ïóñòü G1 ⊂ G � ïîäãðóïïà ãðóïïû Ëè G, P −→M
� ãëàâíîå G-ðàññëîåíèå, à P1 ⊂ P � ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå P , êîòîðîå
ñîõðàíÿåòñÿ ïîäãðóïïîé G1 ⊂ G. Åñëè P1 −→M ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì G1-

ðàññëîåíèåì, îíî íàçûâàåòñÿ ðåäóêöèåé ãëàâíîãî G-ðàññëîåíèÿ
P −→ ê ïîäãðóïïå G1 ⊂ G.
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Çàäà÷à 1.26. Äîêàæèòå, ÷òî â òàêîé ñèòóàöèè P = P1⊗G/G1, ãäå ôàê-

òîð áåðåòñÿ ïî äèàãîíàëüíîìó äåéñòâèþ G1.

Îòìåòèì, ÷òî íà êàæäîì n-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè çàäàíî êàíîíè÷å-

ñêîå GL(n,R)-ðàññëîåíèå, òî÷êè êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò ðåïåðàì â TM .

Îïðåäåëåíèå 1.27. ÏóñòüM - n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, à G - ïîäãðóïïà

GL(n,R). G-ñòðóêòóðîé íà ìíîãîîáðàçèè íàçûâàåòñÿ ðåäóêöèÿ ðàññëî-
åíèÿ ðåïåðîâ ê G.

Ïî òåîðåìå Øåâàëëå, êàæäàÿ ãðóïïà Ëè îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé òåí-

çîðíûõ èíâàðèàíòîâ.

Òå G-ñòðóêòóðû, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ â äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåò-
ðèè, â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ çàäàþòñÿ ÿâíî ñâîèìè òåíçîðíûìè èíâàðè-

àíòàìè. À äåëàåòñÿ ýòî òàê.

Ïóñòü M - n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, à T1, ...Tk - íàáîð òåíçîðîâ (ñå÷å-

íèé ðàññëîåíèÿ TM⊗
ρ⊗Λ1M⊗

µ
, äëÿ êàêèõ-òî ρ è µ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ëîêàëüíî ïî M ñóùåñòâóåò òðèâèàëèçàöèÿ TM , òàêàÿ, ÷òî T1, ...Tk ïî-
ñòîÿííûå ñå÷åíèÿ. Òàêóþ òðèâèàëèçàöèþ ìîæíî âñåãäà çàäàòü ïëîñêîé

ñâÿçíîñòüþ ∇; ïîñòîÿíñòâî T1, ...Tk îòíîñèòåëüíî òðèâèàëèçàöèè çíà÷èò,
÷òî ∇Ti = 0.

Â îñíîâíîì ñëó÷àå, êîòîðûé íàñ èíòåðåñóåò, T1 ýòî ïî÷òè êîìïëåêñ-

íàÿ ñòðóêòóðà, à T2 ýòî ýðìèòîâà ìåòðèêà. ßñíî, ÷òî ëîêàëüíî TxM
äîïóñêàåò îòîæäåñòâëåíèå ñ Cn/2, ïðè÷åì ýðìèòîâà ìåòðèêà ïåðåõîäèò

â îáû÷íóþ åâêëèäîâó.

Çàôèêñèðóåì òåíçîðû τ1, ..., τk íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V ∼= Rn,

êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò T1, ...Tk ïîñëå êàêîé-òî òðèâèàëèçàöèè. Â ñèòó-

àöèè, îïèñàííîé âûøå, T1 ýòî êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà Cn/2, a 2 �

îáû÷íîå (åâêëèäîâî) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

Ðàññìîòðèì ðàññëîåííîå ïðîñòðàíñòâî, ñëîè êîòîðîãî (â êàæäîé òî÷-

êå x ∈M) ñîñòîÿò èç èçîìîðôèçìîâ TxM ∼= V , ïåðåâîäÿùèõ Ti â τi. Ëåã-
êî âèäåòü, ÷òî ýòî ãëàâíîåG-ðàññëîåíèå, ãäåG ýòî ñòàáèëèçàòîð τ1, ..., τk.
Ïîñêîëüêó (ïî òåîðåìå Øåâàëëå) çàäàíèå òåíçîðîâ τ1, ..., τk ðàâíîñèëüíî
çàäàíèþ G-ñòðóêòóðû, ìîæíî ñ÷èòàòü ýòî îïðåäåëåíèåì G-ñòðóêòóðû.

Ïðèìåðàì ýòîãî íåñòü ÷èñëà (ðèìàíîâû, êîìïëåêñíûå, ýðìèòîâû,

êâàòåðíèîííî ýðìèòîâû ìíîãîîáðàçèÿ, è òàê äàëåå).

Îïðåäåëåíèå 1.28. Â ýòèõ óñëîâèÿõ, ãîâîðèòñÿ, ÷òî ñâÿçíîñòü ∇ ñî-

ãëàñîâàíà ñ G-ñòðóêòóðîé, åñëè ∇τi = 0.
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Çàäà÷à 1.29. Ïóñòü P
π−→ M � ãëàâíîå ðàññëîåíèå, àññîöèèðîâàííîå

ñ G-ñòðóêòóðîé, à TπP - âåðòèêàëüíîå êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî, ñîñòî-

ÿùåå èç âñåõ âåêòîðîâ òàêèõ, ÷òî dπ(x) = 0. Äîêàæèòå, ÷òî ñâÿçíîñòè,
ñîãëàñîâàííûå ñ G-ñòðóêòóðîé, íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîò-

âåòñòâèè ñ G-èíâàðèàíòíûìè ïîäðàññëîåíèÿìè ThorP ⊂ TP òàêèìè, ÷òî

ThorP ⊕ TπP = TP .

Çàìå÷àíèå 1.30. Èç ýòîé çàäà÷è ñðàçó âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ñâÿç-

íîñòè, ñîãëàñîâàííîé ñ G-ñòðóêòóðîé.

Îáîçíà÷èì çà g(TM) ðàññëîåíèå àëãåáð Ëè, ñîñòîÿùåå èç ýíäîìîð-

ôèçìîâ v ∈ End(TM), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò [v, τi] = 0. Ñâÿçíîñòè,
ñîãëàñîâàííûå ñ G-ñòðóêòóðîé, îáðàçóþò àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî, ñ ëè-
íåàðèçàöèåé Λ1 ⊗ g(TM).

Îòîáðàæåíèå ∇−→ T∇ � àôôèííîå, ñ ëèíåàðèçàöèåé

Alt12 : Λ1 ⊗ g(TM)−→ Λ2 ⊗ TM.

Îïðåäåëåíèå 1.31. Êîÿäðî

T :=
Λ2 ⊗ TM

im Alt12(Λ1 ⊗ g(TM))

íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì êðó÷åíèÿ G-ñòðóêòóðû. Äëÿ ëþáîé ñâÿç-
íîñòè ∇, ñîãëàñîâàííîé ñ G-ñòðóêòóðîé, ïðåäñòàâèòåëü T∇ â T íàçûâà-

åòñÿ êðó÷åíèåì G-ñòðóêòóðû.

Çàäà÷à 1.32. Äîêàæèòå, ÷òî êðó÷åíèå G-ñòðóêòóðû íå çàâèñèò îò âû-

áîðà ∇. Äîêàæèòå, ÷òî êðó÷åíèå G-ñòðóêòóðû íóëåâîå òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ñâÿçíîñòü áåç êðó÷åíèÿ, êîòîðàÿ ñîõðàíÿåò G-
ñòðóêòóðó.

Çàìå÷àíèå 1.33. Åñëè G êîìïàêòíà, G ñîõðàíÿåò êàêóþ-òî ìåòðèêó,

ñëåäîâàòåëüíî, ëåæèò â SO(TM). Â ýòîì ñëó÷àå,

Alt12 : Λ1 ⊗ g(TM)−→ Λ2 ⊗ TM.

âëîæåíèå, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, à çíà÷èò ñâÿçíîñòü áåç êðó÷åíèÿ

åäèíñòâåííà.

Çàìå÷àíèå 1.34. Êðó÷åíèå G-ñòðóêòóðû îïðåäåëèë Ýëè Êàðòàí. Îí

äîêàçàë, ÷òî êðó÷åíèå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì èíâàðèàíòîì ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà.
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Çàìå÷àíèå 1.35. Â òåîðåìå 1.21 ìû äîêàçàëè, ÷òî dω = 0 âëå÷åò îò-

ñóòñòâèå êðó÷åíèÿ äëÿ G-ñòðóêòóðû, çàäàííîé òåíçîðàìè I è g. Äîêàçà-
òåëüñòâî ñîñòîÿëî â ÿâíîì âû÷èñëåíèè êðó÷åíèÿ äëÿ ýòîé G-ñòðóêòóðû,
â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî I èíòåãðèðóåìî.

Çàäà÷à 1.36. Íàéäèòå êðó÷åíèå G-ñòðóêòóðû, îïðåäåëåííîé ñëåäóþ-

ùèìè èíâàðèàíòíûìè òåíçîðàìè.

• Ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà

• Íåâûðîæäåííàÿ 1-ôîðìà

• 2-ôîðìà ïîñòîÿííîãî ðàíãà

• Íèãäå íå çàíóëÿþùååñÿ âåêòîðíîå ïîëå

• Îïåðàòîð I : TM −→ TM , óäîâëåòâîðÿþùèé I2 = 1, è ñ ñîáñòâåííûìè
ïðîñòðàíñòâàìè ïîñòîÿííîãî ðàíãà.
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