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ÒÎÏÎËÎÃÈß, çàäà÷è äëÿ óñòíîãî ýêçàìåíà

Ìîæíî ñâîáîäíî ïîëüçîâàòüñÿ âñåìè çàäà÷àìè è òåîðåìàìè èç ëèñòêîâ è ëåêöèé, íî íàäî áûòü
ãîòîâûì ïðåäúÿâèòü äîêàçàòåëüñòâî äëÿ êàæäîãî óòâåðæäåíèÿ.

Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà è ïîïîëíåíèå (ëèñòêè 1-2)

Çàäà÷à 1.1. Ïóñòü z =
∑∞

i=0 aip
i, 0 6 ai < p � öåëîå p-àäè÷åñêîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ai ïåðèîäè÷åñêàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà z ðàöèîíàëüíî (èìååò âèä m
n
, ãäå

m,n ∈ Z).

Îïðåäåëåíèå 1.1. Íàïîìíèì, ÷òî èçîëèðîâàííîé òî÷êîé òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íà-
çûâàåòñÿ îäíîòî÷å÷íîå ïîäìíîæåñòâî, êîòîðîå îòêðûòî.

Çàäà÷à 1.2. ÏóñòüM � êîìïàêòíîå, áåñêîíå÷íîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî áåç èçîëèðîâàííûõ
òî÷åê. Ìîæåò ëè M áûòü ñ÷åòíî?

Çàäà÷à 1.3. Ïóñòü f : Zp −→ R � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà ïðîñòðàíñòâå p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë.
Îïðåäåëèì

∫
Zp
f êàê ïðåäåë ∫

Zp

f := lim
N −→∞

1

pN

pN−1∑
i=0

f(i)

(çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì f êàê ôóíêöèþ íà Z ⊂ Zp). Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò.
Äîêàæèòå, ÷òî |f |L1 :=

∫
Zp
|f | çàäàåò íîðìó íà ïðîñòðàíñòâå C(Zp) íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà Zp.

Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå

(C(Zp), | · |L∞)−→ (C(Zp), | · |L1)

èç ïðîñòðàíñòâà C(Zp) ñ sup-íîðìîé â ïðîñòðàíñòâî C(Zp) ñ L
1-íîðìîé íåïðåðûâíî è íå ÿâëÿåòñÿ

ãîìåîìîðôèçìîì.

Çàäà÷à 1.4. Ïóñòü M � êîíòèíóàëüíîå, êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, S ⊂ R � ìíî-
æåñòâî çíà÷åíèé, êîòîðûå ïðèíèìàåò ìåòðèêà íà M . Ìîæåò ëè S áûòü ðàâíî

{
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}
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Çàäà÷à 1.5. Äàíà âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ íà áåñêîíå÷íîìåðíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå. Âñå-
ãäà ëè îíà íåïðåðûâíà?

Çàäà÷à 1.6. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî äîïóñêàåò èçîìåòðè÷åñêîå âëî-
æåíèå â âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé.

Àêñèîìû Õàóñäîðôà, ñ÷åòíàÿ áàçà, êîìïàêòíîñòü (ëèñòêè 3-5)

Îïðåäåëåíèå 1.2. Íàïîìíèì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì,
åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈M , è äëÿ êàæäîãî çàìêíóòîãî ïîäìíîæeñòâà Z ⊂M , íå ñîäåðæàùåãî
x, ó Z è x íàéäóòñÿ íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè.

Çàäà÷à 1.7. Äàíî ëîêàëüíî êîìïàêòíîå, õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî. Âñåãäà ëè îíî ðåãóëÿðíî?

Òîïîëîãèÿ, ÍÌÓ, ïåðâûé êóðñ � 1 � Âåñíà 2008, çàäà÷è äëÿ ýêçàìåíà
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Çàäà÷à 1.8. ÏóñòüM � õàóñäîðôîâî, ðåãóëÿðíîå ïðîñòðàíñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå çàìêíóòîå
ïîäìíîæåñòâî M � ïåðåñå÷åíèå îòêðûòûõ.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Íàïîìíèì, ÷òî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì, åñëè
ïðîîáðàç ëþáîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà � êîìïàêò, çàìêíóòûì, åñëè îáðàç ëþáîãî çàìêíóòîãî
ìíîæåñòâà çàìêíóò, è îòêðûòûì, åñëè îáðàç ëþáîãî îòêðûòîãî îòêðûò.

Çàäà÷à 1.9. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ õàóñäîðôîâûõ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðîå

à. îòêðûòî, íå ñîáñòâåííî, íå çàìêíóòî

á. çàìêíóòî, íå ñîáñòâåííî, íå îòêðûòî

èëè äîêàæèòå, ÷òî èõ íå ñóùåñòâóåò.

Çàäà÷à 1.10. Ïóñòü X
φ−→ Y � íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (íå îáÿ-

çàòåëüíî íåïðåðûâíîå), X, Y êîìïàêòíû, X õàóñäîðôîâî, à ãðàôèê φ çàìêíóò. Äîêàæèòå, ÷òî φ
íåïðåðûâíî. Íåîáõîäèìà ëè äëÿ ýòîãî êîìïàêòíîñòü X? À êîìïàêòíîñòü Y ?

Ïðîèçâåäåíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ,
òåîðåìà Òèõîíîâà è ìåòðèçóåìîñòü (ëèñòêè 4-5)

Îïðåäåëåíèå 1.4. Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî {0, 1} ñ äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé íàçûâàåòñÿ äâîå-
òî÷èåì.

Çàäà÷à 1.11. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå
∏

N{0, 1} (ñ÷åòíîå ïðîèçâåäåíèå äâîåòî÷èÿ íà ñåáÿ)
ãîìåîìîðôíî Z2.

Çàäà÷à 1.12. Ïóñòü M êîìïàêòíî è õàóñäîðôîâî, R � êîëüöî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé M −→ R,
à I � ìàêñèìàëüíûé èäåàë â R. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà x ∈ M òàêàÿ, ÷òî I � èäåàë
ôóíêöèé, çàíóëÿþùèõñÿ â x.

Çàäà÷à 1.13. Ïóñòü òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâîM êîìïàêòíî, è äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, y ∈
M , íàéäåòñÿ íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : M −→M ′ â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M ′, ðàçäåëÿ-
þùåå x è y. Äîêàæèòå, ÷òî M õàóñäîðôîâî.

Ïîòî÷å÷íàÿ è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü (ëèñòîê 6)

Çàäà÷à 1.14. Ïóñòü V = C([0, 1]) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå, ñ sup-
ìåòðèêîé, à K ⊂ V � ìíîæåñòâî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé f : [0, 1]−→ [0, 1] ñ |f ′| < 1.
Âåðíî ëè, ÷òî åãî çàìûêàíèå K̄ êîìïàêòíî?

Çàäà÷à 1.15. Ñóùåñòâóåò ëè íåïðåðûâíîå, ñþðüåêòèâíîå îòîáðàæåíèå èç [0, 1] â çàìêíóòûé øàð
â Rn? À â îòêðûòûé øàð?

Òîïîëîãèÿ, ÍÌÓ, ïåðâûé êóðñ � 2 � Âåñíà 2008, çàäà÷è äëÿ ýêçàìåíà
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Ñâÿçíîñòü è ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü (ëèñòêè 7-8)

Çàäà÷à 1.16. Ïóñòü M = R2\Q2. Äîêàæèòå, ÷òî M ñâÿçíî.

Çàäà÷à 1.17. Ïóñòü M ⊂ Rn, n > 1 � ìíîæåñòâî òî÷åê, ó êîòîðûõ íå áîëüøå îäíîé èððàöèî-
íàëüíîé êîîðäèíàòû. Äîêàæèòå, ÷òî M ñâÿçíî.

Çàäà÷à 1.18. Ïóñòü M � õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî, à {Xα} � åãî êîìïîíåíòû ëèíåéíîé ñâÿç-
íîñòè. Ìîæåò ëè ñëó÷èòüñÿ, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà Xα ïëîòíà â M?

Çàäà÷à 1.19. Ïóñòü óM åñòü êîìïîíåíòà ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè, êîòîðàÿ ïëîòíà âM . Äîêàæèòå,
÷òî M ñâÿçíî.

Çàäà÷à 1.20. Ìîæåò ëè ñóùåñòâîâàòü ñâÿçíîå, ñ÷åòíîå, õàóñäîðôîâî êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî?

Çàäà÷à 1.21. Ïóñòü (M,d) � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé.
Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé êëàññ [γ] ∈ π1(M,m) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êðèâîé γ ∈ Ω(M,m) íàè-
ìåíüøåé äëèíû.

Íàêðûòèÿ è ãîìîòîïèè (ëèñòêè 8-10)

Çàäà÷à 1.22. Ïóñòü D � ìíîæåñòâî âñåõ ìåòðèê, ñîâìåñòèìûõ ñ òîïîëîãèåé, íà êîìïàêòíîì
òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå M . Ðàññìîòðèì íà D ×D ôóíêöèþ

d(δ1, δ2) := sup
x,y∈M

(|δ1(x, y)− δ2(x, y)|)

Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ìåòðèêà. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷åííîå òàêèì îáðàçîì òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî D ëèíåéíî ñâÿçíî, è π1(D, δ) = {1}.

Çàäà÷à 1.23. Ïóñòü GL(n,R)+ ⊂ Rn2
� ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö ñ ïîëîæèòåëüíûì îïðåäåëèòå-

ëåì, à SL(n,R) � ìíîæåñòâî â âñåõ ìàòðèö ñ åäèíè÷íûì îïðåäåëèòåëåì. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàí-
ñòâî GL(n,R)+ ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî SL(n,R), äëÿ ëþáîãî n > 1. Áóäåò ëè åñòåñòâåííîå
âëîæåíèå SL(n,C) ↪→ GL(n,C) ãîìîòîïè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ?

Çàäà÷à 1.24. Ïóñòü Γ � êîíå÷íàÿ ãðóïïà äåéñòâóþùàÿ íà R2 èçîìåòðèÿìè, ñîõðàíÿþùèìè 0,
à M := R2/Γ � ôàêòîðïðîñòðàíñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî M ãîìåîìîðôíî R2 ëèáî ïîëóïëîñêîñòè
R× [0,∞[.

Çàäà÷à 1.25. Ïóñòü RP n � ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî, RP n = Sn/{±1} à φ : RP n −→ Tm

íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå RP n â òîð, n > 1. Äîêàæèòå, ÷òî φ ãîìîòîïíî îòîáðàæåíèþ â òî÷êó.

Çàäà÷à 1.26. Ïóñòü V ⊂ W � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâî íàä R, à PV , PW � ñîîòâåòñòâóþùèå ïðî-
åêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà (èõ ìîæíî îïðåäåëèòü êàê SV /{±1}, SW/{±1}, ãäå SV , SW � åäèíè÷íûå
ñôåðû â V , W ). Äîêàæèòå, ÷òî åñòåñòâåííîå âëîæåíèå PV ↪→ PW íå ãîìîòîïíî îòîáðàæåíèþ â
òî÷êó.

Òîïîëîãèÿ, ÍÌÓ, ïåðâûé êóðñ � 3 � Âåñíà 2008, çàäà÷è äëÿ ýêçàìåíà
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ÒÎÏÎËÎÃÈß, çàäà÷è äëÿ ïèñüìåííîãî ýêçàìåíà

Ìîæíî ñâîáîäíî ïîëüçîâàòüñÿ âñåìè òåîðåìàìè èç ëåêöèé, íî íàäî äàòü ññûëêó. Ðåøàÿ çàäà-
÷è, ìîæíî (è íóæíî) ïîëüçîâàòüñÿ ëþáûìè ó÷åáíèêàìè, ìîíîãðàôèÿìè è ñòàòüÿìè, ïðèâîäÿ â
çàïèñêàõ äîêàçàòåëüñòâà ïî ìåðå íåîáõîäèìîñòè. Ðåøåíèå ïðèíåñòè íà ïåðåñäà÷ó çàïèñàííûì
ìàêñèìàëüíî ïîëíî è àêêóðàòíî. Ïîìíèòü ïîäðîáíîñòè âñåõ äîêàçàòåëüñòâ, áûòü â ñîñòîÿíèè
ðàçúÿñíèòü, ãäå ïîòðåáóåòñÿ.

Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà è ïîïîëíåíèå (ëèñòêè 1-2)

Îïðåäåëåíèå 2.1. Íàïîìíèì, ÷òî äèàìåòðîì ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M íàçûâàåòñÿ ÷èñ-
ëî diam(M) := supx,y∈M d(x, y).

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Ud äèàìåòðà d ñî ñ÷åòíîé áàçîé íàçûâà-
åòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Óðûñîíà, åñëè äëÿ ëþáîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X, diam(X) 6 d
ñî ñ÷åòíîé áàçîé, è ëþáîãî Z ⊂ X, ëþáîå èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå Z ↪→ Ud ïðîäîëæàåòñÿ äî
èçîìåòðè÷åñêîãî âëîæåíèÿ X ↪→ Ud.

Çàäà÷à 2.1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Óðûñîíà ñóùåñòâóåò, è åäèíñòâåííî, ñ òî÷íîñòüþ äî
èçîìåòðèè. Äîêàæèòå, ÷òî ñôåðà ðàäèóñà d′ 6 d â Ud èçîìåòðè÷íà Ud′ .

Çàäà÷à 2.2. Ïóñòü
∏

p Qp � ïðîèçâåäåíèå âñåõ Qp, äëÿ âñåõ ïðîñòûõ p, ñ òîïîëîãèåé ïðîèçâåäå-
íèÿ, à

∏
p Qp � ïîäêîëüöî â

∏
p Qp, ñîñòîÿùåå èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà (x2, x3, x5, x7, x11, ...),

ãäå ïî÷òè âñå xp � öåëûå p-àäè÷åñêèå. Ðàññìîòðèì òîïîëîãè÷åñêîå êîëüöî A :=
∏

p Qp×R. Ïóñòü
Q ↪→ A � åñòåñòâåííîå âëîæåíèå êîëüöà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë â A, q −→ (q, q, q, q, q, q, ...). Äîêà-
æèòå, ÷òî Q äèñêðåòíî â A, è ôàêòîðãðóïïà A/Q êîìïàêòíà.

Çàäà÷à 2.3. Ïóñòü {Xi} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâàM , ñõîäÿùàÿñÿ (â ñìûñëå ðàññòîÿíèÿ Õàóñäîðôà) ê X. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìåòðèêà
íà Xi âíóòðåííÿÿ (ò.å. d(x, y) ðàâíî èíôèìóìó äëèí ïóòåé èç x â y). Äîêàæèòå, ÷òî ìåòðèêà íà
X òîæå âíóòðåííÿÿ.

Çàäà÷à 2.4. ÏóñòüX, Y � êîìïàêòíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Îïðåäåëèì ðàññòîÿíèå Ãðîìîâà-
Õàóñäîðôà dGH(X, Y ) êàê inff,g dH(X, Y ), ãäå èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì èçîìåòðè÷åñêèì âëî-
æåíèÿì f : X −→ Uλ, g : Y −→ Uλ â ïðîñòðàíñòâî Óðûñîíà. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ìåòðèêà, è
ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (M, dGH) êîìïàêòíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ïîëíî.

Àêñèîìû Õàóñäîðôà, ñ÷åòíàÿ áàçà, êîìïàêòíîñòü (ëèñòêè 3-5)

Îïðåäåëåíèå 2.3. Íàïîìíèì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì,
åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈M , è äëÿ êàæäîãî çàìêíóòîãî ïîäìíîæeñòâà Z ⊂M , íå ñîäåðæàùåãî
x, ó Z è x íàéäóòñÿ íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè.

Çàäà÷à 2.5. Äàíî õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñ÷åòíîé áàçîé. Âñåãäà ëè îíî ðåãóëÿðíî?

Çàäà÷à 2.6. Ñóùåñòâóåò ëè õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M òàêîå, ÷òî âñå íåïðå-
ðûâíûå ôóíêöèè f : M −→ R ïîñòîÿííû?

Òîïîëîãèÿ, ÍÌÓ, ïåðâûé êóðñ � 4 � Âåñíà 2008, çàäà÷è äëÿ ýêçàìåíà



ÒÎÏÎËÎÃÈß, çàäà÷è äëÿ ïèñüìåííîãî ýêçàìåíà Ìèøà Âåðáèöêèé

Çàäà÷à 2.7. Ñóùåñòâóåò ëè ñ÷åòíîå, õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî áåç ñ÷åòíîé áàçû?

Ïðîèçâåäåíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, òåîðåìà Òèõîíîâà è ìåòðè-
çóåìîñòü (ëèñòêè 4-5)

Çàäà÷à 2.8. Ïóñòü M � êîìïàêòíîå, âïîëíå íåñâÿçíîå, õàóñäîðôîâî, áåñêîíå÷íîå è áåç èçîëè-
ðîâàííûõ òî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ñþðüåêòèâíîå, íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå èç M íà
Zp, äëÿ ëþáîãî p.

Çàäà÷à 2.9. Ïóñòü V � íîðìèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, à K ⊂ V � êîìïàêòíîå ïîäìíî-
æåñòâî, ïîðîæäàþùåå V , òàêîå, ÷òî ëþáîé âåêòîð V ìîæíî âûðàçèòü êàê ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ
âåêòîðîâ èç K. Äîêàæèòå, ÷òî V ñåïàðàáåëüíî. Âñåãäà ëè V áàíàõîâî?

Çàäà÷à 2.10. Ïîñòðîéòå ñþðüåêòèâíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå èç [0, 1] â ãèëüáåðòîâ êóá. Ñó-
ùåñòâóåò ëè ñþðüåêòèâíîå, íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå èç [0, 1] â ïðîñòðàíñòâî

∏
R[0, 1] � êîíòè-

íóàëüíîå ïðîèçâåäåíèå îòðåçêà íà ñåáÿ?

Îïðåäåëåíèå 2.4. Íàïîìíèì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî, ñíàáæåííîå ãðóïïîâîé ñòðóêòóðîé, òàêèì îáðàçîì, ÷òî ãðóïïîâûå îïåðàöèè íåïðå-
ðûâíû.

Çàäà÷à 2.11. Ïóñòü G � êîìïàêòíàÿ, áåñêîíå÷íàÿ, õàóñäîðôîâà òîïîëîãè÷åñêàÿ êîììóòàòèâíàÿ
ãðóïïà. G ñîäåðæèò çàìêíóòóþ ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ Zp ëèáî S

1 (îêðóæíîñòè).

Çàäà÷à 2.12. (Òåîðåìà Òèòöå î ïðîäîëæåíèè) ÏóñòüM � íîðìàëüíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî, Z ⊂ M çàìêíóòî, à f : Z −→ R íåïðåðûâíî. Äîêàæèòå, ÷òî f ìîæíî ïðîäîëæèòü äî
íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íà M .

Ïîòî÷å÷íàÿ è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü (ëèñòîê 6)

Çàäà÷à 2.13. Ïóñòü M � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ââåäåì íà ãðóïïå Iso(M) èçî-
ìåòðèé M sup-ìåòðèêó ôîðìóëîé d(f, g) := supx∈M d(f(x), g(x)). Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà Iso(M)
êîìïàêòíà.

Çàäà÷à 2.14. Ïóñòü V = C([0, 1]) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå, ñ sup-
ìåòðèêîé, à K ⊂ V � ìíîæåñòâî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé f : [0, 1]−→ R ñ |f ′| < 1. Äîêà-
æèòå, ÷òî çàìûêàíèå K̄ � ìíîæåñòâî 1-ëèïøèöåâûõ îòîáðàæåíèé [0, 1]−→ R.

Âïîëíå íåñâÿçíûå ïðîñòðàíñòâà (ëèñòîê 7)

Çàäà÷à 2.15. Äîêàæèòå, ÷òî Zp ãîìåîìîðôíî Zq, äëÿ ëþáûõ p, q.

Çàäà÷à 2.16. Ïóñòü M , N � âïîëíå íåñâÿçíûå, êîìïàêòíûå, õàóñäîðôîâû òîïîëîãè÷åñêèå ïðî-
ñòðàíñòâà áåç èçîëèðîâàííûõ òî÷åê. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M è N èìåþò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.
Âñåãäà ëè M ãîìåîìîðôíî N?

Òîïîëîãèÿ, ÍÌÓ, ïåðâûé êóðñ � 5 � Âåñíà 2008, çàäà÷è äëÿ ýêçàìåíà
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Ñâÿçíîñòü è ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü (ëèñòêè 7-8)

Çàäà÷à 2.17. Ñóùåñòâóåò ëè ëîêàëüíî ñâÿçíîå, ñâÿçíîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî M òàêîå,
÷òî ëþáîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå [0, 1]−→M ïîñòîÿííî? À åñëè M êîìïàêòíî?

Çàäà÷à 2.18. Ïóñòü (M,d) � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, à
φ : M −→ Rn � ëèïøèöåâî âëîæåíèå, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò d(x, y) < π

2
d(φ(x), φ(y). Äîêàæèòå,

÷òî îáðàç M îäíîñâÿçåí.

Çàäà÷à 2.19. Ñóùåñòâóåò ëè ñâÿçíîå, ñ÷åòíîå, õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî?

Íàêðûòèÿ è ãîìîòîïèè (ëèñòêè 8-10)

Çàäà÷à 2.20. Ïóñòü (M,d) � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, à
Γa � ìíîæåñòâî êëàññîâ [γ] ∈ π1(M,m), êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êðèâîé γ ∈ Ω(M,m)
äëèíû ìåíüøå a. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî Γa êîíå÷íî.

Çàäà÷à 2.21. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è, äîêàæèòå, ÷òî Γa ïîðîæäàåò ôóíäàìåíòàëüíóþ
ãðóïïó M , äëÿ a > 2 diam(M).

Çàäà÷à 2.22. Äîêàæèòå, ÷òî ó ñâîáîäíîé ãðóïïû Fr, r > 2 íå ñóùåñòâóåò êîíå÷íîïîðîæäåííûõ
íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï.

Çàäà÷à 2.23. ÏóñòüM � õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à ∼ � ñîîòíîøåíèå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè, çàäàííîå ïîäìíîæåñòâîì Z ⊂M ×M . Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíî-
ñòè M/ ∼, ñíàáæåííîå òîïîëîãèåé ôàêòîðà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Z ⊂ M ×M çàìêíóòî. Ñëåäóåò
ëè èç ýòîãî, ÷òî M/ ∼ õàóñäîðôîâî?

Òîïîëîãèÿ, ÍÌÓ, ïåðâûé êóðñ � 6 � Âåñíà 2008, çàäà÷è äëÿ ýêçàìåíà


