
ÒÎÏÎËÎÃÈß 1: Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà è íîðìà. Ìèøà Âåðáèöêèé

Äëÿ çà÷åòà ïî êàæäîìó ëèñòêó íàäî ñäàòü âñå çàäà÷è ñî çâåçäî÷êàìè, ëèáî âñå çàäà÷è áåç
çâåçäî÷åê. Çàäà÷è ñ äâóìÿ çâåçäî÷êàìè ìîæíî íå ñäàâàòü. Ñäàâøèì k çàäà÷ ñ äâóìÿ çâåçäî÷êàìè
ðàçðåøàåòñÿ íå ñäàâàòü 2k çàäà÷ ñî çâåçäî÷êàìè èç òîãî æå ëèñòî÷êà. Çàäà÷è, îáîçíà÷åííûå (!),
ñëåäóåò ñäàâàòü âñåì.

ÒÎÏÎËÎÃÈß 1: Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà è íîðìà.

Â ýòîì ëèñòî÷êå ïðåäïîëàãàåòñÿ çíàêîìñòâî ñ îïðåäåëåíèåì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà è ñêàëÿð-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ò.å. ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé áèëèíåéíîé ñèììåòðè÷íîé ôîðìû), à òàêæå
ïîíÿòèé êîëüöà, ïîëÿ, è îïðåäåëåíèåì ïîëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, âûïóêëûå ìíîæåñòâà, íîðìà.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî åñòü ìíîæåñòâî X, ñíàáæåííîå òàêîé ôóíêöèåé
d : X ×X → R, ÷òî

à. Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X èìååì d(x, y) > 0, ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà x = y.

á. Ñèììåòðè÷íîñòü: d(x, y) = d(y, x)

â. �Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà�: äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ X,

d(x, z) 6 d(x, y) + d(y, z).

Ôóíêöèÿ d, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýòèì óñëîâèÿì, íàçûâàåòñÿ ìåòðèêîé. ×èñëî d(x, y) íàçûâàåòñÿ
�ðàññòîÿíèåì ìåæäó x è y�.

Åñëè x ∈ X � òî÷êà, à ε � âåùåñòâåííîå ÷èñëî, ìíîæåñòâî

Bε(x) = {y ∈ X | d(x, y) < ε

íàçûâàåòñÿ (îòêðûòûé) øàð ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â x. Òàêîé øàð åùå íàçûâàåòñÿ ε-øàð.
Çàìêíóòûé øàð îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Bε(x) = {y ∈ X | d(x, y) 6 ε}.

Çàäà÷à 1.1. Ðàññìîòðèì ëþáîå ïîäìíîæåñòâî â åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè R2 ñ ôóíêöèåé d, çàäàí-
íîé êàê d(a, b) = |ab|, ãäå |ab| � äëèíà îòðåçêà [a, b] íà ïëîñêîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî.

Çàäà÷à 1.2. Ðàññìîòðèì òàêóþ ôóíêöèþ d∞ : R2 × R2 → R:

(x, y), (x′, y′) 7→ max(|x− x′|, |y − y′|).

Äîêàæèòå, ÷òî ýòo � ìåòðèêà. Îïèøèòå åäèíè÷íûé øàð ñ öåíòðîì â íóëå.
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Çàäà÷à 1.3. Ðàññìîòðèì òàêóþ ôóíêöèþ d1 : R2 × R2 → R:

(x, y), (x′, y′) 7→ |x− x′|+ |y − y′|.

Äîêàæèòå, ÷òî ýòo � ìåòðèêà. Îïèøèòå åäèíè÷íûé øàð ñ öåíòðîì â íóëå.

Çàäà÷à 1.4 (*). Ôóíêöèÿ f : [0,∞[→ [0,∞[ íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé ââåðõ, åñëè f(λx + (1 −
λ)y) > λf(x) + (1 − λ)f(y), äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî λ ∈ [0, 1]. Ïóñòü f � òàêàÿ ôóíêöèÿ, à
X, d � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(λ) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà λ = 0.
Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ df (x, y) = f(d(x, y)) çàäàåò ìåòðèêó íà X.

Çàäà÷à 1.5. Ïóñòü V � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé áèëèíåéíîé ñèì-
ìåòðè÷íîé ôîðìîé g(x, y) (â äàëüíåéøåì ìû áóäåì íàçûâàòü òàêóþ ôîðìó ñêàëÿðíûì ïðîèç-
âåäåíèåì). Îïðåäåëèì �ðàññòîÿíèå� dg : V ×V → R êàê dg(x, y) =

√
g(x− y, x− y). Äîêàæèòå,

÷òî d(x, y) > 0, ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = y.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïóñòü x ∈ V � âåêòîð âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ
íà âåêòîð x � ýòî îòîáðàæåíèå Px : V → V , y 7→ y + x.

Çàäà÷à 1.6. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ dg �èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ�,
ò.å. dg(a, b) = dg(Px(a), Px(b)).

Çàäà÷à 1.7. Äîêàæèòå, ÷òî dg óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà:√
g(x− y, x− y) 6

√
g(x, x) +

√
g(y, y)

Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî V0 ⊂ V , ïîðîæäåííîå x è y. Äîêàæèòå, ÷òî îíî ëèáî
îäíîìåðíî, ëèáî èçîìîðôíî, êàê ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, ïðîñòðàíñòâó R2 ñî
ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì g((x, y), (x′, y′)) = xx′ + yy′. Âîñïîëüçóéòåñü íåðàâåíñòâîì òðåóãîëü-
íèêà äëÿ R2.

Çàäà÷à 1.8 (!). Äîêàæèòå, ÷òî dg � ýòî ìåòðèêà.

Óêàçàíèå. Ïîëüçóÿñü èíâàðèàíòíîñòüþ îòíîñèòåëüíî ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ, ñâåäèòå ýòó çà-
äà÷ó ê ïðåäûäóùåé.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïóñòü V � ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì g, à dg � ìåòðèêà,
ïîñòðîåííàÿ âûøå. Ýòà ìåòðèêà íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâîé.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ïóñòü V � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, Px : V → V � ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ, à
V1 ⊂ V � îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Òîãäà îáðàç Px(V1) íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé â V .

Çàäà÷à 1.9. Äàíû äâå ðàçíûå òî÷êè x, y ∈ V . Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïðÿìàÿ
Vx,y, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç x è y.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ïóñòü l ïðÿìàÿ, ïðîâåäåííàÿ ÷åðåç òî÷êè x è y, a - òî÷êà, ëÿæàùàÿ íà l.
Ìû ãîâîðèì, ÷òî a ëåæèò ìåæäó x, y, åñëè d(x, a)+d(b, y) = d(x, y). Îòðåçîê ïðÿìîé ìåæäó
x è y (îáîçíà÷àåòñÿ [x, y]) åñòü ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïðÿìîé Vx,y, êîòîðûå �ëåæàò ìåæäó� x è y.
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Çàäà÷à 1.10. Äàíû òðè ðàçíûå òî÷êè íà ïðÿìîé. Äîêàæèòå, ÷òî îäíà (è òîëüêî îäíà) èç ýòèõ
òî÷åê ëåæèò ìåæäó äðóãèìè. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê [x, y] � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê z âèäà
ax+ (1− a)y, ãäå a ∈ [0, 1] ⊂ R.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ïóñòü V � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, à B ⊂ V � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî.
Ãîâîðÿò, ÷òî ïîäìîæåñòâî B âûïóêëîå, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ V , B ñîäåðæèò âñå òî÷êè îòðåçêà
[x, y].

Îïðåäåëåíèå 1.7. Ïóñòü V � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R. Íîðìîé íà V íàçûâàåòñÿ òàêàÿ
ôóíêöèÿ ρ : V → R, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.

à. Äëÿ ëþáîãî v ∈ V èìååì ρ(v) > 0. Áîëåå òîãî, ρ(v) > 0 äëÿ âñåõ íåíóëåâûõ v.

á. ρ(λv) = |λ|ρ(v)

â. Äëÿ ëþáûõ v1, v2 ∈ V âûïîëíåíî ρ(v1 + v2) 6 ρ(v1) + ρ(v2).

Çàäà÷à 1.11. Ïóñòü V � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R, è ïóñòü ρ : V → R � íîðìà íà V .
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ dρ : V × V → R, dρ(x, y) = ρ(x− y). Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ìåòðèêà íà V .

Çàäà÷à 1.12 (*). Ïóñòü d : V × V → R � ìåòðèêà íà V , èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî ïàðàë-
ëåëüíûõ ïåðåíîñîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî d óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

d(λx, λy) = |λ|d(x, y)

äëÿ âñåõ λ ∈ R. Äîêàæèòå, ÷òî d ïîëó÷àåòñÿ èç íîðìû ρ : V → R ïî ôîðìóëå d(x, y) = ρ(x− y).

Çàäà÷à 1.13. Ïóñòü V � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R, à ρ : V → R � íîðìà íà V . Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî B1(0) âñåõ òî÷åê ñ íîðìîé 6 1. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî âûïóêëî.

Îïðåäåëåíèå 1.8. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R, à v íåíóëåâîé âåêòîð. Òîãäà ìíî-
æåñòâî âñåõ âåêòîðîâ âèäà {λv, | λ > 0} íàçûâàåòñÿ ëó÷îì â V .

Îïðåäåëåíèå 1.9. Öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ â V � ýòî îòîáðàæåíèå x 7→ −x.

Çàäà÷à 1.14 (*). Ïóñòü öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî B ⊂ V íå ñîäåðæèò
ëó÷åé è ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæäûì ëó÷îì {λv, | λ > 0}. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

v
ρ7→ sup{λ ∈ R>0 | λ−1v /∈ B}

Äîêàæèòå, ÷òî ýòî íîðìà íà V . Äîêàæèòå, ÷òî âñå íîðìû ïîëó÷àþòñÿ òàêèì îáðàçîì.

Çàìå÷àíèå. Ýòó ôóíêöèþ îáûêíîâåííî íàçûâàþò �ôóíêöèîíàë Ìèíêîâñêîãî, ïîñòðîåííûé ïî
òåëó�.

Çàäà÷à 1.15. Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóïïà, à ν : G → R ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò íåîòðè-
öàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, è ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ âñåõ íåíóëåâûõ g ∈ G. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ν(a+b) 6 ν(a)+ν(b), ν(0) = 0, à òàêæå ÷òî ν(g) = ν(−g) äëÿ âñåõ g ∈ G. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ
dν : G×G→ R, dν(x, y) = ν(x− y) � ýòî ìåòðèêà íà G.
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Çàäà÷à 1.16. Ìåòðèêà d íà àáåëåâîé ãðóïïå G íàçûâàåòñÿ òðàíñëÿöèîííî èíâàðèàíòíîé,
åñëè d(x + g, y + g) = d(x, y) äëÿ âñåõ x, y, g ∈ G. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ òðàíñëÿöèîííî èíâàðè-
àíòíàÿ ìåòðèêà d ïîëó÷åíà èç íåêîòîðîé ôóíêöèè ν : G→ R ïî ôîðìóëå d(x, y) = ν(x− y).

Îïðåäåëåíèå 1.10. Çàôèêñèðóåì ïðîñòîå ÷èñëî p ∈ Z. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ νp : Z → R,
êîòîðàÿ ñòàâèò ÷èñëó n = pkr (r íå äåëèòñÿ íà p) â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî p−k, à νp(0) = 0. Ýòà
ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ p-àäè÷åñêèì íîðìèðîâàíèåì íà Z.

Çàäà÷à 1.17. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ dp(m,n) = νp(n−m) çàäàåò ìåòðèêó íà Z. Ýòà ìåòðèêà
íàçûâàåòñÿ p-àäè÷åñêîé ìåòðèêîé íà Z.

Óêàçàíèå. Ïðîâåðüòå ñîîòíîøåíèå νp(a+b) 6 ν(a)+ν(b) è âîñïîëüçóéòåñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé.

Îïðåäåëåíèå 1.11. Ïóñòü R � êîëüöî, à ν : R → R � ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò íåîò-
ðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, è ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ âñåõ íåíóëåâûõ r. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ν(r1r2) = ν(r1)ν(r2), à ν(r1 + r2) 6 ν(r1) + ν(r2). Òîãäà ν íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàíèåì êîëüöà R.
Êîëüöî, ñíàáæåííîå íîðìèðîâàíèåì, íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííîå êîëüöî.

Çàìå÷àíèå. Êàê âèäíî èç âûøåïðèâåäåííûõ çàäà÷, íîðìèðîâàíèå íà êîëüöå R îïðåäåëÿåò èí-
âàðèàíòíóþ ìåòðèêó íà R. Â äàëüíåéøåì ëþáîå íîðìèðîâàííîå êîëüöî áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ
êàê ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Çàäà÷à 1.18. Äîêàæèòå, ÷òî νp � íîðìèðîâàíèå íà êîëüöå Z. Îïðåäåëèòå íîðìèðîâàíèå íà Q,
êîòîðàÿ ïðîäîëæàåò νp.

Ïîëíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 1.12. Ïóñòü (X, d) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à {ai} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî-
÷åê èç X. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ai} íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè, åñëè äëÿ êàæ-
äîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ε-øàð â X, ñîäåðæàùèé âñå ai, êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà.

Çàäà÷à 1.19. Ïóñòü {ai}, {bi} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîøè â X. Äîêàæèòå, ÷òî {d(ai, bi)} �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè â R.

Îïðåäåëåíèå 1.13. Ïóñòü (X, d) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à {ai}, {bi} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Êîøè â X. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ai} è {bi} íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü a0, b0, a1, b1, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè.

Çàäà÷à 1.20. Ïóñòü {ai}, {bi} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîøè â X. Äîêàæèòå, ÷òî {ai}, {bi} ýêâè-
âàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà limi→∞ d(ai, bi) = 0.

Çàäà÷à 1.21. Ïóñòü {ai}, {bi} � ýêâèâàëåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîøè â X, à {ci} � åùå îäíà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè. Äîêàæèòå, ÷òî

lim
i→∞

d(ai, ci) = lim
i→∞

d(bi, ci)
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ÒÎÏÎËÎÃÈß 1: Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà è íîðìà. Ìèøà Âåðáèöêèé

Çàäà÷à 1.22 (!). Ïóñòü (X, d) ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à X � ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíò-
íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Êîøè. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ

{ai}, {bi} 7→ lim
i→∞

d(ai, bi)

çàäàåò ìåòðèêó íà X.

Îïðåäåëåíèå 1.14. Â òàêîé ñèòóàöèè, X íàçûâàåòñÿ ïîïîëíåíèåì X.

Çàäà÷à 1.23. Ðàññìîòðèì åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå X → X, x 7→ {x, x, x, x, ...}. Äîêàæèòå, ÷òî
ýòî âëîæåíèå, êîòîðîå ñîõðàíÿåò ìåòðèêó.

Îïðåäåëåíèå 1.15. Ïóñòü A � ïîäìíîæåñòâî â X. Ýëåìåíò c ∈ X íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé
òî÷êîé ïîäìíîæåñòâà A, åñëè â ëþáîì îòêðûòîì øàðå, ñîäåðæàùåì c, ñîäåðæèòñÿ áåñêîíå÷íîå
êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ A.

Çàäà÷à 1.24. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè. Äîêàæèòå, ÷òî ó íåå íå ìîæåò áûòü áîëüøå îä-
íîé ïðåäåëüíîé òî÷êè.

Îïðåäåëåíèå 1.16. Ïóñòü {ai} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè. Ìû ãîâîðèì, ÷òî {ai} ñõîäèòñÿ
ê x ∈ X, èëè èìååò ïðåäåë â x (ïèøåòñÿ limi→∞ ai = x), åñëè x � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà {ai}

Îïðåäåëåíèå 1.17. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, d) íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè ëþáàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü Êîøè â X èìååò ïðåäåë.

Çàäà÷à 1.25 (!). Äîêàæèòå, ÷òî ïîïîëíåíèå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ïîëíî.

Îïðåäåëåíèå 1.18. Ïîäìíîæåñòâî A ⊂ X ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ïëîòíûì,
åñëè â êàæäîì îòêðûòîì øàðå â X ñîäåðæèòñÿ ýëåìåíò èç A.

Çàäà÷à 1.26. Äîêàæèòå, ÷òî X ïëîòíî â X.

Çàäà÷à 1.27 (!). Ïóñòü R � êîëüöî, ñíàáæåííîå íîðìèðîâàíèåì ν. Ïîñòðîéòå ñëîæåíèå è óìíî-
æåíèå íà ïîïîëíåíèè R îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè, ñîîòâåòñòâóþùåé íîðìèðîâàíèþ. Äîêàæèòå, ÷òî
R ñíàáæåíî íîðìèðîâàíèåì, ïðîäîëæàþùåì íîðìèðîâàíèå íà R.

Îïðåäåëåíèå 1.19. Íîðìèðîâàííîå êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ïîïîëíåíèåì R îòíîñèòåëüíî
íîðìèðîâàíèÿ ν.

Çàäà÷à 1.28 (*). Ïóñòü R � íîðìèðîâàííîå êîëüöî, à R åãî ïîïîëíåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî R
� ïîëå. Äîêàæèòå, ÷òî R � òîæå ïîëå.

Çàäà÷à 1.29. Äîêàæèòå, ÷òî R ïîëó÷åíî ïîïîëíåíèåì Q îòíîñèòåëüíî íîðìèðîâàíèÿ q 7→ |q|.
Ìîæíî ëè ýòî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå åùå îäíîãî îïðåäåëåíèÿ R?

Îïðåäåëåíèå 1.20. Ïîïîëíåíèå Z îòíîñèòåëüíî íîðìèðîâàíèÿ νp íàçûâàåòñÿ êîëüöî öåëûõ
p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë. Ýòî êîëüöî îáîçíà÷àåòñÿ Zp.
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ÒÎÏÎËÎÃÈß 1: Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà è íîðìà. Ìèøà Âåðáèöêèé

Çàäà÷à 1.30. Ïóñòü (X, d) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à {ai} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç X.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðÿä

∑
d(ai, ai−1) ñõîäèòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî {ai} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè.

Âåðíî ëè îáðàòíîå?

Çàäà÷à 1.31 (!). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåëûõ ÷èñåë ak ðÿä
∑
akp

k

ñõîäèòñÿ â Zp.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé.

Çàäà÷à 1.32. Äîêàæèòå, ÷òî (1− p)(
∑∞

k=0 p
k) = 1 â Zp.

Çàäà÷à 1.33 (*). Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå öåëîå ÷èñëî, êîòîðîå íå äåëèòñÿ íà p, îáðàòèìî â Zp.

Îïðåäåëåíèå 1.21. Ïîïîëíåíèå Q îòíîñèòåëüíî íîðìèðîâàíèÿ, ïîëó÷åííîãî ïðîäîëæåíèåì νp,
îáîçíà÷àåòñÿ Qp è íàçûâàåòñÿ (ïîëå p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë).

Çàäà÷à 1.34 (*). Äàíî x ∈ Qp. Äîêàæèòå, ÷òî x = x′

pk , ãäå x
′ ∈ Zp.

Çàäà÷à 1.35 (*). Äîêàæèòå, ÷òî lim
n→∞

n
√
n = 1 (çäåñü ïðåäåë áåðåòñÿ â R, ñ îáû÷íîé ìåòðèêîé).

Îïðåäåëåíèå 1.22. Íîðìèðîâàíèå ν êîëüöà R íàçûâàåòñÿ íåàðõèìåäîâûì, åñëè ν(x + y) 6
max(ν(x), ν(y)) äëÿ âñåõ x, y. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íîðìèðîâàíèå íàçûâàåòñÿ àðõèìåäîâûì.

Çàäà÷à 1.36 (*). Ïóñòü ν - íîðìèðîâàíèå â Q. Äîêàæèòå, ÷òî ν íåàðõèìåäîâî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà Z ñîäåðæèòñÿ â åäèíè÷íîì øàðå.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ïðåäåëîì lim
n→∞

n
√
n = 1. Îöåíèòå n

√
((ν(x+ y)n) äëÿ áîëüøèõ n, âîñ-

ïîëüçîâàâøèñü îöåíêîé íà áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû: ν(Ck
n) 6 1.

Çàäà÷à 1.37 (*). Ïóñòü ν - íåàðõèìåäîâî íîðìèðîâàíèå â Z. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî m ⊂ Z,
ñîñòîÿùåå èç âñåõ öåëûõ n ñ ν(n) < 1. Âûâåäèòå èç íåàðõèìåäîâîñòè, ÷òî m ýòî èäåàë â Z (èäåàë
â êîëüöå R åñòü ïîäìíîæåñòâî, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíòû
èç R). Äîêàæèòå, ÷òî èäåàë m ïðîñòîé (ïðîñòîé èäåàë ýòî òàêîé èäåàë, ÷òî xy /∈ m äëÿ âñåõ
x, y /∈ m).

Çàäà÷à 1.38 (*). Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé èäåàë â Z èìååò âèä {0,±1m,±2m,±3m, ...} äëÿ íåêî-
òîðîãî m ∈ Z. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ïðîñòîé èäåàë m â Z èìååò âèä {0,±1p,±2p,±3p, ...}, ãäå
p = 0, 1 ëèáî p ïðîñòîå.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü àëãîðèòìîì Åâêëèäà.

Çàäà÷à 1.39 (*). Ïóñòü ν � íåàðõèìåäîâî íîðìèðîâàíèå Q, à m = {p, 2p, 3p, 4p, ...} � èäåàë,
ïîñòðîåííûé âûøå. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî λ > 1, ÷òî ν(n) = λ−k

äëÿ êàæäîãî n = pkr, r 6 ...p.

Çàäà÷à 1.40 (*). Ïóñòü ν � òàêîå íîðìèðîâàíèå Q, ÷òî ν(2) 6 1. Äîêàæèòå, ÷òî ν(a) < log2(a)+
1 äëÿ ëþáîãî öåëîãî a > 0.
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Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ïðåäñòàâëåíèåì ÷èñëà N â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ.

Çàäà÷à 1.41 (*). Ïóñòü ν � òàêîå íîðìèðîâàíèå Q, ÷òî ν(2) 6 1. Äîêàæèòå, ÷òî ν(a) 6 1 äëÿ
ëþáîãî öåëîãî a > 0 (ò.å. ν íåàðõèìåäîâî).

Óêàçàíèå. Âûâåäèòå èç lim
n→∞

n
√
n = 1 ñîîòíîøåíèå lim

n→∞
logn
n

= 0. Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäûäóùåé

çàäà÷åé, ïîëó÷èòå lim
N→∞

ν(aN) 6 1.

Çàäà÷à 1.42 (*). Ïóñòü ai � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë âèäà x
2n (�ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü Êîøè� çäåñü ïîíèìàåòñÿ â îáû÷íîì ñìûñëå, òî åñòü êàê â âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõ).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íîðìèðîâàíèå ν íà Q àðõèìåäîâî. Äîêàæèòå, ÷òî ν(ai) - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Êîøè.

Óêàçàíèå. Çàïèñàâ x â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ, äîêàæèòå, ÷òî

ν(x/2n) 6 ν(2)log2(x)+1/ν(2)n 6 ν(2)log2(x+1)−n.

Çàäà÷à 1.43 (*). Âûâåäèòå èç ýòîãî, ÷òî íîðìèðîâàíèå ν ïðîäîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîé ôóíê-
öèè íà R, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ν(xy) = ν(x)ν(y). Äîêàæèòå, ÷òî ν ïîëó÷àåòñÿ êàê x 7→ |x|λ
äëÿ êàêîé-òî êîíñòàíòû λ > 0. Âûðàçèòå λ ÷åðåç ν(2).

Çàäà÷à 1.44 (*). Äëÿ êàêèõ λ > 0 ôóíêöèÿ x 7→ |x|λ çàäàåò íîðìèðîâàíèå íà Q?

Ìû ïîëó÷èëè ïîëíóþ êëàññèôèêàöèþ íîðìèðîâàíèé íà Q: ëþáîå íîðìèðîâàíèå ïîëó÷àåòñÿ
êàê ñòåïåíü p-àäè÷åñêîãî íîðìèðîâàíèÿ ëèáî ìîäóëÿ. Ýòà êëàññèôèêàöèÿ íàçûâàåòñÿ òåîðåìà
Îñòðîâñêîãî.
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