äÌÑ ÚÁÞÅÔÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÓÔËÕ ÎÁÄÏ ÓÄÁÔØ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ, ÌÉÂÏ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÂÅÚ ÚŒÅÚÄÏÞÅË. úÁÄÁÞÉ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ. óÄÁŒÛÉÍ k ÚÁÄÁÞ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ 2k ÚÁÄÁÞ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÌÉÓÔÏÞËÁ. úÁÄÁÞÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ (!), ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÄÁŒÁÔØ ŒÓÅÍ.

ôïðïìïçéñ 1: íÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÎÏÒÍÁ.

œ ÜÔÏÍ ÌÉÓÔÏÞËÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÍÓÔŒÏ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÓËÁÌÑÒ- ÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ (Ô.Å. ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ), Á ÔÁËÖÅ ÐÏÎÑÔÉÊ ËÏÌØÃÁ, ÐÏÌÑ, É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÐÏÌÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

íÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ŒÙÐÕËÌÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÎÏÒÍÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ d : X × X → R, ÞÔÏ

Á. äÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ X ÉÍÅÅÍ d(x; y) ⩾ 0, ÐÒÉÞÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x = y.

Â. óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ: d(x; y) = d(y; x) Œ. \îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ": ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y; z ∈ X, d(x; z) ⩽ d(x; y) + d(y; z):

æÕÎËÃÉÑ d, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÜÔÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉËÏÊ. þÉÓÌÏ d(x; y) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ \ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÍÅÖÄÕ x É y".

åÓÌÉ x ∈ X { ÔÏÞËÁ, Á ” { ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B_”(x) = {y ∈ X | d(x; y) ¡ ” ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ (ÏÔËÒÙÔÙÊ) ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ ” Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ x. ôÁËÏÊ ÛÁÒ ÅÝÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ”-ÛÁÒ. úÁÍËÎÕÔÙÊ ÛÁÒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË B_”(x) = {y ∈ X | d(x; y) ⩽ ”}:

úÁÄÁÞÁ 1.1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R^2 Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ d, ÚÁÄÁÎ- ÎÏÊ ËÁË d(a; b) = |ab|, ÇÄÅ |ab| { ÄÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b] ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

úÁÄÁÞÁ 1.2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ d_∞ : R^2 × R^2 → R: (x; y); (x^′; y^′) → max(|x − x^′|; |y − y^′|):

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔo { ÍÅÔÒÉËÁ. ïÐÉÛÉÔÅ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÕÌÅ.

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, îíõ, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ { 1 { œÅÓÎÁ 2008, ÌÉÓÔÏË 1, version 1.2, 19.02.2008

úÁÄÁÞÁ 1.3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ d_1 : R^2 × R^2 → R:

(x; y); (x^′; y^′) → |x − x^′| + |y − y^′|:

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔo { ÍÅÔÒÉËÁ. ïÐÉÛÉÔÅ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÕÌÅ.

úÁÄÁÞÁ 1.4 (*). æÕÎËÃÉÑ f : [0; ∞[→ [0; ∞[ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÐÕËÌÏÊ ŒŒÅÒÈ, ÅÓÌÉ f(˘x + (1 − ˘)y) ⩾ ˘f(x) + (1 − ˘)f(y), ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ˘ ∈ [0; 1]. ðÕÓÔØ f { ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, Á X; d { ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ f(˘) = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ˘ = 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ d_f (x; y) = f(d(x; y)) ÚÁÄÁÅÔ ÍÅÔÒÉËÕ ÎÁ X.

úÁÄÁÞÁ 1.5. ðÕÓÔØ V { ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ g(x; y) (Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÁËÕÀ ÆÏÒÍÕ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÅÍ). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ \ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ" d_g : V ×V → R ËÁË d_g(x; y) = √ g(x − y; x − y). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ d(x; y) ⩾ 0, ÐÒÉÞÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x = y.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.2. ðÕÓÔØ x ∈ V { ŒÅËÔÏÒ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ ÎÁ ŒÅËÔÏÒ x { ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ P_x : V → V , y → y + x.

úÁÄÁÞÁ 1.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ d_g \ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÎÏÓÏŒ", Ô.Å. d_g(a; b) = d_g(P_x(a); P_x(b)).

úÁÄÁÞÁ 1.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ d_g ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ: √ g(x − y; x − y) ⩽ √ g(x; x) + √ g(y; y)

õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_0 ⊂ V , ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ x É y. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÌÉ- ÂÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ, ÌÉÂÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ, ËÁË ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ R^2 ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ g((x; y); (x^′; y^′)) = xx^′ + yy^′. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÌÑ R^2.

úÁÄÁÞÁ 1.8 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ d_g { ÜÔÏ ÍÅÔÒÉËÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÎÏÓÏŒ, ÓŒÅÄÉÔÅ ÜÔÕ ÚÁ- ÄÁÞÕ Ë ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.3. ðÕÓÔØ V { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ g, Á d_g { ÍÅÔÒÉËÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ŒÙÛÅ. üÔÁ ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.4. ðÕÓÔØ V { ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, P_x : V → V { ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ, Á V_1 ⊂ V { ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ ÏÂÒÁÚ P_x(V_1) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ Œ V .

úÁÄÁÞÁ 1.9. äÁÎÙ ÄŒÅ ÒÁÚÎÙÅ ÔÏÞËÉ x; y ∈ V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ V_{x;y}, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ x É y.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.5. ðÕÓÔØ l ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ x É y, a - ÔÏÞËÁ, ÌÑÖÁÝÁÑ ÎÁ l. íÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ a ÌÅÖÉÔ ÍÅÖÄÕ x, y, ÅÓÌÉ d(x; a) + d(b; y) = d(x; y). ïÔÒÅÚÏË ÐÒÑÍÏÊ ÍÅÖÄÕ x É y (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ [x; y]) ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË ÐÒÑÍÏÊ V_{x;y}, ËÏÔÏÒÙÅ \ÌÅÖÁÔ ÍÅÖÄÕ" x É y.

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, îíõ, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ { 2 { œÅÓÎÁ 2008, ÌÉÓÔÏË 1, version 1.2, 19.02.2008

úÁÄÁÞÁ 1.10. äÁÎÙ ÔÒÉ ÒÁÚÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÄÎÁ (É ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ) ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË ÌÅÖÉÔ ÍÅÖÄÕ ÄÒÕÇÉÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË [x; y] { ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË z ŒÉÄÁ ax + (1 − a)y, ÇÄÅ a ∈ [0; 1] ⊂ R.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.6. ðÕÓÔØ V { ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á B ⊂ V { ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÏÖÅÓÔŒÏ B ŒÙÐÕËÌÏÅ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ V , B ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÏÔÒÅÚËÁ [x; y].

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.7. ðÕÓÔØ V { ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R. îÏÒÍÏÊ ÎÁ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ æ : V → R, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ.

Á. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ∈ V ÉÍÅÅÍ æ(v) ⩾ 0. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, æ(v) ¿ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ v. Â. æ(˘v) = |˘|æ(v) Œ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ v_1; v_2 ∈ V ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ æ(v_1 + v_2) ⩽ æ(v_1) + æ(v_2).

úÁÄÁÞÁ 1.11. ðÕÓÔØ V { ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R, É ÐÕÓÔØ æ : V → R { ÎÏÒÍÁ ÎÁ V . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ d_æ : V × V → R, d_æ(x; y) = æ(x − y). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ V . úÁÄÁÞÁ 1.12 (*). ðÕÓÔØ d : V × V → R { ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ V , ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÁÒÁÌ- ÌÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÎÏÓÏŒ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ d ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ d(˘x; ˘y) = |˘|d(x; y) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ˘ ∈ R. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ d ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÎÏÒÍÙ æ : V → R ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ d(x; y) = æ(x − y). úÁÄÁÞÁ 1.13. ðÕÓÔØ V { ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R, Á æ : V → R { ÎÏÒÍÁ ÎÁ V . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B_1(0) ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË Ó ÎÏÒÍÏÊ ⩽ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÙÐÕËÌÏ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.8. ðÕÓÔØ V { ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R, Á v ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ŒÉÄÁ {˘v; | ˘ ¿ 0} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÕÞÏÍ Œ V . ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.9. ãÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ Œ V { ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x → −x. úÁÄÁÞÁ 1.14 (*). ðÕÓÔØ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ŒÙÐÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B ⊂ V ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÌÕÞÅÊ É ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ËÁÖÄÙÍ ÌÕÞÏÍ {˘v; | ˘ ¿ 0}. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ v^æ→ sup{˘ ∈ R^{¿0} | ˘^{−1}v =∈ B} äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÏÒÍÁ ÎÁ V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÎÏÒÍÙ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ \ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ íÉÎËÏŒÓËÏÇÏ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÐÏ ÔÅÌÕ".

úÁÄÁÞÁ 1.15. ðÕÓÔØ G { ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ, Á ˚ : G → R ÆÕÎËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÅÏÔÒÉ- ÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ g ∈ G. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ˚(a+b) ⩽ ˚(a)+˚(b), ˚(0) = 0, Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ ˚(g) = ˚(−g) ÄÌÑ ŒÓÅÈ g ∈ G. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ d_˚ : G × G → R, d_˚ (x; y) = ˚(x − y) { ÜÔÏ ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ G.

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, îíõ, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ { 3 { œÅÓÎÁ 2008, ÌÉÓÔÏË 1, version 1.2, 19.02.2008

úÁÄÁÞÁ 1.16. íÅÔÒÉËÁ d ÎÁ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÅ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓÌÑÃÉÏÎÎÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ d(x + g; y + g) = d(x; y) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; y; g ∈ G. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÔÒÁÎÓÌÑÃÉÏÎÎÏ ÉÎŒÁÒÉ- ÁÎÔÎÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ d ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ˚ : G → R ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ d(x; y) = ˚(x − y).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.10. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p ∈ Z. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ˚_p : Z → R, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÁŒÉÔ ÞÉÓÌÕ n = p^kr (r ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p) Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÞÉÓÌÏ p^{−k}, Á ˚_p(0) = 0. üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÎÁ Z.

úÁÄÁÞÁ 1.17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ d_p(m; n) = ˚_p(n − m) ÚÁÄÁÅÔ ÍÅÔÒÉËÕ ÎÁ Z. üÔÁ ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ ÎÁ Z.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ˚_p(a+b) ⩽ ˚(a)+˚(b) É ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.11. ðÕÓÔØ R { ËÏÌØÃÏ, Á ˚ : R → R { ÆÕÎËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÅÏ- ÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ r. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ˚(r_1r_2) = ˚(r_1)˚(r_2), Á ˚(r_1 + r_2) ⩽ ˚(r_1) + ˚(r_2). ôÏÇÄÁ ˚ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ËÏÌØÃÁ R. ëÏÌØÃÏ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅÍ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ËÏÌØÃÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ëÁË ŒÉÄÎÏ ÉÚ ŒÙÛÅÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ, ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÎÁ ËÏÌØÃÅ R ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÉÎ- ŒÁÒÉÁÎÔÎÕÀ ÍÅÔÒÉËÕ ÎÁ R. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÌÀÂÏÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØÓÑ ËÁË ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

úÁÄÁÞÁ 1.18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ˚_p { ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÎÁ ËÏÌØÃÅ Z. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÎÁ Q, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ˚_p.

ðÏÌÎÙÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.12. ðÕÓÔØ (X; d) { ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á {a_i} { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏ- ÞÅË ÉÚ X. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {a_i} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ëÏÛÉ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏ- ÇÏ ” ¿ 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ”-ÛÁÒ Œ X, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ŒÓÅ a_i, ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.

úÁÄÁÞÁ 1.19. ðÕÓÔØ {a_i}, {b_i} { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ Œ X. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ {d(a_i; b_i)} { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ Œ R.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.13. ðÕÓÔØ (X; d) { ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á {a_i}, {b_i} { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÉ ëÏÛÉ Œ X. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {a_i} É {b_i} ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ a_0; b_0; a_1; b_1; : : : { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ.

úÁÄÁÞÁ 1.20. ðÕÓÔØ {a_i}, {b_i} { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ Œ X. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ {a_i}, {b_i} ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ lim_{i→∞} d(a_i; b_i) = 0.

úÁÄÁÞÁ 1.21. ðÕÓÔØ {a_i}, {b_i} { ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ Œ X, Á {c_i} { ÅÝÅ ÏÄÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

lim_{i→∞} d(a_i; c_i) = lim_{i→∞} d(b_i; c_i)

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, îíõ, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ { 4 { œÅÓÎÁ 2008, ÌÉÓÔÏË 1, version 1.2, 19.02.2008

úÁÄÁÞÁ 1.22 (!). ðÕÓÔØ (X; d) ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á X { ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ëÏÛÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ {a_i}; {b_i} → lim_{i→∞} d(a_i; b_i) ÚÁÄÁÅÔ ÍÅÔÒÉËÕ ÎÁ X.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.14. œ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ X. úÁÄÁÞÁ 1.23. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X → X, x → {x; x; x; x; :::}. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÍÅÔÒÉËÕ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.15. ðÕÓÔØ A { ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ X. üÌÅÍÅÎÔ c ∈ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, ÅÓÌÉ Œ ÌÀÂÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÛÁÒÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ c, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ A.

úÁÄÁÞÁ 1.24. äÁÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ÎÅÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ ÏÄÎÏÊ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.16. ðÕÓÔØ {a_i} { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ. íÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ {a_i} ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë x ∈ X, ÉÌÉ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ Œ x (ÐÉÛÅÔÓÑ lim_{i→∞} a_i = x), ÅÓÌÉ x { ÐÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ {a_i} ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.17. íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (X; d) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ Œ X ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ.

úÁÄÁÞÁ 1.25 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÏÌÎÏ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.18. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊂ X ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÌÏÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ËÁÖÄÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÛÁÒÅ Œ X ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ A. úÁÄÁÞÁ 1.26. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ X ÐÌÏÔÎÏ Œ X.

úÁÄÁÞÁ 1.27 (!). ðÕÓÔØ R { ËÏÌØÃÏ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ˚. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÉ R ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÔÒÉËÉ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÀ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R ÓÎÁÂÖÅÎÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅÍ, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÅÍ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÎÁ R.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.19. îÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ËÏÌØÃÏ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ R ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ˚.

úÁÄÁÞÁ 1.28 (*). ðÕÓÔØ R { ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, Á R ÅÇÏ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ R { ÐÏÌÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R { ÔÏÖÅ ÐÏÌÅ.

úÁÄÁÞÁ 1.29. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ Q ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ q → |q|. íÏÖÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÅÝÅ ÏÄÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ R?

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.20. ðÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Z ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ˚_p ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏ ÃÅÌÙÈ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ. üÔÏ ËÏÌØÃÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Z_p.

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, îíõ, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ { 5 { œÅÓÎÁ 2008, ÌÉÓÔÏË 1, version 1.2, 19.02.2008

úÁÄÁÞÁ 1.30. ðÕÓÔØ (X; d) { ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á {a_i} { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË ÉÚ X. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ d(a_i; a_{i−1}) ÓÈÏÄÉÔÓÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ {a_i} { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ. œÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ?

úÁÄÁÞÁ 1.31 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ a_k ÒÑÄ ∑ a_kp^k ÓÈÏ- ÄÉÔÓÑ Œ Z_p.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 1.32. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (1 − p)(

∑_∞ k=0 p^k) = 1 Œ Z_p.

úÁÄÁÞÁ 1.33 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÏÂÒÁÔÉÍÏ Œ Z_p.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.21. ðÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Q ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ˚_p, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Q_p É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ (ÐÏÌÅ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ).

úÁÄÁÞÁ 1.34 (*). äÁÎÏ x ∈ Q_p. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ x =^{x′}_{pk} , ÇÄÅ x^′ ∈ Z_p.

úÁÄÁÞÁ 1.35 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ lim_{n→∞}^n √ n = 1 (ÚÄÅÓØ ÐÒÅÄÅÌ ÂÅÒÅÔÓÑ Œ R, Ó ÏÂÙÞÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.22. îÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ˚ ËÏÌØÃÁ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÁÒÈÉÍÅÄÏŒÙÍ, ÅÓÌÉ ˚(x + y) ⩽ max(˚(x); ˚(y)) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; y. œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÒÈÉÍÅÄÏŒÙÍ.

úÁÄÁÞÁ 1.36 (*). ðÕÓÔØ ˚ - ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅ Œ Q. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ˚ ÎÅÁÒÈÉÍÅÄÏŒÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Z ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ÛÁÒÅ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÅÌÏÍ lim_{n→∞}^n √ n = 1. ïÃÅÎÉÔÅ^n √ ((˚(x + y)^n) ÄÌÑ ÂÏÌØÛÉÈ n, ŒÏÓ- ÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÏÃÅÎËÏÊ ÎÁ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ: ˚(C^k_n) ⩽ 1.

úÁÄÁÞÁ 1.37 (*). ðÕÓÔØ ˚ - ÎÅÁÒÈÉÍÅÄÏŒÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅ Œ Z. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ m ⊂ Z, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÃÅÌÙÈ n Ó ˚(n) ¡ 1. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÎÅÁÒÈÉÍÅÄÏŒÏÓÔÉ, ÞÔÏ m ÜÔÏ ÉÄÅÁÌ Œ Z (ÉÄÅÁÌ Œ ËÏÌØÃÅ R ÅÓÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ R). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ m ÐÒÏÓÔÏÊ (ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ ÜÔÏ ÔÁËÏÊ ÉÄÅÁÌ, ÞÔÏ xy =∈ m ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; y =∈ m).

úÁÄÁÞÁ 1.38 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÉÄÅÁÌ Œ Z ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ {0; ±1m; ±2m; ±3m; :::} ÄÌÑ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÇÏ m ∈ Z. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ m Œ Z ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ {0; ±1p; ±2p; ±3p; :::}, ÇÄÅ p = 0; 1 ÌÉÂÏ p ÐÒÏÓÔÏÅ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ åŒËÌÉÄÁ.

úÁÄÁÞÁ 1.39 (*). ðÕÓÔØ ˚ { ÎÅÁÒÈÉÍÅÄÏŒÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅ Q, Á m = {p; 2p; 3p; 4p; :::} { ÉÄÅÁÌ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ŒÙÛÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ˘ ¿ 1, ÞÔÏ ˚(n) = ˘^{−k} ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n = p^kr, r . .p. úÁÄÁÞÁ 1.40 (*). ðÕÓÔØ ˚ { ÔÁËÏÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅ Q, ÞÔÏ ˚(2) ⩽ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ˚(a) ¡ log_2(a)+ 1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ a ¿ 0.

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, îíõ, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ { 6 { œÅÓÎÁ 2008, ÌÉÓÔÏË 1, version 1.2, 19.02.2008

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÞÉÓÌÁ N Œ ÄŒÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 1.41 (*). ðÕÓÔØ ˚ { ÔÁËÏÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅ Q, ÞÔÏ ˚(2) ⩽ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ˚(a) ⩽ 1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ a ¿ 0 (Ô.Å. ˚ ÎÅÁÒÈÉÍÅÄÏŒÏ).

õËÁÚÁÎÉÅ. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ lim_{n→∞}^n √ n = 1 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ lim_{n→∞}^{log n}_n = 0. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ, ÐÏÌÕÞÉÔÅ lim_{N→∞} ˚(a^N ) ⩽ 1:

úÁÄÁÞÁ 1.42 (*). ðÕÓÔØ a_i { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ŒÉÄÁ^x_{2n} (\ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ" ÚÄÅÓØ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÁË Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ˚ ÎÁ Q ÁÒÈÉÍÅÄÏŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ˚(a_i) - ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ.

õËÁÚÁÎÉÅ. úÁÐÉÓÁŒ x Œ ÄŒÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

˚(x=2^n) ⩽ ˚(2)^{log2(x)+1}=˚(2)^n ⩽ ˚(2)^{log2(x+1)−n}:

úÁÄÁÞÁ 1.43 (*). œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ˚ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ ÎÁ R, ËÏÔÏÒÁÑ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ˚(xy) = ˚(x)˚(y). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ˚ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÁË x → |x|^˘ ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ˘ ¿ 0. œÙÒÁÚÉÔÅ ˘ ÞÅÒÅÚ ˚(2).

úÁÄÁÞÁ 1.44 (*). äÌÑ ËÁËÉÈ ˘ ¿ 0 ÆÕÎËÃÉÑ x → |x|^˘ ÚÁÄÁÅÔ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÎÁ Q?

íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÐÏÌÎÕÀ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÀ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÊ ÎÁ Q: ÌÀÂÏÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÁË ÓÔÅÐÅÎØ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ÌÉÂÏ ÍÏÄÕÌÑ. üÔÁ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ïÓÔÒÏŒÓËÏÇÏ.

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, îíõ, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ { 7 { œÅÓÎÁ 2008, ÌÉÓÔÏË 1, version 1.2, 19.02.2008