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Äëÿ çà÷åòà ïî êàæäîìó ëèñòêó äîñòàòî÷íî ñäàòü âñå çàäà÷è ñî çâåçäî÷êàìè, ëèáî âñå çàäà÷è
áåç çâåçäî÷åê. Çàäà÷è ñ äâóìÿ çâåçäî÷êàìè ìîæíî íå ñäàâàòü. Ñäàâøèì k çàäà÷ ñ äâóìÿ çâåçäî÷-
êàìè ðàçðåøàåòñÿ íå ñäàâàòü 2k çàäà÷ ñî çâåçäî÷êàìè èç òîãî æå ëèñòî÷êà. Çàäà÷è, îáîçíà÷åííûå
(!), ñëåäóåò ñäàâàòü âñåì.

Òîïîëîãèÿ 10: ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà è ãîìîòîïèè

Ãîìîòîïèè

Âñå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà â ýòîì ëèñòî÷êå ïðåäïîëàãàþòñÿ ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíûìè
è õàóñäîðôîâûìè, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîãî.

Îïðåäåëåíèå 10.1. Ïóñòü f1, f2 : X −→ Y � íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ. Íàïîìíèì, ÷òî ãîìîòîïèåé ìåæäó f1 è f2 íàçûâàåòñÿ òàêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå

F : [0, 1]×X −→ Y , ÷òî F
∣∣∣{0}×X

ðàâíî f1, à F
∣∣∣{1}×X

ðàâíî f2.

Çàäà÷à 10.1. Äîêàæèòå, ÷òî ãîìîòîïíûå îòîáðàæåíèÿ èíäóöèðóþò îäèí è òîò æå ãîìîìîðôèçì
π1(X)−→ π1(Y ).

Îïðåäåëåíèå 10.2. Ïóñòü f : X −→ Y , g : Y −→X � íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ òîïîëîãè÷å-
ñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ïðè÷åì f ◦ g è g ◦ f ãîìîòîïíû òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèÿì èç X â X è èç
Y â Y . Òàêèå îòîáðàæåíèÿ íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïè÷åñêèìè ýêâèâàëåíòíîñòÿìè, à X è Y �
ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè.

Çàäà÷à 10.2. Äîêàæèòå, ÷òî êîìïîçèöèÿ ãîìîòîïè÷åñêèõ ýêâèâàëåíòíîñòåé îòîáðàæåíèé åñòü
ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü. Äîêàæèòå, ÷òî ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ïðîñòðàíñòâ
åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.

Çàäà÷à 10.3 (!). Ïóñòü f : X −→ Y � ãîìîòîïè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü. Äîêàæèòå, ÷òî f èí-
äóöèðóåò èçîìîðôèçì ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï.

Çàäà÷à 10.4. Ïóñòü X ⊂ Y � ðåòðàêò. Äîêàæèòå, ÷òî X è Y ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.

Çàäà÷à 10.5 (!). Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî X ñòÿãèâàåìî òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî òî÷êå.

Çàäà÷à 10.6 (!). Äàí ñâÿçíûé ãðàô Γ, ó êîòîðîãî n ðåáåð è n âåðøèí. Äîêàæèòå, ÷òî åãî
òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî îêðóæíîñòè.

Çàäà÷à 10.7 (!). Ïóñòü M � ñâÿçíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, x, x′, y, y′ ∈M � ëþáûå òî÷-
êè. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâà ïóòåé Ω(M,x, x′) è Ω(M, y, y′) ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.

Óêàçàíèå. Âûáåðèòå ïóòü γxy, ñîåäèíÿþùèé x è y è ïóòü γx′y′ , ñîåäèíÿþùèé x′ è y′. Ïóñòü
γ−1
xy (t) = γxy(1− t) è γ−1

x′y′(t) = γx′y′(1− t). Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f : Ω(M,x, x′)−→ Ω(M, y, y′)
ïåðåâîäÿùåå ëþáîé ïóòü γ ∈ Ω(M,x, x′) â êîìïîçèöèþ γ−1

xy γγx′y′ , è àíàëîãè÷íîå îòîáðàæåíèå g :

Ω(M, y, y′)−→ Ω(M,x, x′), ïåðåâîäÿùåå γ ∈ Ω(M, y, y′) â γxyγγ
−1
x′y′ . Äîêàæèòå, ÷òî fg ãîìîòîïíî

òîæäåñòâåííîìó è gf ãîìîòîïíî òîæäåñòâåííîìó.
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Ïðîñòðàíñòâî ïóòåé íà ëîêàëüíî ñòÿãèâàåìûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Îïðåäåëåíèå 10.3. Ïóñòü M � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. M íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ñòÿ-
ãèâàåìûì, åñëè ó êàæäîé òî÷êè åñòü ñòÿãèâàåìàÿ îêðåñòíîñòü.

Çàäà÷à 10.8. Ïóñòü M � ëîêàëüíî ñòÿãèâàåìîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî
M ëîêàëüíî ëèíåéíî ñâÿçíî.

Çàäà÷à 10.9 (*). Ïóñòü M � òàêîå ãåîäåçè÷åñêè ñâÿçíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ÷òî äëÿ
êàêîãî-òî δ > 0 ëþáûå äâå òî÷êè, îòñòîÿùèå íà ðàññòîÿíèå < δ, ñîåäèíÿþòñÿ åäèíñòâåííîé
ãåîäåçè÷åñêîé. Äîêàæèòå, ÷òî M ëîêàëüíî ñòÿãèâàåìî.

Çàäà÷à 10.10. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ãðàô ëîêàëüíî ñòÿãèâàåì.

Îïðåäåëåíèå 10.4. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíî-
ñòè n, åñëè ó ëþáîé òî÷êè íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü, ãîìåîìîðôíàÿ îòêðûòîìó øàðó â Rn.

Çàìå÷àíèå. Ìíîãîîáðàçèÿ, î÷åâèäíî, ëîêàëüíî ñòÿãèâàåìû.

Çàäà÷à 10.11 (!). Äîêàæèòå, ÷òî ñôåðà Sn � ýòî ìíîãîîáðàçèå.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèåé.

Çàäà÷à 10.12. ÏóñòüM ñòÿãèâàåìîå, x, y ∈M . Äîêàæèòå, ÷òî âñå ïóòè γ ∈ Ω(M,x, y) ãîìîòîï-
íû.

Çàäà÷à 10.13 (!). Ïóñòü γ ∈ Ω(M,x, y) � ïóòü â ëîêàëüíî ñòÿãèâàåìîì ïðîñòðàíñòâå M , à
{Uα} � ìíîæåñòâî ñòÿãèâàåìûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ íà M . Âûáåðåì â {Uα} êîíå÷íîå ïîäìíîæå-
ñòâî, ïîêðûâàþùåå γ (ýòî ìîæíî ñäåëàòü, ïîòîìó ÷òî γ êîìïàêòåí). Ïóñòü V1, . . . , Vn � ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ïîêðûòèå [0, 1] ñâÿçíûìè èíòåðâàëàìè, ãäå êàæäûé Vi ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé
γ−1(Ui), à âñå Ui ñòÿãèâàåìû. Óïîðÿäî÷èì Vi òàêèì îáðàçîì, ÷òî Vi è Vi+1 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷-
êå ti, è ïóñòü ai := γ(ti). Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ïóòü γ′ ∈ Ω(M,x, y), òàêîé, ÷òî γ′(ti) = ai, è
γ′([ti, ti+1]) ⊂ Ui, ãîìîòîïåí γ.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé.

Çàäà÷à 10.14 (!). ÏóñòüM � ëîêàëüíî ñòÿãèâàåìîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à γ ∈ Ω(M,x, y)
� íåêîòîðûé ïóòü. Äîêàæèòå, ÷òî ó γ íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü U ⊂ Ω(M,x, y), ÷òî âñå γ′ ∈ U
ãîìîòîïíû.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé.

Çàìå÷àíèå. Çàìåòèì, ÷òî íà êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçìåðíîñòè > 1 ñóùåñòâóåò ïåòëè,
çàäàâàåìûå ñþðüåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì; ïðèìåð òàêîé ïåòëè ëåãêî ïîñòðîèòü òåì æå ìåòîäîì,
÷òî êðèâóþ Ïåàíî.

Çàäà÷à 10.15 (!). Ïóñòü M ýòî ìíîãîîáðàçèå (íàïðèìåð, ñôåðà) ðàçìåðíîñòè áîëüøå 1, à γ ∈
Ω(M,x) � ïåòëÿ. Äîêàæèòå, ÷òî γ ãîìîòîïíà ïåòëå, êîòîðàÿ íå ñþðüåêòèâíà.
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Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé.

Çàäà÷à 10.16 (!). Ïóñòü n > 1. Äîêàæèòå, ÷òî n-ìåðíàÿ ñôåðà îäíîñâÿçíà.

Óêàçàíèå. Ïóñòü γ � ïåòëÿ íà ñôåðå. Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé, ïðîãîìîòîïè-
ðóéòå γ â ïåòëþ, êîòîðàÿ îòîáðàæàåò [0, 1] â Sn\{x}, ãäå x íåêîòîðàÿ òî÷êà. Äîêàæèòå, ÷òî
ñôåðà áåç òî÷êè ãîìåîìîðôíà Rn, â ÷àñòíîñòè ñòÿãèâàåìà.

Çàäà÷à 10.17 (*). Ïóñòü M ñòÿãèâàåìî, à F : M × [0, 1]−→M � ãîìîòîïèÿ òîæäåñòâåííîãî
îòîáðàæåíèÿ â ïîñòîÿííîå îòîáðàæåíèå M → y ∈ M . Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå îòîáðàæåíèå
M −→ Ω(M, y, ∗), t,m−→ F (m, t) (t ∈ [0, 1], m ∈M). Äîêàæèòå, ÷òî îíî íåïðåðûâíî.

Çàäà÷à 10.18. ÏóñòüM ëîêàëüíî ñòÿãèâàåìî, x, y ∈M � äâå òî÷êè, γ ∈ Ω(M,x, y) � íåêîòîðûé
ïóòü. Äîêàæèòå, ÷òî ó γ åñòü òàêàÿ îêðåñòíîñòü U ∈ Ω(M,x, ∗), ÷òî âñå ïóòè γ′ ∈ U , ñîåäèíÿþùèå
x è a, ãîìîòîïíû â Ω(M,x, a).

Çàäà÷à 10.19 (*). Ïóñòü M � ëîêàëüíî ñòÿãèâàåìîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, x ∈ M �
òî÷êà, à Ω(M,x, ∗) � ìíîæåñòâî âñåõ ïóòåé, íà÷èíàþùèõñÿ â òî÷êå x, ñíàáæåííîå îòêðûòîêîì-
ïàêòíîé òîïîëîãèåé. Ðàññìîòðèì òàêîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà Ω(M,x, ∗): γ ∼ γ′, åñëè
γ è γ′ ñîåäèíÿþò x è y, è ãîìîòîïíû â Ω(M,x, y). Ðàññìîòðèì Ω(M,x, ∗)/ ∼, ñ òîïîëîãèåé

ôàêòîðà. Âûáåðåì ñòÿãèâàåìóþ îêðåñòíîñòü Uy 3 y, è ïóñòü Uy
F−→ Ω(Uy, y, ∗) � îòîáðàæå-

íèå, ïîñòðîåííîå â çàäà÷å 10.17. Ïóñòü γ ∈ Ω(M,x, y) � íåêîòîðûé ïóòü, à Uy
Ψ−→ Ω(M,x, ∗)

� îòîáðàæåíèå, ñòàâÿùåå a ∈ Uy ïóòü γF (a) (òî åñòü ïóòü, çàäàííûé íà [0, 1/2] êàê t−→ γ(2t),
è íà [1/2, 1] êàê F (a, 2t − 1). Äîêàæèòå, ÷òî (äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëåíüêîãî Uy) Ψ â êîìïîçèöèè

ñ Ω(M,x, ∗) π−→ Ω(M,x, ∗)/ ∼ � ýòî ãîìåîìîðôèçì Uy íà íåêîòîðîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â
Ω(M,x, ∗)/ ∼.

Óêàçàíèå. Íåïðåðûâíîñòü Ψ ◦ π î÷åâèäíà ïî êîíñòðóêöèè, à èíúåêòèâíîñòü ñëåäóåò èç ïðåäû-
äóùåé çàäà÷è. ×òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî Ψ ◦ π çàäàåò ãîìåîìîðôèçì Uy íà Ψ ◦ π(Uy), íàì íóæíî
äîêàçàòü, ÷òî Ψ◦π ïåðåâîäèò îòêðûòûå ìíîæåñòâà â îòêðûòûå. Ýòî ÿñíî èç òîãî, ÷òî åñòåñòâåí-
íîå îòîáðàæåíèå Ω(M,x, ∗)/ ∼ −→M , γ′ −→ γ′(1), íåïðåðûâíî, è èíäóöèðóåò ãîìåîìîðôèçì Uy
íà îáðàç.

Çàäà÷à 10.20 (*). Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå Ω(M,x, ∗)/ ∼ −→M , ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå ïó-
òè γ ∈ Ω(M,x, y) òî÷êó y = γ(1). Äîêàæèòå, ÷òî ýòî íàêðûòèå.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé.

Çàäà÷à 10.21 (!). Äîêàæèòå, ÷òî Ω(M,x, ∗) ñòÿãèâàåìî.

Çàäà÷à 10.22 (*). Ïóñòü γ � ïóòü â Ω(M,x, ∗)/ ∼. Äîêàæèòå, ÷òî γ ãîìîòîïåí îáðàçó íåêîòî-
ðîãî ïóòè èç Ω(M,x, ∗).

Óêàçàíèå. Äîêàæèòå, ÷òî γ ìîæíî ïîäíÿòü äî ïóòè â Ω(M,x, ∗) ëîêàëüíî, è âîñïîëüçóéòåñü
òåì, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè â Ω(M,x, ∗)/ ∼ åå ïðîîáðàç â Ω(M,x, ∗) ñâÿçåí.

Çàäà÷à 10.23 (*). Âûâåäèòå èç ýòîãî, ÷òî Ω(M,x, ∗)/ ∼ îäíîñâÿçíî.
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Çàìå÷àíèå. Ïóñòü (M,x) � ëîêàëüíî ñòÿãèâàåìîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ îòìå÷åííîé
òî÷êîé. Óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå M ìîæíî òàêèì îáðàçîì îòîæäåñòâèòü ñ ìíîæåñòâîì ïàð
(y ∈M , êëàññ ãîìîòîïèè ïóòåé γ ∈ Ω(M,x, y)).

Ñâîáîäíàÿ ãðóïïà è áóêåò

Îïðåäåëåíèå 10.5. Ïóñòü (M1, x1), (M2, x2), (M3, x3), . . . � íàáîð (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íûé)
ñâÿçíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé. Ðàññìîòðèì ôàêòîðïðîñòðàíñòâî
íåñâÿçíîãî îáúåäèíåíèÿ âñåõ (Mα, xα) ïî ñîîòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè {x1} ∼ {x2} ∼ {x3} ∼
. . . Ýòî ôàêòîðïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ áóêåòîì, îáîçíà÷àåòñÿ

∨
α(Mα, xα). Òàêæå áóêåò îáî-

çíà÷àåòñÿ (M1, x1) ∨ (M2, x2) ∨ (M3, x3) ∨ . . .

Çàäà÷à 10.24. Ïóñòü âñå Mα ñâÿçíûå (ëèíåéíî ñâÿçíûå, õàóñäîôîâû). Äîêàæèòå, ÷òî èõ áóêåò
ñâÿçåí (ëèíåéíî ñâÿçåí, õàóñäîðôîâ).

Çàäà÷à 10.25 (!). Ïóñòü âñå Mα ñâÿçíûå è îäíîñâÿçíûå. Äîêàæèòå, ÷òî èõ áóêåò îäíîñâÿçåí.

Çàäà÷à 10.26 (!). Ïóñòü Γ � ñâÿçíûé ãðàô, ó êîòîðîãî n âåðøèí è n+ k − 1 ðåáåð. Äîêàæèòå,
÷òî åãî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî MΓ ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî áóêåòó k îêðóæíîñòåé.

Óêàçàíèå. Ïóñòü ó Γ åñòü ðåáðî r, ñîåäèíÿþùåå äâå ðàçíûå âåðøèíû v1, v2, Ðàññìîòðèì ãðàô
Γ′, ó êîòîðîãî n−1 âåðøèí è n+k−2 ðåáåð, ïîëó÷åííûé èç Γ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èç Γ âûêèäû-
âàåòñÿ ðåáðî r, à âåðøèíû v1 è v2 ñêëåèâàþòñÿ â îäíó. Äîêàæèòå, ÷òî MΓ è MΓ′ ãîìîòîïè÷åñêè
ýêâèâàëåíòíû.

Îïðåäåëåíèå 10.6. Çàäàäèì ìíîæåñòâî {a1, a2, . . . } ìîùíîñòè N (N ìîæåò áûòü êàê êîíå÷-
íûì êàðäèíàëîì, òàê è áåñêîíå÷íûì). N-àðíîå äåðåâî DN � ýòî áåñêîíå÷íûé ãðàô, êîòîðûé
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âåðøèíû DN � êîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç ñèìâîëîâ
ai. Ðåáðàìè ñîåäèíÿþòñÿ âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå A1A2 . . . Ak è A1A2 . . . AkAk+1 (âñå Ai ïðè-
íàäëåæàò {a1, a2, . . . }).

Çàäà÷à 10.27. Äîêàæèòå, ÷òî â êàæäóþ âåðøèíó DN âõîäÿò N + 1 ðåáåð.

Çàäà÷à 10.28 (!). Ïóñòü MN � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî N -àðíîãî äåðåâà, ñ åñòåñòâåííîé
ìåòðèêîé, ïîñòðîåííîé â íà÷àëå ýòîãî ëèñòêà. Äîêàæèòå, ÷òî MN ÿâëÿåòñÿ çâåçä÷àòûì (ëþáûå
äâå òî÷êè ñîåäèíÿþòñÿ åäèíñòâåííîé ãåîäåçè÷åñêîé). Äîêàæèòå, ÷òî îíî ñòÿãèâàåìî.

Çàäà÷à 10.29 (!). Ðàññìîòðèì 2N − 1-àðíîå äåðåâî. Ðàñêðàñèì åãî ðåáðà â N öâåòîâ, òàêèì
îáðàçîì, ÷òî ê êàæäîé âåðøèíå ñõîäèòñÿ ïî 2 ðåáðà êàæäîãî öâåòà. Ðàññìîòðèì áóêåò èç N
îêðóæíîñòåé, è ðàñêðàñèì êàæäóþ èç îêðóæíîñòåé â ñâîé öâåò. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå èç
M2N−1 â áóêåò èç N îêðóæíîñòåé, ïåðåâîäÿùèé âåðøèíû ãðàôà â âåðøèíû áóêåòà, à ðåáðî
öâåòà ai â îêðóæíîñòü òàêîãî æå ñâåòà. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå.

Çàäà÷à 10.30. Ïóñòü {a1, a2, . . . } � ìíîæåñòâî ìîùíîñòè N , à W � ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé (�ñëîâ�) èç ñèìâîëîâ ai, a

−1
j , â êîòîðûõ íèãäå íå âñòðå÷àþòñÿ ïîäðÿä aia

−1
i ,

à òàêæå a−1
i ai. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû 0 îáîçíà÷àåòñÿ e. Ìû óìíîæàåì ñëîâà, çàïèñûâàÿ

îäíî çà äðóãèì è çà÷åðêèâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî âñå aia
−1
i , a−1

i ai, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ ïîäðÿä.
Äîêàæèòå, ÷òî W îáðàçóåò ãðóïïó.
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Òîïîëîãèÿ 10: ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà è ãîìîòîïèè Ìèøà Âåðáèöêèé

Îïðåäåëåíèå 10.7. Ýòà ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé ãðóïïîé, ïîðîæäåííîé îáðàçóþ-
ùèìè {a1, a2, . . . }, îáîçíà÷àåòñÿ FN .

Çàäà÷à 10.31. Äîêàæèòå, ÷òî F1 èçîìîðôíî Z.

Çàäà÷à 10.32 (!). ÏóñòüG � ëþáàÿ ãðóïïà, à {g1, g2, . . . } � íàáîð ýëåìåíòîâ èçG, ïðîíóìåðîâàí-
íûé {a1, a2, . . . }. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì FN −→G, ïåðåâîäÿùèé
ai â gi.

Çàäà÷à 10.33 (!). Ïîñòðîéòå ñâîáîäíîå äåéñòâèå FN íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå M2N−1

2N − 1-àðíîãî äåðåâà, òðàíçèòèâíîå íà âåðøèíàõ.

Çàäà÷à 10.34 (!). Äîêàæèòå, ÷òîM2N−1/FN � áóêåò N îêðóæíîñòåé, à ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóï-
ïà áóêåòà ñâîáîäíà.

Çàäà÷à 10.35 (!). Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íûé) ãðàô ãîìîòîïè÷åñêè ýêâè-
âàëåíòåí áóêåòó îêðóæíîñòåé.

Çàäà÷à 10.36 (!). Âûâåäèòå èç ýòîãî, ÷òî ëþáàÿ ïîäãðóïïà ñâîáîäíîé ãðóïïû ñâîáîäíà.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü òåîðèåé Ãàëóà äëÿ íàêðûòèé.

Çàäà÷à 10.37 (*). Ïóñòü G1, G2, . . . � êàêîé-òî íàáîð ãðóïï. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî W êîíå÷-
íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íååäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ èç ðàçíûõ Gi, òàêèõ, ÷òî ýëåìåíòû îäíîé è
òîé æå ãðóïïû íèãäå íå èäóò ïîäðÿä. Åñëè äàíà ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A ýëåìåíòîâ èç Gi,
èç íåå ìîæíî ïîëó÷èòü ýëåìåíò W ñëåäóþùèì ñïîñîáîì. Åñëè â A èäóò ïîäðÿä äâà ýëåìåíòà
èç Gi, ìû èõ ïåðåìíîæàåì è çàìåíÿåì ýòè äâà ýëåìåíòà íà ïðîèçâåäåíèå. Åñëè â A âñòðå÷àåò-
ñÿ åäèíèöà îäíèé èç ãðóïï, ìû åå âû÷åðêèâàåì. Ïîâòîðèì ýòó ïðîöåäóðó ñòîëüêî ðàç, ñêîëüêî
íóæíî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ýëåìåíò èç W . Ýëåìåíòû W ìîæíî ïåðåìíîæàòü, çàïèñàâ îäíî ñëîâî
ïîñëå äðóãîãî è ïðèìåíèâ âûøåîïèñàííóþ ïðîöåäóðó. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷èòñÿ ãðóïïà.

Îïðåäåëåíèå 10.8. Ýòà ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï G1, G2, . . . .

Çàäà÷à 10.38. Äîêàæèòå, ÷òî ñâîáîäíàÿ ãðóïïà îòN îáðàçóþùèõ � ýòî ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå
N êîïèé Z.

Çàäà÷à 10.39. Äîêàæèòå, ÷òî ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå ñâîáîäíûõ ãðóïï ñâîáîäíî.

Çàäà÷à 10.40 (*). Ïóñòü (M1, x1), (M2, x2), (M3, x3), . . . � íàáîð ñâÿçíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé. Äîêàæèòå, ÷òî π1(

∨
α(Mα, xα)) èçîìîðôíà ñâîáîäíîìó ïðîèçâå-

äåíèþ ãðóïï π1(M1, x1), π1(M2, x2), π1(M3, x3), . . . .
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