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Äëÿ çà÷åòà ïî êàæäîìó ëèñòêó íàäî ñäàòü âñå çàäà÷è ñî çâåçäî÷êàìè, ëèáî âñå çàäà÷è áåç
çâåçäî÷åê. Çàäà÷è ñ äâóìÿ çâåçäî÷êàìè ìîæíî íå ñäàâàòü. Ñäàâøèì k çàäà÷ ñ äâóìÿ çâåçäî÷êàìè
ðàçðåøàåòñÿ íå ñäàâàòü 2k çàäà÷ ñî çâåçäî÷êàìè èç òîãî æå ëèñòî÷êà. Çàäà÷è, îáîçíà÷åííûå (!),
ñëåäóåò ñäàâàòü âñåì.

Òîïîëîãèÿ 2: Òîïîëîãèÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü M � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, X ⊂ M ïîäìíîæåñòâî. Ïîäìíîæå-
ñòâî X íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè îíî âìåñòå ñ êàæäîé òî÷êîé ñîäåðæèò íåêîòîðûé ε-øàð ñ
öåíòðîì â ýòîé òî÷êå, è çàìêíóòûì, åñëè äîïîëíåíèå ê X îòêðûòî.

Çàäà÷à 2.1. Äîêàæèòå, ÷òî X îòêðûòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {ai}, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê x ∈ X, âñå ai, êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà, ñîäåðæàòñÿ â X.

Çàäà÷à 2.2. Äîêàæèòå, ÷òî îáúåäèíåíèå ëþáîãî êîëè÷åñòâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îòêðûòî. Äî-
êàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îòêðûòî.

Çàäà÷à 2.3. Äîêàæèòå, ÷òî çàìêíóòûé øàð

Bε(x) = {y ∈ X | d(x, y) 6 ε}

âñåãäà çàìêíóò.

Çàäà÷à 2.4. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ñîäåðæèò âñå
ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Çàìûêàíèå ìíîæåñòâà A ⊂M åñòü îáúåäèíåíèå A è âñåõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê
A.

Çàäà÷à 2.5. Äàíî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à â íåì îòêðûòûé øàð Bε(x) è çàìêíóòûé øàð
Bε(x). Âñåãäà ëè Bε(x) � çàìûêàíèå Bε(x)? Äîêàæèòå, ÷òî çàìûêàíèå ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà
âñåãäà çàìêíóòî.

Çàäà÷à 2.6. Ïóñòü A � ïîäìíîæåñòâî â M íå èìåþùåå ïðåäåëüíûõ òî÷åê (òàêîå ïîäìíîæåñòâî
íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì). Äîêàæèòå, ÷òî M\A îòêðûòî.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ïóñòü M � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à ε > 0 � ÷èñëî. Ïóñòü
R ⊂ M òàêîâî, ÷òî M ïîêðûâàåòñÿ îáúåäèíåíèåì âñåõ ε-øàðîâ ñ öåíòðàìè â R. Òîãäà R íàçû-
âàåòñÿ ε-ñåòüþ.

Çàäà÷à 2.7. Ïóñòü êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â M èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó. Äîêàæèòå, ÷òî
äëÿ êàæäîãî ε > 0 â M íàéäåòñÿ êîíå÷íàÿ ε-ñåòü.

Óêàçàíèå. Ïóñòü òàêîé ñåòè íåò; òîãäà äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà R íàéäåòñÿ òî÷êà x,
îòñòîÿùàÿ îò R áîëüøå, ÷åì íà ε. Ïðèñîåäèíèì x ê R, âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé, è ìû ïîëó÷èì
áåñêîíå÷íîå äèñêðåòíîå ïîäìíîæåñòâî M .
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Îïðåäåëåíèå 2.4. Ïóñòü X ⊂ M � ïîäìíîæåñòâî, à Ui ⊂ M � íàáîð îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ.
Ãîâîðÿò, ÷òî Ui � ïîêðûòèå X, åñëè X ⊂ ∪Ui. Åñëè èç {Ui} âûêèíóòü êàêîå-òî êîëè÷åñòâî
îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, è îíî îñòàíåòñÿ ïîêðûòèåì, òî, ÷òî ïîëó÷èòñÿ, íàçûâàåòñÿ ïîäïîêðûòèå.

Çàäà÷à 2.8. Ïóñòü M � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, S � îòêðûòîå ïîêðûòèå M . Ïóñòü êàæäàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ M èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ñóùåñòâóåò
òàêîå ε > 0, ÷òî ëþáîé øàð ðàäèóñà < ε ïîëíîñòüþ ñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç ìíîæåñòâ ïîêðûòèÿ
S.

Óêàçàíèå. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî ε íàéäåòñÿ òî÷êà xε, òàêàÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé ε-øàð íå ñî-
äåðæèòñÿ öåëèêîì íè â îäíîì èç ìíîæåñòâ ïîêðûòèÿ. Âîçüìåì ñõîäÿùóþñÿ ê íóëþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {εi}, è ïóñòü x - ïðåäåëüíàÿ òî÷êà {xεi

. Äîêàæèòå, ÷òî x íå ñîäåðæèòñÿ íè â îäíîì
èç ìíîæåñòâ ïîêðûòèÿ S.

Çàäà÷à 2.9 (!). (òåîðåìà Ãåéíå-Áîðåëÿ) Ïóñòü X ⊂M � ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû

à. Êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç X èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó â X.

á. Êàæäîå ïîêðûòèå X îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè èìååò êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Óêàçàíèå. ×òîáû âûâåñòè (à) èç (á), âîñïîëüçóéòåñü çàäà÷åé 2.6. ×òîáû âûâåñòè (á) èç (à),
âîçüìåì ëþáîå ïîêðûòèå S, ÷èñëî ε èç çàäà÷è 2.8 è êîíå÷íóþ ε-ñåòü. Êàæäûé èç øàðîâ ε-ñåòè
ñîäåðæèòñÿ â êàêîì-òî èç ýëåìåíòîâ Ui ∈ S. Äîêàæèòå, ÷òî {Ui} - êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Îïðåäåëåíèå 2.5. ÏóñòüM ,M ′ � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, à f : M →M ′ � ôóíêöèÿ. Ôóíê-
öèÿ f íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé, åñëè f ïåðåâîäèò ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê
x, â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê f(x), äëÿ êàæäîãî x ∈M .

Çàäà÷à 2.10 (!). Ïóñòü X � ëþáîå ïîäìíîæåñòâî â M . Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f : M → R,
x

f7→ d({x}, X), íåïðåðûâíà, ãäå d({x}, X) (ðàññòîÿíèå îò x äî X) îïðåäåëÿåòñÿ êàê d({x}, X) :=
infx′∈X d(x, x

′).

Îïðåäåëåíèå 2.6. ÏóñòüM � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, X ⊂M � ïîäìíîæåñòâî. Ãîâîðÿò, ÷òî
ïîäìíîæåñòâî X êîìïàêò, èëè êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, åñëè âûïîëíåíî ëþáîå èç óñëîâèé
çàäà÷è 2.9. Çàìåòèì, ÷òî ýòî óñëîâèÿ íå çàâèñèò îò âëîæåíèÿ X ↪→ M , à çàâèñèò òîëüêî îò
ìåòðèêè íà X.

Çàäà÷à 2.11 (!). Ðàññìîòðèì ïîïîëíåíèå Z îòíîñèòåëüíî íîðìû νp, îïðåäåëåííîå âûøå (îíî
íàçûâàåòñÿ �êîëüöî öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë� è îáîçíà÷àåòñÿ Zp). Äîêàæèòå, ÷òî îíî êîìïàêòíî.

Óêàçàíèå. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå p-àäè÷åñêîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå
∑
aip

i, ãäå ai
öåëîå ÷èñëî îò 0 äî p− 1.

Çàäà÷à 2.12. Äîêàæèòå, ÷òî êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî M âñåãäà çàìêíóòî.

Óêàçàíèå. Äîêàæèòå, ÷òî îíî ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè.

Çàäà÷à 2.13. Äîêàæèòå, ÷òî çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî êîìïàêòà âñåãäà êîìïàêòíî.
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Çàäà÷à 2.14. Äîêàæèòå, ÷òî îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ êîìïàêò-
íî.

Çàäà÷à 2.15 (!). Ïóñòü f : X → R � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà êîìïàêòå. Äîêàæèòå, ÷òî f
äîñòèãàåò ìàêñèìóìà.

Îïðåäåëåíèå 2.7. Ïóñòü X, Y � äâà ïîäìíîæåñòâà ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Îáîçíà÷èì
÷åðåç d(X, Y ) ÷èñëî infx∈X,y∈Y (d(x, y)).

Çàäà÷à 2.16 (!). Ïóñòü X, Y � äâà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâà ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Äî-
êàæèòå, ÷òî â X, Y åñòü òàêèå òî÷êè x, y, ÷òî d(x, y) = d(X, Y ).

Îïðåäåëåíèå 2.8. Ïîäìíîæåñòâî Z ⊂ M íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè îíî ñîäåæèòñÿ â
øàðå Br(x) äëÿ êàêèõ-òî r ∈ R, x ∈M .

Çàäà÷à 2.17. Ïóñòü Z ⊂M êîìïàêòíî. Äîêàæèòå, ÷òî îíî îãðàíè÷åííî.

Îïðåäåëåíèå 2.9. Ïóñòü M � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à X ⊂ M � åãî ïîäìíîæåñòâî. Îáú-
åäèíåíèå âñåõ îòêðûòûõ ε-øàðîâ ñ öåíòðàìè âî âñåõ òî÷êàõ X íàçûâàåòñÿ ε-îêðåñòíîñòüþ
X.

Îïðåäåëåíèå 2.10. Ïóñòü M � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à X è Y � îãðàíè÷åííûå åãî ïîä-
ìíîæåñòâà. Ðàññòîÿíèå Õàóñäîðôà dH(X, Y ) åñòü èíôèìóì âñåõ ε òàêèõ, ÷òî Y ñîäåðæèòñÿ
â ε-îêðåñòíîñòè X, à X ñîäåðæèòñÿ â ε-îêðåñòíîñòè Y .

Çàäà÷à 2.18 (!). Äîêàæèòå, ÷òî ðàññòîÿíèå Õàóñäîðôà çàäàåò ìåòðèêó íà ìíîæåñòâå M âñåõ
çàìêíóòûõ îãðàíè÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ M .

Çàäà÷à 2.19. Ïóñòü X, Y � îãðàíè÷åííûå ïîäìíîæåñòâà M , à x ∈ X. Äîêàæèòå, ÷òî âñåãäà
dH(X, Y ) > d(x, Y ).

Çàäà÷à 2.20 (*). Ïóñòü M � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Äîêàæèòå, ÷òîM òîæå ïîëíî.

Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè {Xi} ïîäìíîæåñòâ M . Ïóñòü S � ìíîæåñòâî
âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Êîøè {xi} ñ xi ∈ Xi. Ïóñòü X ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé èç S. Äîêàæèòå, ÷òî {Xi} ñõîäèòñÿ ê X.

Çàäà÷à 2.21 (*). Ïóñòü {Xi} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ â ïîëíîì
ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå M , à X � åå ïðåäåë. Äîêàæèòå, ÷òî X êîìïàêòåí.

Óêàçàíèå. Ïåðåéäÿ ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè v {Xi}, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî dH(Xi, Xj) <
2−min(i,j). Ïóñòü {xi} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç X. Äëÿ êàæäîãî Xj íàéäèòå òàêóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {xi(j) ∈ Xj}, ÷òî d(xi(j), xi) = d(xi, Xj). Ïîñêîëüêó Xj êîìïàêòåí, ýòà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü âñåãäà èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó. Âûáåðåì â {xi(0)} ïðåäåëüíóþ òî÷êó x(0), è çàìåíèì
{xi} íà òàêóþ åãî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÷òî {xi(0)} ñõîäèòñÿ ê x(0). Ïîòîì çàìåíèì {xi}, i > 0
íà òàêóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÷òîáû {xi(1)} ñõîäèëîñü ê x(1). Íà k-ì øàãå ìû çàìåíÿåì
{xi}, i > k íà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû {xi(k)} ñõîäèëîñü ê x(k). Äîêàæèòå,
÷òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xi}, ÷òî {xi(k)} ñõîäèòñÿ ê x(k) äëÿ âñåõ
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k. Äîêàæèòå, ÷òî ýòó îïåðàöèþ ìîæíî ïðîâåñòè òàêèì îáðàçîì, ÷òî d(xi(k), x(k)) < 2−i. Èñïîëü-
çóÿ ïðèâåäåííóþ âûøå îöåíêó dH(Xi, Xj) < 2−min(i,j), äîêàæèòå, ÷òî d(xi(k), xi) < 2−min(k,j)+2.
Âûâåäèòå èç ýòîãî, ÷òî {xi} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè.

Çàäà÷à 2.22 (!). M êîìïàêòíî, X ⊂ � ëþáîå ïîäìíîæåñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ε > 0
âM íàéäåòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî R òàêîå, ÷òî dH(R,X) < ε. (Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî âûðàçèòü
òàê: �X äîïóñêàåò àïïðîêñèìàöèþ êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè, ñ çàäàííîé íàïåðåä òî÷íîñòüþ�)

Óêàçàíèå. Íàéäèòå â X êîíå÷íóþ ε-ñåòü.

Çàäà÷à 2.23 (*). Ïóñòü M êîìïàêòíî. Äîêàæèòå, ÷òîM òîæå êîìïàêòíî.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé.

Îïðåäåëåíèå 2.11. Ïóñòü M � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ãîâîðÿò, ÷òî M ëîêàëüíî êîì-
ïàêòíî, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ M ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî ε > 0, ÷òî çàìêíóòûé øàð Bε(x)
êîìïàêòåí.

Çàäà÷à 2.24. Ïóñòü M � ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, Bε(x) � çàìêíóòûé
øàð, êîòîðûé êîìïàêòåí. Äîêàæèòå, ÷òî Bε(x) ñîäåðæèòñÿ â îòêðûòîì ìíîæåñòâå Z, çàìûêàíèå
êîòîðîãî êîìïàêòíî.

Óêàçàíèå. Ïîêðîéòå Bε(x) øàðàìè, çàìûêàíèå êîòîðûõ êîìïàêòíî, è âûáåðèòå êîíå÷íîå ïîä-
ïîêðûòèå.

Çàäà÷à 2.25 (!). Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàêîãî-òî ε′ > 0 çàìûêàíèå
îòêðûòîãî øàðà Bε+ε′(x) êîìïàêòíî.

Óêàçàíèå. Âîçüìèòå Z òàêîå, êàê â ïðåäûäóùåé çàäà÷å. Âîçüìèòå ε′ = d(M\Z,Bε(x)).

Îïðåäåëåíèå 2.12. Ïóñòü (M,d) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ìû ãîâîðèì, ÷òîM óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ Õîïôà-Ðèíîâà, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x, y ∈ M è òàêèõ ÷èñåë r1, r2 > 0,
÷òî r1 + r2 < d(x, y), èìååì

d(Br1(x), Br2(y)) = d(x, y)− r1 − r2.

Çàäà÷à 2.26 (*). Ïóñòü M � ïîëíîå ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, óäîâëå-
òâîðÿþùåå óñëîâèþ Õîïôà-Ðèíîâà, x ∈M � òî÷êà, à ε > 0 � òàêîå ÷èñëî, ÷òî Bε′(x) êîìïàêòåí
äëÿ âñåõ ε′ < ε. Äîêàæèòå, ÷òî øàð Bε(x) êîìïàêòåí.

Óêàçàíèå. Ïóñòü εi < ε � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê ε. Ïîëüçóÿñü óñëîâèåì
Õîïôà-Ðèíîâà, äîêàæèòå, ÷òî {Bεi

(x)} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè â ñìûñëå ìåòðèêè Õàóñäîð-
ôà, è ñõîäèòñÿ ê Bε(x). Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî, êàê äîêàçàíî âûøå, ïðåäåë òàêîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè êîìïàêòåí.

Çàäà÷à 2.27 (*). (Òåîðåìà Õîïôà-Ðèíîâà, I) ÏóñòüM � ïîëíîå ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ìåòðè÷å-
ñêîå ïðîñòðàíñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ Õîïôà-Ðèíîâà. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäûé çàìêíó-
òûé øàð Bε(x) â M êîìïàêòåí.
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Çàäà÷à 2.28 (*). Ïðèäóìàéòå ïðèìåð ïîëíîãî ëîêàëüíî êîìïàêòíîãî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâà, â êîòîðîì åñòü íåêîìïàêòíûé çàìêíóòûé øàð Bε(x).

Çàìå÷àíèå. Ðàçóìååòñÿ, òàêîå ïðîñòðàíñòâî íå ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ Õîïôà-Ðèíîâà
(Çàäà÷à 2.27).

Çàäà÷à 2.29. Ïóñòü M � òàêîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ÷òî êàæäûé çàìêíóòûé øàð Bε(x)
â M êîìïàêòåí. Äîêàæèòå, ÷òî M ïîëíî.

Çàäà÷à 2.30 (*). Ïóñòü M � ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, óäîâëå-
òâîðÿþùåå óñëîâèþ Õîïôà-Ðèíîâà, x, y ∈ M . Äîêàæèòå, ÷òî åñòü òàêàÿ òî÷êà z ∈ M , ÷òî
d(x, z) = d(y, z) = 1

2
d(x, y).

Çàäà÷à 2.31 (*). Ïóñòü S � ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë âèäà n
2k , n ∈ Z íà îòðåçêå

[0, 1]. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è, äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå S
ξ→M , ÷òî

d(ξ(a), ξ(b)) = |a− b|d(x, y), ïðè÷åì ξ(0) = x, à ξ(1) = y.

Çàäà÷à 2.32 (*). (Òåîðåìà Õîïôà-Ðèíîâà, II) Ïóñòü M � ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ïîëíîå ìåòðè-
÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ Õîïôà-Ðèíîâà, x, y ∈ M . Äîêàæèòå, ÷òî îòîá-
ðàæåíèå ξ ìîæíî åñòåñòâåííî ïðîäîëæèòü íà ïîïîëíåíèå S îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé ìåòðèêè,

ïîëó÷èâ òàêîå îòîáðàæåíèå [0, 1]
ξ→M , ÷òî ξ(0) = x, ξ(1) = y, è äëÿ âñÿêîé ïàðû âåùåñòâåííûõ

÷èñëà a, b ∈ [0, 1] èìååì d((ξ(a), ξ(b)) = |a− b|d(x, y).

Çàìå÷àíèå. Òàêîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêèì. Òåîðåìó Õîïôà-Ðèíîâà ìîæíî
ñôîðìóëèðîâàòü òàê � äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ëîêàëüíî êîìïàêòíîì ïðî-
ñòðàíñòâå, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ Õîïôà-Ðèíîâà, íàéäåòñÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ, êîòîðàÿ èõ ñî-
åäèíÿåò.

Îïðåäåëåíèå 2.13. Òàêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêè ñâÿçíûì

Çàäà÷à 2.33 (*). Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå íå ëîêàëüíî êîìïàêò-
íî, íî òåì íå ìåíåå ãåîäåçè÷åñêè ñâÿçíî.

Çàäà÷à 2.34. Ïóñòü V = Rn � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñòàíäàðòíîé (åâêëèäîâîé) ìåòðèêîé.
Äîêàæèòå, ÷òî ãåîäåçè÷åñêèå â V � ýòî îòðåçêè (ìíîæåñòâà âèäà ax + (1− a)y, ãäå a ïðîáåãàåò
îòðåçîê [0, 1] ⊂ R, a x, y ∈ V ).

Çàäà÷à 2.35 (*). Ïóñòü d � ìåòðèêà íà Rn, àññîöèèðîâàííàÿ ñ íîðìîé (x1, x2, ...) 7→ max |xi|.
Äîêàæèòå, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Õîïôà-Ðèíîâà. Äîêàæèòå, ÷òî Rn ñ òàêîé ìåòðèêîé
ãåîäåçè÷åñêè ñâÿçíî. Îïèøèòå ãåîäåçè÷åñêèå.

Çàäà÷à 2.36 (*). Ïóñòü d � ìåòðèêà íà Rn, àññîöèèðîâàííàÿ ñ íîðìîé (x1, x2, ...) 7→
∑
|xi|.

Äîêàæèòå, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Õîïôà-Ðèíîâà. Äîêàæèòå, ÷òî Rn ñ òàêîé ìåòðèêîé
ãåîäåçè÷åñêè ñâÿçíî. Îïèøèòå ãåîäåçè÷åñêèå.

Çàäà÷à 2.37 (*). Âåðíî ëè, ÷òî ìåòðèêà d, îïðåäåëåííàÿ íîðìîé, âñåãäà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Õîïôà-Ðèíîâà?
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Îïðåäåëåíèå 2.14. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à 0 < k < 1 � âåùåñòâåííîå ÷èñëî.
Îòîáðàæåíèå f : X → X íàçûâàåòñÿ ñæèìàþùèì ñ êîýôôèöèåíòîì k, åñëè kd(x, y) >
d(f(x), f(y)).

Çàäà÷à 2.38 (!). Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à f : X → X � ñæèìàþùåå îòîáðà-
æåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ X ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ai}, a0 := x, a1 := f(x), a2 :=
f(f(x)), a3 := f(f(f(x))), ... � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî d(ai, ai+1) = kid(x, f(x)), è âûâåäèòå èç ýòîãî ñõîäèìîñòü
ðÿäà

∑
d(ai, ai+1)

Çàäà÷à 2.39 (!). (Òåîðåìà î ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèÿõ) Ïóñòü X � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî, à f : X → X � ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî f èìååò íåïîäâèæíóþ
òî÷êó

Óêàçàíèå. Âîçüìèòå ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x, f(x), f(f(x)), f(f(f(x))), . . ..
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