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Äëÿ çà÷åòà ïî êàæäîìó ëèñòêó äîñòàòî÷íî ñäàòü âñå çàäà÷è ñî çâåçäî÷êàìè, ëèáî âñå çàäà÷è
áåç çâåçäî÷åê. Çàäà÷è ñ äâóìÿ çâåçäî÷êàìè ìîæíî íå ñäàâàòü. Ñäàâøèì k çàäà÷ ñ äâóìÿ çâåçäî÷-
êàìè ðàçðåøàåòñÿ íå ñäàâàòü 2k çàäà÷ ñî çâåçäî÷êàìè èç òîãî æå ëèñòî÷êà. Çàäà÷è, îáîçíà÷åííûå
(!), ñëåäóåò ñäàâàòü âñåì.

Òîïîëîãèÿ 3: Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííàÿ òîïîëîãèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü äàíî ïðîñòðàíñòâî M , è âûäåëåí íàáîð ïîäìíîæåñòâ S ⊂ M , íàçû-
âàåìûõ îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè. Ïàðà (M,S) (à òàêæå ñàìî M) íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè-
÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

1. Ïóñòîå ìíîæåñòâî è ñàìî M îòêðûòû.

2. Îáúåäèíåíèå ëþáîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ îòêðûòî.

3. Ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ îòêðûòî.

Îòîáðàæåíèå φ : M −→M ′ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè ïðî-
îáðàç êàæäîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà îòêðûò. Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ òàêæå íàçûâàþòñÿ
ìîðôèçìàìè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Èçîìîðôèçì òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ � ýòî
òàêîé ìîðôèçì φ : M −→M ′, ÷òî ñóùåñòâóåò ìîðôèçì ψ : M ′ −→M , îáðàòíûé ê φ (ò.å. φ ◦ ψ
è ψ ◦ φ � òîæäåñòâåííûå ìîðôèçìû). Èçîìîðôèçì òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ òðàäèöèîííî
íàçûâàåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.

Ïîäìíîæåñòâî Z ⊂M íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè åãî äîïîëíåíèå îòêðûòî. Îêðåñòíîñòü
òî÷êè x ∈ M � ýòî ëþáîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî M , êîòîðîå åå ñîäåðæèò. Îêðåñòíîñòü ïîä-
ìíîæåñòâà Z ⊂M � ýòî ëþáîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî , êîòîðîå åãî ñîäåðæèò.

Çàäà÷à 3.1. Äîêàæèòå, ÷òî êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé íåïðåðûâíà.

Çàäà÷à 3.2 (!). Ïóñòü M � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, à S � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ M . Äîêà-
æèòå, ÷òî S çàäàåò íà M òîïîëîãèþ. Ýòà òîïîëîãèÿ íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé. Îïèøèòå ìíîæå-
ñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé èç M â çàäàííîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Çàäà÷à 3.3 (!). ÏóñòüM � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, à S � ìíîæåñòâî èç äâóõ ïîäìíîæåñòâM : ïó-
ñòîãî ìíîæåñòâà è ñàìîãî M . Äîêàæèòå, ÷òî S çàäàåò íà M òîïîëîãèþ. Ýòà òîïîëîãèÿ íàçûâà-
åòñÿ êîäèñêðåòíîé. Îïèøèòå ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé èç M â ïðîñòðàíñòâî
ñ äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé.

Çàäà÷à 3.4. Ïîñòðîéòå íåïðåðûâíóþ áèåêöèþ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðàÿ íå ÿâëÿ-
åòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.

Çàäà÷à 3.5. Äàíî ïîäìíîæåñòâî Z òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâàM . Îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà
â Z çàäàþòñÿ ïåðåñå÷åíèÿìè âèäà Z∩U , ãäå U îòêðûòî â Z. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî çàäàåò òîïîëîãèþ
íà Z. Äîêàæèòå, ÷òî åñòåñòâåííîå âëîæåíèå Z ↪→M íåïðåðûâíî.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Òàêàÿ òîïîëîãèÿ íà Z ⊂ M íàçûâàåòñÿ èíäóöèðîâàííîé ñ M . Ïîäìíî-
æåñòâî ëþáîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî ñ èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèåé.
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Îïðåäåëåíèå 3.3. ÏóñòüM � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à S0 � òàêîé íàáîð îòêðûòûõ ìíî-
æåñòâ, ÷òî ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî ìîæíî ïîëó÷èòü êàê îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ èç S0. Òîãäà
S0 íàçûâàåòñÿ áàçîé M .

Çàäà÷à 3.6. Îïèøèòå âñå áàçû äëÿ M ñ äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé; äëÿ M ñ êîäèñêðåòíîé òîïî-
ëîãèåé.

Îïðåäåëåíèå 3.4. ÏóñòüM � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî U ⊂M
íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè u ∈ U , U ñîäåðæèò øàð ðàäèóñà ε > 0 ñ öåíòðîì
â u.

Çàäà÷à 3.7. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå çàäàåò òîïîëîãèþ íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.

Îïðåäåëåíèå 3.5. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ìåòðèçóåìûì åñëè åãî ìîæíî
ïîëó÷èòü èç ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà âûøåîïèñàííûì ñïîñîáîì.

Çàäà÷à 3.8. Äîêàæèòå, ÷òî äèñêðåòíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ìåòðèçóåìî, à êîäèñêðåò-
íîå � íåò.

Çàäà÷à 3.9. Äîêàæèòå, ÷òî îòêðûòûå øàðû â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå M îòêðûòû. Äîêà-
æèòå, ÷òî îòêðûòûå øàðû çàäàþò áàçó òîïîëîãèè íà M .

Çàäà÷à 3.10 (!). Ïóñòü � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à S, S ′ � äâå òîïîëîãèè íà M . Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè m ∈M è îêðåñòíîñòè U ′ 3 m, îòêðûòîé â òîïîëîãèè S ′, íàéäåòñÿ
îêðåñòíîñòü U 3 m, U ⊂ U ′, îòêðûòàÿ â òîïîëîãèè S. Äîêàæèòå, ÷òî òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå

(M,S)
i−→ (M,S ′) íåïðåðûâíî. Ïðèâåäèòå ïðèìåð, êîãäà i íå ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.

Çàìå÷àíèå. Â òàêîé ñèòóàöèè èíîãäà ãîâîðèòñÿ, ÷òî òîïîëîãèÿ, çàäàííàÿ S ′, ñèëüíåå òîïîëî-
ãèè, çàäàííîé S.

Çàäà÷à 3.11. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Rn ñ íîðìîé ν, êàê â ëèñòêå 1. Ýòà íîðìà çàäàåò ìåò-
ðèêó, à ñëåäîâàòåëüíî, è òîïîëîãèþ íà Rn. Îáîçíà÷èì ýòó òîïîëîãèþ ÷åðåç Sν . Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ν, ν ′ � òàêèå äâå íîðìû, ÷òî äëÿ êàêîé-òî ôèêñèðîâàííîé êîíñòàíòû C ∈ R âñåãäà èìå-
åì C−1ν ′(x) < ν(x) < Cν ′(x). Äîêàæèòå, ÷òî òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå èç Rn â ñåáÿ çàäàåò
ãîìåîìîðôèçì (Rn, Sν)−→ (Rn, Sν′).

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé.

Çàäà÷à 3.12 (*). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ν, ν ′ � òàêèå äâå íîðìû íà Rn, ÷òî òîæäåñòâåííîå îòîáðà-
æåíèå èç Rn â ñåáÿ çàäàåò ãîìåîìîðôèçì (Rn, Sν)−→ (Rn, Sν′). Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ òàêàÿ
êîíñòàíòà C, ÷òî C−1ν ′(x) < ν(x) < Cν ′(x).

Çàäà÷à 3.13 (*). Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, íàäåëåííîå ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííîé áèëèíåéíîé ôîðìîé g. Ðàññìîòðèì V êàê ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ñ ìåòðèêîé
dg, ïîñòðîåííîé â ëèñòêå 1. Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùóþ òîïîëîãèþ ÷åðåç Sg. Äîêàæèòå, ÷òî
òîïîëîãèÿ íà V íå çàâèñèò îò âûáîðà g, òî åñòü ÷òî äëÿ ëþáûõ g, g′, òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå
èç V â ñåáÿ çàäàåò ãîìåîìîðôèçì (V, Sg)−→ (V, Sg′).
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Çàäà÷à 3.14 (**). Ïóñòü V - êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ν. Äîêàæèòå, ÷òî òîïîëî-
ãèÿ Sν íå çàâèñèò îò âûáîðà íîðìû ν: òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå èç Rn â ñåáÿ âñåãäà çàäàåò
ãîìåîìîðôèçì (Rn, Sν)−→ (Rn, Sν′). Âåðíî ëè ýòî, êîãäà V áåñêîíå÷íîìåðíî?

Îïðåäåëåíèå 3.6. Ðàññìîòðèì ìåòðèêó d íà Rn, çàäàííóþ íîðìîé

|(α1, ...αn)| =
√∑

i

α2
i .

Òîïîëîãèÿ íà Rn, ñâÿçàííàÿ ñ d, íàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííîé. Åñòåñòâåííàÿ òîïîëîãèÿ íà ïîä-
ìíîæåñòâàõ â Rn � ýòî òîïîëîãèÿ, èíäóöèðîâàííàÿ ñ Rn.

Çàäà÷à 3.15. Ðàññìîòðèì R ñ åñòåñòâåííîé òîïîëîãèåé. Ïóñòü M ïðîñòðàíñòâî ñ äèñêðåòíîé
òîïîëîãèåé, M ′ � ïðîñòðàíñòâî ñ êîäèñêðåòíîé òîïîëîãèåé. Íàéäèòå ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâ-
íûõ îòîáðàæåíèé

à. Èç R â M

á. Èç M â R

â. Èç M ′ â R

ã. Èç R â M ′.

Çàäà÷à 3.16. Ïóñòü φ : M −→M ′ � íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Âåðíî
ëè, ÷òî åñëè φ íåïðåðûâíî, òî ïðîîáðàç ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà çàìêíóò? Âåðíî ëè, ÷òî
åñëè ïðîîáðàç ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà çàìêíóò, òî îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî?

Çàäà÷à 3.17. Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ,
÷òî îáðàç îòêðûòîãî ìíîæåñòâà íå îòêðûò. Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèå
òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ÷òî îáðàç çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà íå çàìêíóò.

Îïðåäåëåíèå 3.7. Ïóñòü M � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, Z ⊂ M � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíî-
æåñòâî, Z � ïåðåñå÷åíèå âñåõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ M , ñîäåðæàùèõ Z. Òîãäà Z íàçûâàåòñÿ
çàìûêàíèåì Z.

Çàäà÷à 3.18. Äîêàæèòå, ÷òî Z çàìêíóòî.

Îïðåäåëåíèå 3.8. Ïóñòü M � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ Ò0-Ò4 íàçû-
âàþòñÿ óñëîâèÿìè îòäåëèìîñòè.

T0. Ïóñòü äàíû ëþáûå äâå íåñîâïàäàþùèå òî÷êè x, y ∈ M , òîãäà ïî êðàéíåé ìåðå ó îäíîé èç
íèõ åñòü îêðåñòíîñòü, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò äðóãóþ.

T1. Ëþáàÿ òî÷êà M çàìêíóòà.

T2. Ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè x, y ∈M îáëàäàþò îêðåñòíîñòÿìè Ux, Uy, êîòîðûå íå ïåðåñå-
êàþòñÿ.
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T3. Â M âåðíî Ò1. Êðîìå òîãî, ëëÿ ëþáîé òî÷êè y ∈ M , ëþáàÿ îêðåñòíîñòü U 3 y ñîäåðæèò
îòêðûòóþ îêðåñòíîñòü U ′ 3 y, çàìûêàíèå êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ â U .

T4. Â M âåðíî Ò1. Êðîìå òîãî, ëëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà Z ⊂ M , ëþáàÿ îêðåñò-
íîñòü U ⊃ Z ñîäåðæèò îòêðûòóþ îêðåñòíîñòü U ′ ⊃ Z, çàìûêàíèå êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ â
U .

Óñëîâèå Ò2 èçâåñòíî êàê àêñèîìà Õàóñäîðôà. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèþ Ò2, íàçûâàåòñÿ õàóñäîðôîâûì.

Çàäà÷à 3.19. Äîêàæèòå, ÷òî óñëîâèå Ò1 ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó: äëÿ ëþáûõ äâóõ íåñîâïà-
äàþùèõ òî÷åê x, y ∈M , íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü y, íå ñîäåðæàùàÿ x.

Çàäà÷à 3.20. Äîêàæèòå, ÷òî óñëîâèå Ò4 ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó: ó ëþáûõ äâóõ íåïåðåñåêà-
þùèõñÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ X, Y ⊂M , íàéäóòñÿ íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè.

Çàäà÷à 3.21. Ïóñòü M � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Îïðåäåëèì íà M îòíîøåíèå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì: x ýêâèâàëåíòíî y òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ∈ {y} è y ∈ {x}.
Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ÷åðåç M ′.

à. Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî M óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ T0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M = M ′.

á. Ñêàæåì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî U ⊂M ′ îòêðûòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòêðûò åãî ïðîîá-
ðàç ïðè îòîáðàæåíèèM →M ′. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî çàäàåò òîïîëîãèþ íàM ′. Óäîâëåòâîðÿåò
ëè îíà óñëîâèþ T0?

â. Äîêàæèòå, ÷òî îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà â M � ýòî â òî÷íîñòè ïðîîáðàçû îòêðûòûõ ïîä-
ìíîæåñòâ â M ′.

ã. Ïóñòü òîïîëîãèÿ íà M êîäèñêðåòíàÿ. ×åìó ðàâíî M ′?

Çàäà÷à 3.22. Âûïîëíÿþòñÿ ëè óñëîâèÿ Ò0-Ò4 â ïðîñòðàíñòâå ñ äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé? Ñ êî-
äèñêðåòíîé?

Çàäà÷à 3.23. Äîêàæèòå, ÷òî óñëîâèÿ Ò0-Ò4 âûïîëíÿþòñÿ â R.

Çàäà÷à 3.24. Äîêàæèòå, ÷òî óñëîâèå T0 ñëåäóåò èç T1, a Ò1 ñëåäóåò èç Ò2.

Çàäà÷à 3.25. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïðîñòðàíñòâà, íå óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ Ò1. Ïðèâåäèòå
ïðèìåð íåõàóñäîðôîâà ïðîñòðàíñòâà, ãäå âñå òî÷êè çàìêíóòû.

Çàäà÷à 3.26 (*). Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïðîñòðàíñòâà, óäîâëåòâîðÿþùåãî Ò1, è òàêîãî, ÷òî ëþáûå
äâà íåïóñòûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâà ïåðåñåêàþòñÿ.

Çàäà÷à 3.27 (*). Äîêàæèòå, ÷òî èç Ò3 ñëåäóåò Ò2.

Çàäà÷à 3.28 (*). Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïðîñòðàíñòâà, ãäå âûïîëíÿåòñÿ Ò3, íî íå âûïîëíÿåòñÿ Ò4.
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Çàäà÷à 3.29. Äàíî ìåòðèçóåìîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî â íåì âûïîëíåíû
óñëîâèÿ Ò1, Ò2, Ò3.

Çàäà÷à 3.30 (*). Äàíî ìåòðèçóåìîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî â íåì âûïîë-
íåíî óñëîâèå Ò4.

Çàäà÷à 3.31 (*). Ïóñòü ìíîæåñòâî êîíå÷íî.

à. Íàéäèòå âñå òîïîëîãèè íà M , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ T1?

á. Áûâàþò ëè íà M òîïîëîãèè, êîòîðûå íå óäîâëåòâîðÿþò T1, íî óäîâëåòâîðÿþò T0?

â. [**] Ïóñòü M ñîñòîèò èç n òî÷åê. Ñêîëüêî ðàçíûõ òîïîëîãèé íà M? Ñêîëüêî èç íèõ óäî-
âëåòâîðÿþò T0?

Îïðåäåëåíèå 3.9. ÌíîæåñòâîM íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî-óïîðÿäî÷åííûì, åñëè íà íåì çàäàíî
îòíîøåíèå x ≤ y (�x ìåíüøå ëèáî ðàâíî y) ñ òàêìè ñâîéñòâàìè:

1. Åñëè x ≤ y, à y ≤ z, òî x ≤ z.

2. Åñëè x ≤ y è y ≤ x, òî x = y.

Çàäà÷à 3.32 (*). à. Ïóñòü � ÷àñòè÷íî-óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî; áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîä-
ìíîæåñòâî S ⊂M îòêðûòî, åñëè âìåñòå ñ ëþáûì ýëåìåíòîì x ∈ S îíî ñîäåðæèò âñå y ∈M ,
äëÿ êîòîðûõ y ≤ x. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî çàäàåò òîïîëîãèþ íà M . Êîãäà ýòà òîïîëîãèÿ óäî-
âëåòâîðÿåò ñâîéñòâó T0? à ñâîéñòâó T1?

á. Ïóñòü M � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, è íà íåì çàäàíà òîïîëîãèÿ, óäîâëåâîðÿþùàÿ ñâîéñòâó T0.
Äîêàæèòå, ÷òî îíà ïðîèñõîäèò èç êàêîãî-òî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà M .

Îïðåäåëåíèå 3.10. Ïóñòü Z ⊂ M � ïîäìíîæåñòâî â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîäìíî-
æåñòâî Z íàçûâàåòñÿ ïëîòíûì, åñëè Z ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæäûì íåïóñòûì îòêðûòûì ïîäìíîæå-
ñòâîì M .

Çàäà÷à 3.33 (!). Äîêàæèòå, ÷òî Z ïëîòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà çàìûêàíèå Z åñòü âñå
M .

Çàäà÷à 3.34. Íàéäèòå âñå ïëîòíûå ïîäìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâå ñ äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé; ñ
êîäèñêðåòíîé òîïîëîãèåé.

Çàäà÷à 3.35. Äîêàæèòå, ÷òî Q ïëîòíî â R.

Çàäà÷à 3.36 (!). Ïîäìíîæåñòâî Z â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå M íàçûâàåòñÿ íèãäå íå
ïëîòíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà U ⊂ M , ïîäìíîæåñòâî Z ∩ U íå ïëîò-
íî â U . Äîêàæèòå, ÷òî Z íèãäå íå ïëîòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M\Z ïëîòíî â M .

Çàäà÷à 3.37 (*). Ïîñòðîéòå êîíòèíóàëüíîå íèãäå íå ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî â îòðåçêå [0, 1] ñ
åñòåñòâåííîé òîïîëîãèåé.
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Çàäà÷à 3.38. Íàéäèòå âñå íèãäå íå ïëîòíûå ïîäìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòå ñ äèñêðåòíîé òîïîëî-
ãèåé; â ïðîñòðàíñòâå ñ êîäèñêðåòíîé òîïîëîãèåé.

Îïðåäåëåíèå 3.11. Ïóñòü M � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, x ∈ M � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà.
Áàçà îêðåñòíîñòåé x � ýòî òàêîé íàáîð B îêðåñòíîñòåé x, ÷òî ëþáàÿ îêðåñòíîñòü U 3 x ñîäåðæèò
êàêóþ-òî îêðåñòíîñòü èç B.

Çàäà÷à 3.39. Ïóñòü â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå M çàäàí òàêîé íàáîð îòêðûòûõ ïîäìíî-
æåñòâ B, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ M , ñîâîêóïíîñòü âñåõ U ∈ B, ñîäåðæàùèõ x, îáðàçóåò áàçó
îêðåñòíîñòåé x. Äîêàæèòå, ÷òî B � áàçà òîïîëîãèè M .

Îïðåäåëåíèå 3.12. ÏóñòüM � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. ÍàM ìîæíî íàëîæèòü äâà óñëî-
âèÿ ñ÷åòíîñòè. Åñëè ó êàæäîé òî÷êè M íàéäåòñÿ ñ÷åòíàÿ áàçà îêðåñòíîñòåé, òî ãîâîðÿò, ÷òî â
M âûïîëíÿåòñÿ ïåðâàÿ àêñèîìà ñ÷åòíîñòè. Åñëè ó M íàéäåòñÿ ñ÷åòíàÿ áàçà îòêðûòûõ
ìíîæåñòâ, òî ãîâîðÿò, ÷òî äëÿM âûïîëíÿåòñÿ âòîðàÿ àêñèîìà ñ÷åòíîñòè, ëèáî ÷òîM � ïðî-
ñòðàíñòâî ñî ñ÷åòíîé áàçîé. Åñëè â M íàéäåòñÿ ïëîòíîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, òî ãîâîðÿò, ÷òî
M ñåïàðàáåëüíî.

Çàäà÷à 3.40. Äàíî ïðîñòðàíñòâîM ñ äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé. Äîêàæèòå, ÷òî âM âûïîëíÿåòñÿ
ïåðâàÿ àêñèîìà ñ÷åòíîñòè.

Çàäà÷à 3.41. Ïóñòü òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M èìååò ñ÷åòíóþ áàçó. Äîêàæèòå, ÷òî îíî
ñåïàðàáåëüíî.

Çàäà÷à 3.42 (*). Ïóñòü ìåòðèçóåìîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâîM ñåïàðàáåëüíî. Äîêàæèòå,
÷òî M èìååò ñ÷åòíóþ áàçó.

Çàäà÷à 3.43 (!). Äàíî ìåòðèçóåìîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî îíî èìååò
ñ÷åòíóþ áàçó îêðåñòíîñòåé â êàæäîé òî÷êå.

Çàäà÷à 3.44. Ïîñòðîéòå íåñåïàðàáåëüíîå ìåòðèçóåìîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Çàäà÷à 3.45 (**). Ïðèâåäèòå ïðèìåð ñ÷åòíîãî õàóñäîðôîâà ïðîñòðàíñòâà áåç ñ÷åòíîé áàçû.

3.1. Òîïîëîãèÿ è ñõîäèìîñòü

Òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà áûëè èçîáðåòåíû êàê ÿçûê, íà êîòîðîì óäîáíî ãîâîðèòü î íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèÿõ. Â ëèñòêå 2 ìû îïðåäåëèëè íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ êàê ôóíêöèþ, ñîõðàíÿþ-
ùóþ ïðåäåëû ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ê òîïîëîãèè ìîæíî ïîäõîäèòü ñ àêñèîìàòè÷å-
ñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ïðèâåäåííîé âûøå, ëèáî ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé èíòóèöèè, îïðåäåëÿÿ
òîïîëîãèþ íà ïðîñòðàíñòâå ïîñðåäñòâîì çàäàíèÿ êëàññà ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, à íà-
ïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ � êàê îòîáðàæåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå ïðåäåëû.

Âòîðîé ïîäõîä ê òîïîëîãèè (ïðè âñåõ åãî î÷åâèäíûõ ïðåèìóùåñòâàõ) íàòàëêèâàåòñÿ íà òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííûå òðóäíîñòè � åñëè â íàøåì ïðîñòðàíñòâå íåò ñ÷åòíîé áàçû, ïðèõîäèòñÿ ïîëüçî-
âàòüñÿ ïîëíîñòüþ óïîðÿäî÷åííûìè íåñ÷åòíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì
ðàáîòàòü â îñíîâíîì â ïðîñòðàíñòâàõ ñî ñ÷åòíîé áàçîé îêðåñòíîñòåé òî÷êè, è â òàêîé ñèòóàöèè
âåñüìà óäîáíî îïðåäåëÿòü òîïîëîãèþ è íåïðåðûâíîñòü ÷åðåç ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
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Îïðåäåëåíèå 3.13. Ïóñòü M � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, Z ⊂ M � áåñêîíå÷íîå ïîäìíî-
æåñòâî. Òî÷êà x ∈ M íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé äëÿ Z, åñëè â êàæäîé îêðåñòíîñòè x
ñîäåðæèòñÿ z ∈ Z. Ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xi} íàçûâàåòñÿ òàêàÿ òî÷êà x, ÷òî â ëþáîé
îêðåñòíîñòè x ñîäåðæàòñÿ ïî÷òè âñå xi. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, åñëè ó
íåé åñòü ïðåäåë.

Çàäà÷à 3.46. Íàéäèòå âñå ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ïðîñòðàíñòâå ñ äèñêðåòíîé òîïî-
ëîãèåé. Â ïðîñòðàíñòâå ñ êîäèñêðåòíîé òîïîëîãèåé.

Çàäà÷à 3.47. ÏóñòüM � õàóñäîðôîâî. Äîêàæèòå, ÷òî ó ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü íå áîëåå
îäíîãî ïðåäåëà.

Çàäà÷à 3.48 (*). Âåðíî ëè îáðàòíîå (ò.å. âûòåêàåò ëè õàóñäîðôîâîñòü èç åäèíñòâåííîñòè ïðå-
äåëà)? À åñëè â M åñòü ñ÷åòíàÿ áàçà îêðåñòíîñòåé òî÷êè?

Çàäà÷à 3.49. Ïóñòü â M ïðåäåë ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åäèíñòâåíåí. Äîêàæèòå, ÷òî â M
âûïîëíåíî óñëîâèå îòäåëèìîñòè Ò1.

Çàäà÷à 3.50. Ïóñòü çàäàíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : M −→M ′ è íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî
Z ⊂ M . Äîêàæèòå, ÷òî f ïåðåâîäèò ïðåäåëüíûå òî÷êè Z â ïðåäåëüíûå òî÷êè f(Z). Äîêàæèòå,
÷òî f ïåðåâîäèò ïðåäåëû â ïðåäåëû.

Çàäà÷à 3.51 (!). Ïóñòü îòîáðàæåíèå ïåðåâîäèò ïðåäåëüíûå òî÷êè ëþáîãî ìíîæåñòâà â ïðåäåëü-
íûå òî÷êè åãî îáðàçà. Äîêàæèòå, ÷òî îíî íåïðåðûâíî.

Çàäà÷à 3.52. Ïóñòü äàíî ïðîñòðàíñòâî M ñ ñ÷åòíîé áàçîé îêðåñòíîñòåé ó êàæäîé òî÷êè. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî Z ⊂M . Äîêàæèòå, ÷òî çàìûêàíèå Z åñòü ìíîæåñòâî ïðå-
äåëîâ âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç Z.

Çàäà÷à 3.53 (!). Ïóñòü äàíû ïðîñòðàíñòâà M , M ′ ñî ñ÷åòíîé áàçîé îêðåñòíîñòåé ó êàæäîé
òî÷êè, è îòîáðàæåíèå f : M −→M ′, ñîõðàíÿþùåå ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Äîêàæèòå,
÷òî f íåïðåðûâíî.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé.

Çàäà÷à 3.54 (*). À ÷òî, åñëè â ïðåäûäóùåé çàäà÷å íå òðåáîâàòü ñ÷åòíîé áàçû îêðåñòíîñòåé
òî÷êè äëÿ M? Äëÿ M ′?
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