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Äëÿ çà÷åòà ïî êàæäîìó ëèñòêó äîñòàòî÷íî ñäàòü âñå çàäà÷è ñî çâåçäî÷êàìè, ëèáî âñå çàäà÷è
áåç çâåçäî÷åê. Çàäà÷è ñ äâóìÿ çâåçäî÷êàìè ìîæíî íå ñäàâàòü. Ñäàâøèì k çàäà÷ ñ äâóìÿ çâåçäî÷-
êàìè ðàçðåøàåòñÿ íå ñäàâàòü 2k çàäà÷ ñî çâåçäî÷êàìè èç òîãî æå ëèñòî÷êà. Çàäà÷è, îáîçíà÷åííûå
(!), ñëåäóåò ñäàâàòü âñåì.

Ëèñòîê ÒÎÏÎËÎÃÈß 4. Ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü äàíî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M è íàáîð B èç îòêðûòûõ ïîä-
ìíîæåñòâ â M . Íàáîð B íàçûâàåòñÿ ïðåäáàçîé äëÿ òîïîëîãèè íà M , åñëè ëþáîå îòêðûòîå
ìíîæåñòâî ìîæíî ïîëó÷èòü (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íûì) îáúåäèíåíèåì êîíå÷íûõ ïåðåñå÷åíèé îò-
êðûòûõ ïîäìíîæåñòâ, ïðèíàäëåæàùèõ B.

Çàäà÷à 4.1. Ðàññìîòðèì R ñ äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé. Äîêàæèòå, ÷òî â íåì íåò ñ÷åòíîé ïðåäáà-
çû.

Çàäà÷à 4.2 (!). Ïóñòü çàäàíî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâîM ñî ñ÷åòíîé ïðåäáàçîé. Äîêàæèòå,
÷òî ó M åñòü ñ÷åòíàÿ áàçà.

Çàäà÷à 4.3 (*). Äàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî M , |M | = 2n, ñ äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé, à B � ïðåä-
áàçà â M . Äîêàæèòå, ÷òî |B| > n. Íàéäèòå ïðåäáàçó, â êîòîðîé 2n ýëåìåíòîâ.

Çàäà÷à 4.4. Ðàññìîòðèì R ñ åñòåñòâåííîé òîïîëîãèåé, è ïóñòü B � ìíîæåñòâî âñåõ èíòåðâàëîâ,
ó êîòîðûõ êîíöû � êîíå÷íûå äâîè÷íûå äðîáè. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî áàçà â òîïîëîãèè R.

Çàäà÷à 4.5. Ïóñòü äàí íàáîð ïîäìíîæåñòâ B â ìíîæåñòâå M , òàêîé, ÷òî ∪B = M . Ðàññìîò-
ðèì âñå ïîäìíîæåñòâà, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü èç ýëåìåíòîâ B, à òàêæå M i ∅ êîíå÷íûìè
ïåðåñå÷åíèÿìè è ïðîèçâîëüíûìè îáúåäèíåíèÿìè. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷èòñÿ òîïîëîãèÿ íà M .

Îïðåäåëåíèå 4.2. Òàêàÿ òîïîëîãèÿ íàçûâàåòñÿ òîïîëîãèåé, çàäàííîé ïðåäáàçîé B.

Îïðåäåëåíèå 4.3. Ïóñòü M1, M2 � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Ðàññìîòðèì òîïîëîãèþ S íà
M1×M2, çàäàííóþ ïðåäáàçîé èç ïîäìíîæåñòâ âèäà U1×M2, M1×U2, ãäå U1, U2 îòêðûòû â M1,
M2. Òîãäà (M1 ×M2, S) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì M1 è M2.

Çàäà÷à 4.6. Äîêàæèòå, ÷òî åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿM1×M2 −→M1 íåïðåðûâíà. Äîêàæèòå, ÷òî
ìíîæåñòâà âèäà U1 × U2 çàäàþò áàçó â òîïîëîãèè íà M1 ×M2.

Çàäà÷à 4.7. Äàíû îòîáðàæåíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ X
γ1−→M1, X

γ2−→M2. Äîêàæèòå,
÷òî îíè íåïðåðûâíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîèçâåäåíèå

X
γ1×γ2−→M1 ×M2

íåïðåðûâíî.

Çàäà÷à 4.8. Ïóñòü M1, M2 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ èç ñïèñêà, ïðèâåäåííîãî íèæå. Äîêàæèòå,
÷òî M1 ×M2 óäîâëåòâîðÿåò òîìó æå óñëîâèþ.

à. Ñâîéñòâî îòäåëèìîñòè Ò1.
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á. [!] Óñëîâèå Õàóñäîðôà (Ò2).

â. Ñâîéñòâî îòäåëèìîñòè Ò3.

ã. Ñåïàðàáåëüíîñòü.

ä. [!] Íàëè÷èå ñ÷åòíîé áàçû îêðåñòíîñòåé ó êàæäîé òî÷êè.

å. Íàëè÷èå ñ÷åòíîé áàçû.

Çàäà÷à 4.9 (**). Âåðíî ëè ýòî äëÿ àêñèîìû îòäåëèìîñòè Ò4?

Îïðåäåëåíèå 4.4. Îòîáðàæåíèå

x
∆−→ (x, x) ∈ X ×X

íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíûì âëîæåíèåì, åãî îáðàç � äèàãîíàëüþ â X ×X.

Çàäà÷à 4.10. Äîêàæèòå, ÷òî äèàãîíàëüíîå âëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì íà ñâîé îáðàç
(òîïîëîãèÿ íà ∆ ⊂ X ×X ïðåäïîëàãàåòñÿ èíäóöèðîâàííîé ñ X ×X).

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü çàäà÷åé 4.7.

Çàäà÷à 4.11. Äîêàæèòå, ÷òî X óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ò1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äèàãî-
íàëü ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì âñåõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, åå ñîäåðæàùèõ.

Çàäà÷à 4.12 (!). Äîêàæèòå, ÷òî X õàóñäîðôîâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äèàãîíàëü çàìêíó-
òà â X ×X.

Çàäà÷à 4.13. Äîêàæèòå, ÷òî òîïîëîãèÿ íà X äèñêðåòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äèàãîíàëü
îòêðûòà â X ×X.

Çàäà÷à 4.14. Ïóñòü ãðàôèê Γ ⊂ X × Y îòîáðàæåíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ X
γ−→ Y

çàìêíóò. Âåðíî ëè, ÷òî γ íåïðåðûâíî?

Çàäà÷à 4.15 (!). Ïóñòü X
γ−→ Y � ìîðôèçì òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ïðè÷åì Y õàóñäîð-

ôîâî. Äîêàæèòå, ÷òî ãðàôèê γ çàìêíóò.

Çàäà÷à 4.16. Ïóñòü M1, M2 � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, M = M1 ×M2 � èõ ïðîèçâåäåíèå, à d
� îäíà èç ïåðå÷èñëåííûõ íèæå ôóíêöèé íà M ×M . Äîêàæèòå, ÷òî d çàäàåò ìåòðèêó íà M .

à. d((m1,m2), (m′1,m
′
2)) = d(m1,m

′
1) + d(m2,m

′
2)

á. d((m1,m2), (m′1,m
′
2)) = max(d(m1,m

′
1), d(m2,m

′
2))

â. [!] d((m1,m2), (m′1,m
′
2)) =

√
d(m1,m′1)2 + d(m2,m′2)2

Çàäà÷à 4.17 (!). Äîêàæèòå, ÷òî òðè ìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è çàäàþò íà
M1×M2 îäíó è òó æå òîïîëîãèþ. Äîêàæèòå, ÷òî ýòà òîïîëîãèÿ ýêâèâàëåíòíà òîïîëîãèè ïðîèç-
âåäåíèÿ íà M1 ×M2, êîòîðîå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.
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Òèõîíîâñêèé êóá è ãèëüáåðòîâ êóá

Îïðåäåëåíèå 4.5. Ïóñòü I � íåêîòîðûé íàáîð èíäåêñîâ (âîçìîæíî, íåñ÷åòíûé), à M = XI

� ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé èç I â ôèêñèðîâàííîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X. Íà XI ìîæ-
íî ñìîòðåòü êàê íà ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òî÷åê X, èíäåêñèðîâàííîå I, ëèáî êàê íà
áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå X ñ ñîáîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç W (i, U) ⊂ XI ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðà-
æåíèé I −→X, ïåðåâîäÿùèõ çàäàííûé èíäåêñ i â ýëåìåíò èç ïîäìíîæåñòâà U ⊂ X. Çàäàäèì
ïðåäáàçó B òîïîëîãèè íà XI òàêèì îáðàçîì: U ∈ B, åñëè U = W (i, U) äëÿ êàêîãî-òî èíäåêñà
i ∈ I è êàêîãî-òî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà U ⊂ X. Òàêàÿ òîïîëîãèÿ íàçûâàåòñÿ ñëàáîé, èëè
òèõîíîâñêîé.

Çàäà÷à 4.18 (!). Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê α1, α2, . . . â X
I . Äîêàæèòå, ÷òî îíà ñõîäèòñÿ

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αk(i) ñõîäèòñÿ äëÿ êàæäîãî èíäåêñà i ∈ I.

Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå ïðåäûäóùåé çàäà÷è ÷àñòî ôîðìóëèðóþò òàê: �ïðîñòðàíñòâî XI ñî
ñëàáîé òîïîëîãèåé åñòü ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé èç I â X, ñ òîïîëîãèåé ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè�.

Îïðåäåëåíèå 4.6. Ïóñòü I � íåêîòîðûé íàáîð èíäåêñîâ. Ïðîñòðàíñòâî [0, 1]I ñî ñëàáîé òîïî-
ëîãèåé íàçûâàåòñÿ òèõîíîâñêèì êóáîì.

Çàäà÷à 4.19. Ïóñòü íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå M çàäàí íàáîð íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
αi : M −→ [0, 1], ïðîèíäåêñèðîâàííûõ íàáîðîì èíäåêñîâ I. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå∏

αi : m−→
∏
i∈I

αi(m)

â òèõîíîâñêèé êóá [0, 1]I íåïðåðûâíî.

Çàäà÷à 4.20. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà òèõîíîâñêîãî êóáà çàìêíóòà.

Çàäà÷à 4.21 (*). Äîêàæèòå, ÷òî òèõîíîâñêèé êóá óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Ò2 è Ò3.

Çàäà÷à 4.22 (!). Äàí òèõîíîâñêèé êóá [0, 1]I , ãäå I ñ÷åòíî. Äîêàæèòå, ÷òî ó íåãî åñòü ñ÷åòíàÿ
áàçà.

Óêàçàíèå. Äîêàæèòå, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ U = W (i, ]a, b[) ñ ðàöèîíàëüíûìè a, b çàäàåò ñ÷åò-
íóþ ïðåäáàçó â [0, 1]I , è âîñïîëüçóéòåñü çàäà÷åé 4.2.

Çàäà÷à 4.23 (**). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî I èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà èëè áîëüøå,
òî òèõîíîâñêèé êóá [0, 1]I íåñåïàðàáåëåí.

Óêàçàíèå. Ïóñòü çàäàíî ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî W õàóñäîðôîâà ïðîñòðàíñòâà. Äîêàæèòå, ÷òî
ìîùíîñòü çàìûêàíèÿ W íå áîëüøå êîíòèíóóìà.

Çàäà÷à 4.24 (!). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî M = [0, 1]N � ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë â [0, 1], èíäåêñèðîâàííûõ N. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ d : M ×M −→ R,

d({αi}, {βi}) =
√∑

i−2|αi − βi|2.

Äîêàæèòå, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ õîðîøî îïðåäåëåíà è çàäàåò ìåòðèêó íà [0, 1]N.
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Îïðåäåëåíèå 4.7. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî [0, 1]N ñ ìåòðèêîé, ïîñòðîåííîé âûøå, íàçûâàåò-
ñÿ ãèëüáåðòîâûì êóáîì.

Çàäà÷à 4.25 (!). Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αi(n)} òî÷åê â [0, 1]N. Äîêàæèòå, ÷òî îíà
ñõîäèòñÿ â òèõîíîâñêîé òîïîëîãèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ñõîäèòñÿ â òîïîëîãèè ãèëü-
áåðòîâà êóáà.

Çàäà÷à 4.26 (*). Âûâåäèòå èç ýòîãî, ÷òî òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå çàäàåò ãîìåîìîðôèçì
ãèëüáåðòîâà êóáà è òèõîíîâñêîãî êóáà.

Çàìå÷àíèå. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî èíäåêñîâ I ñ÷åòíî, òî òèõîíîâñêèé êóá [0, 1]I

ìåòðèçóåì.

Çàäà÷à 4.27 (*). Ïóñòü ìíîæåñòâî èíäåêñîâ I íåñ÷åòíî. Áóäåò ëè òèõîíîâñêèé êóá [0, 1]I ìåò-
ðèçóåì?

Ëåììà Óðûñîíà è ìåòðèçàöèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

Îïðåäåëåíèå 4.8. Ïóñòü äàíû íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà A,B ⊂ M òîïî-
ëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M . Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : M −→ [0, 1] íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé
Óðûñîíà, åñëè f(A) = 0, f(B) = 1.

Çàäà÷à 4.28. Ïóñòü äëÿ ëþáûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ A,B ⊂ M ñóùå-
ñòâóåò ôóíêöèÿ Óðûñîíà, è âåðíî óñëîâèð Ò1. Äîêàæèòå, ÷òî M óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îòäå-
ëèìîñòè Ò4.

Çàäà÷à 4.29 (*). ÏóñòüM óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ò4, à A,B ⊂M � íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìêíó-
òûå ïîäìíîæåñòâà. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî íàéòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îêðåñòíîñòåé Up/2q ⊃ A,
èíäåêñèðîâàííóþ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè âèäà 0 < p/2q < 1, è óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

(i) äëÿ âñåõ p, q, B íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ Up/2q .

(ii) Åñëè p1/2
q1 < p2/2

q2 , òî çàìûêàíèå Up1/2q1 ñîäåðæèòñÿ â Up2/2q2 .

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü èíäóêöèåé.

Çàäà÷à 4.30 (*). Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è, îïðåäåëèì ôóíêöèþ f : M −→ [0, 1] ôîðìó-
ëîé

f(m) = sup
{
p/2q | m /∈ Up/2q

}
âíå A è ïîëîæèì f ðàâíîé íóëþ íà A. Äîêàæèòå, ÷òî f íåïðåðûâíà è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
Óðûñîíà.

Óêàçàíèå. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè âèäà ]p1/2
q1 , p2/2

q2 [ çàäàþò ïðåäáàçó òîïîëîãèè â [0, 1]. Äî-
êàæèòå, ÷òî

f−1(]p1/2
q1 , p2/2

q2 [) = Up2/2q2\Up1/2q1 .

Âûâåäèòå èç ýòîãî, ÷òî f íåïðåðûâíà.
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Ëèñòîê ÒÎÏÎËÎÃÈß 4. Ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ Ìèøà Âåðáèöêèé

Çàìå÷àíèå. Ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùóþ �ëåììó Óðûñîíà�: åñëè âM âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ò4, òî
äëÿ ëþáûõ äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ M ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Óðûñîíà.

Çàäà÷à 4.31 (*). Ïóñòü M � õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñ÷åòíîé áàçîé B, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèþ Ò4, I � ìíîæåñòâî âñåõ ïàð U1, U2 ∈ B, òàêèõ, ÷òî çàìûêàíèÿ U1, U2 íå ïåðåñåêàþòñÿ,
FU1,U2 � ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè Óðûñîíà, à F : M −→ [0, 1]I � îòîáðàæåíèå â òèõîíîâñêèé
êóá, çàäàííîå êàê F (m) =

∏
FU1,U2 . Äîêàæèòå, ÷òî F íåïðåðûâíî è èíúåêòèâíî.

Çàäà÷à 4.32 (*). Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è, îáîçíà÷èì çà G : F (M)−→M îòîáðàæåíèå,
îáðàòíîå F . Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {xi} òàêàÿ, ÷òî FU1,U2(xi) ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáîé
ïàðû (U1, U2) â I. Âûâåäèòå èç ýòîãî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xi} ñõîäèòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî G
íåïðåðûâíî.

Çàäà÷à 4.33 (*). Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâîM ñ ñ÷åòíîé
áàçîé, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ Ò4 ìîæíî ðåàëèçîâàòü êàê òîïîëîãè÷åñêîå ïîäïðîñòðàíñòâî â
ãèëüáåðòîâîì êóáå.

Çàìå÷àíèå. Ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó î ìåòðèçàöèè. Âñÿêîå òîïîëîãè÷åñêîå T4-
ïðîñòðàíñòâî ñî ñ÷åòíîé áàçîé ìåòðèçóåìî.

Çàäà÷à 4.34. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ãèëüáåðòîâà êóáà - ïîëüñêîå.

Çàäà÷à 4.35 (*). Ëþáîå ëè ìåòðèçóåìîå ïðîñòðàíñòâî � Ò4 è ñî ñ÷åòíîé áàçîé?
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