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Äëÿ çà÷åòà ïî êàæäîìó ëèñòêó äîñòàòî÷íî ñäàòü âñå çàäà÷è ñî çâåçäî÷êàìè, ëèáî âñå çàäà÷è
áåç çâåçäî÷åê. Çàäà÷è ñ äâóìÿ çâåçäî÷êàìè ìîæíî íå ñäàâàòü. Ñäàâøèì k çàäà÷ ñ äâóìÿ çâåçäî÷-
êàìè ðàçðåøàåòñÿ íå ñäàâàòü 2k çàäà÷ ñî çâåçäî÷êàìè èç òîãî æå ëèñòî÷êà. Çàäà÷è, îáîçíà÷åííûå
(!), ñëåäóåò ñäàâàòü âñåì.

ËÈÑÒÎÊ ÒÎÏÎËÎÃÈß 5: Êîìïàêòíîñòü

Îïðåäåëåíèå 5.1. Ïóñòü M � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Íàçîâåì ïîêðûòèåì M ëþáîé
íàáîð îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ Ui ⊂ M (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íûé, èëè äàæå íåñ÷åòíûé), äëÿ êî-
òîðîãî M =

⋃
Ui. Ïðîñòðàíñòâî M íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, èëè ïðîñòî êîìïàêòîì, åñëè èç

êàæäîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ M ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. Ïîäìíîæåñòâî Z ⊂M
òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè îíî êîìïàêòíî â èíäóöèðîâàí-
íîé òîïîëîãèè.

Çàäà÷à 5.1. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê [0, 1] êîìïàêòåí. Êîãäà êîìïàêòíî ìíîæåñòâî ñ äèñêðåòíîé
òîïîëîãèåé? Ñ êîäèñêðåòíîé òîïîëîãèåé?

Çàäà÷à 5.2 (*). Ïóñòü â M çàäàíà òàêàÿ òîïîëîãèÿ: îòêðûòûå ìíîæåñòâà ýòî äîïîëíåíèÿ ê
êîíå÷íûì ïîäìíîæåñòâàì (òàêàÿ òîïîëîãèÿ íàçûâàåòñÿ êîôèíèòíîé). Íàéäèòå âñå êîìïàêòíûå
ïîäìíîæåñòâà â M .

Çàäà÷à 5.3 (!). Ïóñòü Z êîìïàêòíî, a Z ′ ⊂ Z çàìêíóòî â Z. Äîêàæèòå, ÷òî Z ′ òîæå êîìïàêòíî.
Ñëåäóåò ëè èç êîìïàêòíîñòè ïîäìíîæåñòâà åãî çàìêíóòîñòü?

Çàäà÷à 5.4. Ïóñòü òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M õàóñäîðôîâî, Z � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæå-
ñòâî M , à x /∈ Z � ëþáàÿ òî÷êà.

à. Äîêàæèòå, ÷òî ó Z åñòü òàêîå îòêðûòîå ïîêðûòèå {Ui}, ÷òî çàìûêàíèå êàæäîãî Ui íå
ñîäåðæèò x.

á. [*] Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåõàóñäîðôîâà Ò1-ïðîñòðàíñòâà, ãäå ýòî íå âûïîëíåíî.

Çàäà÷à 5.5 (!). Ïóñòü M õàóñäîðôîâî. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî â M
çàìêíóòî.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé.

Çàäà÷à 5.6. Äàíû äâà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâà õàóñäîðôîâà ïðîñòðàíñòâà. Äîêàæèòå, ÷òî ó
íèõ åñòü íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòêðûòûå îêðåñòíîñòè.

Çàäà÷à 5.7 (!). Äàíî êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî
äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå îòäåëèìîñòè Ò4.

Çàäà÷à 5.8 (*). Ñóùåñòâóåò ëè êîìïàêòíîå, õàóñäîðôîâî, íåìåòðèçóåìîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî?

Îïðåäåëåíèå 5.2. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíûì, åñëè ó
ëþáîé òî÷êè íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü, çàìûêàíèå êîòîðîé êîìïàêòíî.
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Çàäà÷à 5.9. Äàíî ëîêàëüíî êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Äîêàæèòå,
÷òî â íåì âûïîëíåíî óñëîâèå Ò3.

Çàäà÷à 5.10 (**). Ñóùåñòâóåò ëè ëîêàëüíî êîìïàêòíîå, õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî, â êîòîðîì íå âûïîëíåíî ïåðâîå óñëîâèå ñ÷åòíîñòè?

Çàäà÷à 5.11 (**). Ñóùåñòâóåò ëè ñ÷åòíîå, õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå
íå ëîêàëüíî êîìïàêòíî?

Çàäà÷à 5.12. Äàíî õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X̂ ìíîæå-
ñòâî X

⋃
{∞} (X, ê êîòîðîìó äîáàâèëè åùå îäíó òî÷êó, îáîçíà÷åííóþ êàê ∞) ñî ñëåäóþùåé

òîïîëîãèåé: U ⊂ X̂ îòêðûòî ëèáî åñëè ∞ ∈ U , à äîïîëíåíèå ê U êîìïàêòíî êàê ïîäìíîæåñòâî
X, ëèáî åñëè ∞ 6∈ X, è U îòêðûòî êàê ïîäìíîæåñòâî X. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî
òîïîëîãèÿ, è ïðîñòðàíñòâî X̂ êîìïàêòíî.

Îïðåäåëåíèå 5.3. Ïðîñòðàíñòâî X̂ íàçûâàåòñÿ îäíîòî÷å÷íîé êîìïàêòèôèêàöèåé ïðîñòðàí-
ñòâà X.

Çàäà÷à 5.13 (*). Âñåãäà ëè X̂ õàóñäîðôîâî?

Çàäà÷à 5.14. Ïóñòü X = Rn ñ åñòåñòâåííîé òîïîëîãèåé. Äîêàæèòå, ÷òî X̂ ãîìåîìîðôíî n-
ìåðíîé ñôåðå.

Çàäà÷à 5.15. Äàíî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M , è ïîäìíîæåñòâî Z â íåì. Äîêàæèòå, ÷òî
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû.

(i) Ó ëþáîé òî÷êè z ∈ Z ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U 3 z, íå ñîäåðæàùàÿ äðóãèõ òî÷åê èç Z.

(ii) M èíäóöèðóåò íà Z äèñêðåòíóþ òîïîëîãèþ.

(iii) Z íå ñîäåðæèò ñâîèõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê.

Îïðåäåëåíèå 5.4. Çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî Z ⊂ M , óäîâëåòâîðÿþùåå îäíîìó èç óñëîâèé çà-
äà÷è 5.15, íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì.

Çàäà÷à 5.16. Ïóñòü ó õàóñäîðôîâà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Z ⊂ M åñòü áåñêîíå÷íîå
äèñêðåòíîå ïîäìíîæåñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî M íåêîìïàêòíî.

Ïóñòü äàí íàáîð Zi ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà M . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòîò íàáîð ìíîæåñòâ
ìîíîòîííûé, åñëè äëÿ ëþáûõ Zi, Zj èç íàøåãî íàáîðà Zi ⊂ Zj èëè Zj ⊂ Zi.

Çàäà÷à 5.17. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M êîìïàêòíî, òî ëþáîé ìîíî-
òîííûé íàáîð íåïóñòûõ çàìêíóòûõ ïîäìîæåñòâ Zi ⊂M èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ∩iZi.

Çàäà÷à 5.18. Ïóñòü M � õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñ÷åòíîé áàçîé. Äîêàæè-
òå, ÷òî M êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ó M íåò áåñêîíå÷íûõ äèñêðåòíûõ ïîäìíîæåñòâ.
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Óêàçàíèå. Åñëè M ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå äèñêðåòíîå ïîäìíîæåñòâî, èç çàäà÷è 5.17 ñëåäóåò,
÷òî M íåêîìïàêòíî. Åñëè, íàîáîðîò, M íåêîìïàêòíî, òî ó M åñòü ñ÷åòíîå ïîêðûòèå S = {Ui},
òàêîå, ÷òî íèêàêîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî S íå ïîêðûâàåò M . Çàìåíèâ Ui íà îáúåäèíåíèå âñåõ
Uj, j > i, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî U1 ⊂ U2 ⊂ U3 ⊂ ..., ïðè÷åì íè îäèí èç Ui íå ñîäåðæèò M . Âçÿâ
äîïîëíåíèÿ ïîëó÷àåì íàáîð çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ A1 ⊃ A2 ⊃ ..., ñ íóëåâûì ïåðåñå÷åíèåì.
Âîçüìèòå â êàæäîì Ai òî÷êó, äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷èòñÿ äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî.

Çàäà÷à 5.19 (!). Ïóñòü M � õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñ÷åòíîé áàçîé. Äî-
êàæèòå, ÷òî M êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç M
èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó.

Çàìå÷àíèå. Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ ñëàáîé ñåêâåíöèàëüíîé êîìïàêòíîñòüþ.

Çàäà÷à 5.20 (**). Ñóùåñòâóåò ëè ñëàáî ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíîå, íåêîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî
ïðîñòðàíñòâî?

Çàäà÷à 5.21 (*). Äàíî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M , íå îáÿçàòåëüíî õàóñäîðôîâî.

à. Ìîæåò ëè êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî M ñîäåðæàòü áåñêîíå÷íîå äèñêðåòíîå ïîäìíîæåñòâî?

á. Ìîæåò ëè ñóùåñòâîâàòü ëè íåêîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî M , íå ñîäåðæàùåå áåñêîíå÷íûõ
äèñêðåòíûõ ïîäìíîæåñòâ?

â. (**) Ïóñòü M õàóñäîðôîâî. Ñóùåñòâóåò ëè íåêîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî M , íå ñîäåðæàùåå
áåñêîíå÷íûõ äèñêðåòíûõ ïîäìíîæåñòâ?

Çàäà÷à 5.22 (!). Ïóñòü f : M −→N � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.
Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà Z ⊂M , f(Z) âñåãäà êîìïàêòíî.

Çàäà÷à 5.23. Ïóñòü äàíî ïîäìíîæåñòâî Z ⊂ R.

à. Äîêàæèòå, ÷òî Z êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî (îãðà-
íè÷åíî - çíà÷èò ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì îòðåçêå [a, b]).

á. Äîêàæèòå, ÷òî Z êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáîå åãî ïîäìíîæåñòâî èìååò
ñóïðåìóì è èíôèìóì â Z.

Çàäà÷à 5.24 (!). Ïóñòü f : M −→ R � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.
Äîêàæèòå, ÷òî f äîñòèãàåò ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà íà ëþáîì êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå M .

Çàäà÷à 5.25 (*). Ïóñòü äàíî íåêîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñ÷åò-
íîé áàçîé, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó îòäåëèìîñòè Ò4. Ïîñòðîéòå íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ
f : M −→ R, êîòîðàÿ íå äîñòèãàåò ìàêñèìóìà.

Óêàçàíèå. Ïóñòü {xi} � ñ÷åòíîå äèñêðåòíîå ïîäìíîæåñòâî M . Âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâîì Ò4,
ïîñòðîéòå íàáîð òàêèõ îêðåñòíîñòåé Ui ⊃ xi, ÷òî çàìûêàíèå Ui íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ çàìûêàíèåì⋃
j 6=i Uj. Òåïåðü ïðèìåíèòå ëåììó Óðûñîíà ê çàìêíóòûì ìíîæåñòâàì {xi}, M\Ui, è ïðîñóììè-

ðóéòå ïîëó÷åííûå ôóíêöèè Óðûñîíà fi ñ ïðàâèëüíî ïîäîáðàííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
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Çàäà÷à 5.26. Ïóñòü f : M −→N � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, M
êîìïàêòíî, à N õàóñäîðôîâî. Äîêàæèòå, ÷òî f ïåðåâîäèò çàìêíóòûå ìíîæåñòâà â çàìêíóòûå.

Çàäà÷à 5.27. Ïóñòü f : M −→N � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ,
M êîìïàêòíî, à N õàóñäîðôîâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Äîêàæèòå, ÷òî f �
ãîìåîìîðôèçì.

Çàäà÷à 5.28. Ïðèäóìàéòå òàêîå íåïðåðûâíîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå òîïîëîãè÷å-
ñêèõ ïðîñòðàíñòâ f : M −→N , ÷òî M êîìïàêòíî, íî f � íå ãîìåîìîðôèçì. (N íå õàóñäîðôîâî).

Êîìïàêòû è ïðîèçâåäåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 5.5. Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → Y òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâà-
åòñÿ ñîáñòâåííûì, åñëè äëÿ êàæäîãî êîìïàêòíîãî K ⊂ Y ïðîîáðàç f−1(K) ⊂ X êîìïàêòåí.

Çàäà÷à 5.29 (!). Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî Y õàóñäîðôîâî è èìååò ñ÷åòíóþ áàçó îêðåñòíîñòåé â òî÷-
êå. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ñîáñòâåííîå îòîáðàæåíèå f : X → Y ïåðåâîäèò çàìêíóòûå ïîäìíîæå-
ñòâà X â çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà Y .

Óêàçàíèå. Ïóñòü åñòü çàìêíóòîå Z ⊂ Y , îáðàç êîòîðîãî íå çàìêíóò. Âûáåðèòå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü òî÷åê yi ∈ f(Z), êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê òî÷êå y ∈ Y , íå ëåæàùåé â f(Z).

Çàäà÷à 5.30 (**). Âåðíî ëè óòâåðæäåíèå ïðåäûäóùåé çàäà÷è áåç ïðåäïîëîæåíèÿ ñ÷åòíîé áà-
çû?

Çàäà÷à 5.31 (!). Ïóñòü X, Y � êîìïàêòíûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Äîêàæèòå, ÷òî ïðî-
èçâåäåíèå X × Y êîìïàêòíî.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî ìíîæåñòâà âèäà U × V , U îòêðûòî â X, V îòêðûòî â Y
çàäàþò áàçó òîïîëîãèè íà X × Y , äîêàæèòå ñíà÷àëà, ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ïîêðûòèÿ
X×Y ìíîæåñòâàìè òàêîãî âèäà. Çàòåì äëÿ êàæäîé òî÷êè y ∈ Y âûáåðèòå êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå
ïîäìíîæåñòâà X × {y} ⊂ X × Y , ñîñòîÿùåå èç êàêèõ-òî ìíîæåñòâ Ui × Vi, è çàìåòüòå, ÷òî
ìíîæåñòâà Vy = ∩Vi îáðàçóþò îòêðûòîå ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà Y .

Çàäà÷à 5.32. Äàíî ïîäìíîæåñòâî X ⊂ Rn. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ðàâíîñèëüíû

(i) X êîìïàêòíî

(ii) X çàìêíóòî è îãðàíè÷åííî (ò.å. ñîäåðæèòñÿ â êàêîì-òî øàðå).

Îïðåäåëåíèå 5.6. Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X −→ Y íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè îáðàç
ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà îòêðûò.

Çàäà÷à 5.33 (*). Ïóñòü f : X −→ Y � îòêðûòîå îòîáðàæåíèå, à ñëîè f−1(y), y ∈ Y êîìïàêòíû.
Âñåãäà ëè f ñîáñòâåííîå?
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Òåîðåìà Òèõîíîâà

Çàäà÷à 5.34. Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ai(n) îòîáðàæåíèé èç N â [0, 1]. Äîêàæèòå, ÷òî
ìîæíî âûáðàòü òàêóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ai1 , ai2 , ai3 , . . . , ÷òî {aik(n)} ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáîãî
n.

Çàäà÷à 5.35 (!). Âûâåäèòå èç ýòîãî, ÷òî òèõîíîâñêèé êóá [0, 1]N êîìïàêòåí.

Çàäà÷à 5.36 (*). Äàíî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M . Ïóñòü çàäàíî òàêîå (âîçìîæíî, íåñ÷åò-
íîå) ìíîæåñòâî {Vα} ïîêðûòèé M , ÷òî êàæäîå Vα ñîäåðæèò Vα′ ëèáî ñîäåðæèòñÿ â íåì (èíà÷å
ãîâîðÿ, {Vα} � íàáîð ïîêðûòèé, ïîëó÷àþùèõñÿ äðóã èç äðóãà ïðèñîåäèíåíèåì êàêèõ-òî ýëåìåí-
òîâ). Ïóñòü èç êàæäîãî Vα íåëüçÿ âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. Äîêàæèòå, ÷òî èç îáúåäèíåíèÿ
âñåõ Vα òîæå íåëüçÿ âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Çàäà÷à 5.37 (*). Èñïîëüçóÿ ëåììó Öîðíà, äîêàæèòå, ÷òî ó âñÿêîãî íåêîìïàêòíîãî ïîäìíîæå-
ñòâà X ⊂ M íàéäåòñÿ ïîêðûòèå {Vα}, èç êîòîðîãî íåëüçÿ âûáðàòü êîíå÷íîãî ïîäïîêðûòèÿ, à
åñëè äîáàâèòü ê {Vα} ëþáîå íå ñîäåðæàùååñÿ â íåì îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òî èç ïîëó÷åííîãî
ïîêðûòèÿ ìîæíî áóäåò âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé.

Ìû áóäåì íàçûâàòü òàêèå ïîêðûòèÿ ìàêñèìàëüíûìè.

Çàäà÷à 5.38 (*). Ïóñòü äàíî ìàêñèìàëüíîå ïîêðûòèå {Vα} íåêîìïàêòíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà M . Äîêàæèòå, ÷òî åñëè îòêðûòûå ìíîæåñòâà U1, U2 íå ëåæàò â {Vα}, è èõ ïåðåñå÷åíèå
íåïóñòî, òî îíî òîæå íå ëåæèò â {Vα}. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå íåïóñòîå êîíå÷íîå ïåðåñå÷åíèå îò-
êðûòûõ ìíîæåñòâ, íå ëåæàùèõ â {Vα}, òîæå íå ïðèíàäëåæèò {Vα}.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé.

Çàäà÷à 5.39 (*). Ïóñòü â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå M çàäàíà ïðåäáàçà òîïîëîãèè R. Ïóñòü
äàíî íåêîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî X ⊂M è ìàêñèìàëüíîå ïîêðûòèå {Vα}. Äîêàæèòå, ÷òî â {Vα}
ìîæíî âûáðàòü ïîäïîêðûòèå èç R.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé.

Çàìå÷àíèå. Ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó (òåîðåìà Àëåêñàíäåðà î ïðåäáàçå). Ïóñòü â òî-
ïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå M çàäàíà ïðåäáàçà òîïîëîãèè S. Òîãäà ïîäìíîæåñòâî X ⊂ M êîì-
ïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èç ëþáîãî ïîêðûòèÿ X ýëåìåíòàìè èç S ìîæíî âûáðàòü
êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. Òåîðåìà Àëåêñàíäåðà èñïîëüçóåò àêñèîìó âûáîðà è (êàê ïîêàçàë Êýëè)
ýêâèâàëåíòíà åé.

Çàäà÷à 5.40 (*). Âûâåäèòå èç ýòîãî, ÷òî òèõîíîâñêèé êóá [0, 1]I êîìïàêòåí äëÿ ëþáîãî ìíîæå-
ñòâà I.

Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèòå ïðåäáàçó äëÿ òîïîëîãèè íà òèõîíîâñêîì êóáå, ñîñòàâëåííóþ èç ïîä-
ìíîæåñòâ âèäà [0, 1] × [0, 1] × · · ·×]a, b[×[0, 1] × . . . (íà îäíîì ìåñòå ñòîèò îòêðûòûé èíòåðâàë).
Âîñïîëüçóéòåñü òåîðåìîé Àëåêñàíäåðà.
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Çàìå÷àíèå. Êîìïàêòíîñòü òèõîíîâñêîãî êóáà ýêâèâàëåíòíà òàêîìó óòâåðæäåíèþ. Ðàññìîòðèì
ïðîñòðàíñòâî Map(I, [0, 1]) îòîáðàæåíèé èç ìíîæåñòâà I â îòðåçîê [0, 1], ñ òîïîëîãèåé ïîòî÷å÷íîé
ñõîäèìîñòè. Òîãäà Map(I, [0, 1]) êîìïàêòíî. Â ÷àñòíîñòè, èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ai(x)}
îòîáðàæåíèé ìîæíî âûáðàòü òàêóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {aik(x)}, ÷òî {aik(x)} ñõîäèòñÿ â
ëþáîì x ∈ I.

Îïðåäåëåíèå 5.7. Ïóñòü M � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, I � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, à M I �
ïðîñòðàíñòâî îòîáðàæåíèé èç I â M , òî åñòü ïðîèçâåäåíèå I êîïèé M . Äëÿ x ∈ I è îòêðûòî-
ãî ìíîæåñòâà U ⊂ M ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî U(x) ⊂ M I , ñîñòîÿùåå èç âñåõ îòîáðàæåíèé,
ïåðåâîäÿùèõ x â U . Îïðåäåëèì íà M I òîïîëîãèþ ñ ïðåäáàçîé, ñîñòîÿùåé èç âñåõ U(x). Òàêàÿ
òîïîëîãèÿ íàçûâàåòñÿ òèõîíîâñêîé (òàêæå ñëàáîé èëè òîïîëîãèåé ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìî-
ñòè).

Çàäà÷à 5.41 (*). Ïóñòü M êîìïàêòíî. Âûâåäèòå èç òåîðåìû Àëåêñàíäåðà, ÷òî M I ñ òèõîíîâ-
ñêîé òîïîëîãèåé êîìïàêòíî.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû

Ïóñòü P (x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0 � ïîëèíîì ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè ñ êîìïëåêñíûìè êî-

ýôôèöèåíòàìè. Ìû ðàññìàòðèâàåì P êàê ôóíêöèþ èç C â C. Êàê òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî,
C îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ R2. Ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî P (x) = 0, äëÿ êàêîãî-òî x ∈ C.

Çàäà÷à 5.42. Äîêàæèòå, ÷òî P íåïðåðûâåí.

Çàäà÷à 5.43. Äîêàæèòå, ÷òî åñòü C òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ |x| > C, èìååì |P (x)−xn|
|xn| < 1/2.

Óêàçàíèå. Âîçüìèòå |x| > 2 max (1,
∑
|ai|).

Çàäà÷à 5.44. Äîêàæèòå, ÷òî åñòü C òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ |x| > C òî |P (x)| > Rn.

Óêàçàíèå. Âîçüìèòå |x| > 2R max (1,
∑
|ai|),

Çàäà÷à 5.45. Âûâåäèòå èç ýòîãî, ÷òî |P | äîñòèãàåò ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà â òî÷êå a ∈ C.

Óêàçàíèå. Ìû ïðèáëèçèëè ìíîãî÷ëåí |P | ìíîãî÷ëåíîì xn, ñêîðîñòü ðîñòà êîòîðîãî íàì èç-
âåñòíà. Èç ýòîãî ìû âûâåëè, ÷òî |P (x)| > Rn, êîãäà |x| äîñòàòî÷íî âåëèê. Ïîýòîìó ìèíèìóì |P |
íà êðóãå |x| 6 R äîñòèãàåòñÿ âíóòðè êðóãà, à íå íà åãî ãðàíèöå.

Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé, ìû áóäåì â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìèíèìóì |P | äîñòè-
ãàåòñÿ â íóëå. Ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî ìèíèìóì |P | ðàâåí íóëþ. Ïóñòü ýòî íå òàê. Ïóñòü k �
ñàìîå ìàëåíüêîå ÷èñëî ñðåäè 1, 2, 3, . . . , n, äëÿ êîòîðîãî ak 6= 0. Äîìíîæèâ P íà a−1

0 , è ñäåëàâ

çàìåíó x = z k

√
a−1
k , ìû ïîëó÷èì ìíîãî÷ëåí âèäà

Q(z) = 1 + zk + bk+1z
k+1 + bk+2z

k+2 + . . .

Çàäà÷à 5.46. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî z, òàêîãî, ÷òî |z| < 1, âûïîëíÿåòñÿ

|Q(z)− 1− zk| < |zk+1|(
∑
|bi|).
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Çàäà÷à 5.47. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî z ∈ C, |z| < ε, èìååì

|Q(z)− 1− zk|
|zk|

<
1

2
.

Óêàçàíèå. Âîçüìèòå |z| < 1
2
max (1,

∑
|bi|)−1

Çàäà÷à 5.48. Âûâåäèòå èç ýòîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî âåùåñòâåííîãî c < ε è ëþáîãî
êîìïëåêñíîãî z, äëÿ êîòîðîãî zk = −c, âûïîëíÿåòñÿ

|Q(z)− 1 + c| < c/2.

Çàìå÷àíèå. Â îêðåñòíîñòè íóëÿ, ìû ïðèáëèçèëè Q ìíîãî÷ëåíîì 1 + zk. Ïîëüçóÿñü ýòèì ïðè-
áëèæåíèåì, ìû íàõîäèì, ÷òî |Q( k

√
−ε)| < |Q(0)|(1− 1

2
ε) äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε. Ñëåäîâàòåëüíî,

ëîêàëüíûé ìèíèìóì ìíîãî÷ëåíà ýòî âñåãäà 0.

Çàäà÷à 5.49 (!). Äîêàæèòå Îñíîâíóþ Òåîðåìó Àëãåáðû: êàæäûé ìíîãî÷ëåí P ïîëîæèòåëüíîé
ñòåïåíè èìååò êîðåíü â C.
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