
�ïðïìïçéñ 6: ðÏÔÏÞÅÞÎÁÑ É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ íÉÛÁ ÷ÅÒÂÉ�ËÉÊäÌÑ ÚÁÞÅÔÁ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÓÔËÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÄÁÔØ ×ÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ, ÌÉÂÏ ×ÓÅ ÚÁ-ÄÁÞÉ ÂÅÚ Ú×ÅÚÄÏÞÅË. úÁÄÁÞÉ Ó Ä×ÕÍÑ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÓÄÁ×ÁÔØ. óÄÁ×ÛÉÍ k ÚÁÄÁÞ Ó Ä×ÕÍÑÚ×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÎÅ ÓÄÁ×ÁÔØ 2k ÚÁÄÁÞ ÓÏ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÌÉÓÔÏÞËÁ. úÁÄÁÞÉ,ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ (!), ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÄÁ×ÁÔØ ×ÓÅÍ.�ïðïìïçéñ 6: ðÏÔÏÞÅÞÎÁÑ É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØîÁ �ÒÏÔÑÖÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ÌÉÓÔËÁ, ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ �ÉÈÏÎÏ×Á.ðÕÓÔØ X { ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, I { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, Á XI { �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ I × X, Ó ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ �ÏÔÏÞÅÞÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. �ÏÇÄÁ XI ËÏÍ�ÁËÔÎÏ.úÁÄÁÞÁ 6.1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ × ÏÔÒÅÚÏË, Ó ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ �ÏÔÏÞÅÞ-ÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÅÄÅÌ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÒÙ×ÅÎ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.1. ðÕÓÔØ X, Y { ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, Á {f�} { ÎÁÂÏÒ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ X × Y . íÎÏÖÅÓÔ×Ï {f�} ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁ-ÖÄÏÇÏ " ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ Æ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ Æ-ÛÁÒÁ �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÌÀÂÏÇÏ f� ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ×ÎÅËÏÔÏÒÏÍ "-ÛÁÒÅ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍ ÏÔ f�).úÁÄÁÞÁ 6.2. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X −→ Y ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ËÏÔÏÒÏÅ �ÅÒÅ×Ï-ÄÉÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ËÁËÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. ÷ÓÑËÏÅ ÌÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ?úÁÄÁÞÁ 6.3 (!). ðÕÓÔØ X, Y { ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, Á {fi} { ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ X × Y . ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ {fi} ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f× ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ �ÏÔÏÞÅÞÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ.õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ, Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÓÁÍÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ", Æ, ÞÔÏ É
{fi}, É ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X, Y , É �ÕÓÔØ Map(X; Y ) { ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ X × Y .úÁÄÁÞÁ 6.4. äÌÑ ÌÀÂÙÈ f; g ∈ Map(X; Y ) Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ dsup(f; g) ËÁË supx∈X d(f(x); g(x)). äÏËÁÖÉ-ÔÅ, ÞÔÏ dsup(f; g) ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÚÁÄÁÅÔ ÍÅÔÒÉËÕ ÎÁ Map(X; Y ).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.2. üÔÁ ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ sup-ÍÅÔÒÉËÏÊ ÎÁ Map(X; Y ).úÁÄÁÞÁ 6.5 (!). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ
{fi} ⊂ Map(X; Y ) �ÏÔÏÞÅÞÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ, ÚÁÄÁÎ-ÎÏÊ sup-ÍÅÔÒÉËÏÊ.õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ supx∈X d(f(x); fi(x)) > C ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i. îÁÊÄÉÔÅ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÔÁËÉÈ {xi}, ÞÔÏ d(f(xi); fi(xi)) > C, É �ÕÓÔØ x { ÅÅ �ÒÅÄÅÌ. ÷ ÓÉÌÕ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×-ÎÏÓÔÉ, d(fi(xi); fi(x)) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁd(fi(x); f(x)) + d(fi(xi); fi(x)) > d(f(x); fi(xi));�ÏÌÕÞÉÔÅ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.�Ï�ÏÌÏÇÉÑ, îíõ, �ÅÒ×ÙÊ ËÕÒÓ { 1 { ÷ÅÓÎÁ 2008, ÌÉÓÔÏË 6, version 1.0, 03.03.2008



�ïðïìïçéñ 6: ðÏÔÏÞÅÞÎÁÑ É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ íÉÛÁ ÷ÅÒÂÉ�ËÉÊúÁÄÁÞÁ 6.6 (!). (ÔÅÏÒÅÍÁ áÒ�ÅÌÁ-áÓËÏÌÉ) ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ (× ÓÍÙÓÌÅ sup-ÍÅÔÒÉËÉ) É ÒÁ×-ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 	 ⊂ Map(X; Y ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 	 ËÏÍ�ÁËÔÎÏ.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ �ÉÈÏÎÏ×Á É �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ. ëÁË É ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ ÒÁÎÅÅ,�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ X É Y ËÏÍ�ÁËÔÎÙ!úÁÄÁÞÁ 6.7 (**). ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ ÏÔ ÔÅÏÒÅÍÙ �ÉÈÏÎÏ×Á (Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÁËÓÉÏÍÙ×ÙÂÏÒÁ) ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ áÒ�ÅÌÁ-áÓËÏÌÉ.úÁÄÁÞÁ 6.8 (*). ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï K ⊂ X É ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏV ⊂ Y . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ U(K; V ) ⊂ Map(X; Y ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ K ×V . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ ÎÁ Map(X; Y ), ÚÁÄÁÎÎÕÀ �ÒÅÄÂÁÚÏÊ ÉÚ ×ÓÅÈ U(K; V ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÔÁ ÖÅ ÓÁÍÁÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ sup-ÍÅÔÒÉËÏÊ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.3. üÔÁ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ ÎÁ Map(X; Y ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÏ-ÏÔËÒÙÔÏÊ ÔÏ�ÏÌÏ-ÇÉÅÊ, ÉÌÉ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.úÁÄÁÞÁ 6.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ �ÏÔÏÞÅÞÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÌÁÂÅÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ; ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ Map(X; Y ) Ó ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ ÒÁ×-ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ × Map(X; Y ) Ó ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ �ÏÔÏÞÅÞÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.4. ðÕÓÔØ Z { �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á M . äÉÁÍÅÔÒÏÍ ZÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ diam(Z) := supx;y∈Z d(x; y).úÁÄÁÞÁ 6.10. ðÕÓÔØ f ∈ Map(X; Y ) { ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, " { ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á Æ(f; ") {ÓÕ�ÒÅÍÕÍ diam(f(B)) �Ï ×ÓÅÍ "-ÛÁÒÁÍ B × X. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ lim"−→ 0 Æ(f; ") = 0.õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÔÁËÁÑ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë ÎÕÌÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ "i, ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÎÁÂÏÒÁÔÏÞÅË xi ∈ X É �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C ÉÍÅÅÍ diamf(B"i(xi))) > C. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÅÄÅÌØÎÕÀÔÏÞËÕ x �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {xi}. �ÏÇÄÁ × ËÁÖÄÏÍ "-ÛÁÒÅ ×ÏËÒÕÇ x ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ B"i(xi) (ÄÌÑÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ i), ÉÚ ÞÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÜÔÏÇÏ "-ÛÁÒÁ ÉÍÅÅÔ ÄÉÁÍÅÔÒ ÂÏÌØÛÅ C.úÎÁÞÉÔ, f ÎÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ.úÁÄÁÞÁ 6.11 (!). ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ∈ Map(X; Y ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÒÁ×ÎÏ-ÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ.õËÁÚÁÎÉÅ. üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ lim"−→ 0 Æ(f; ") = 0.úÁÄÁÞÁ 6.12. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 	 ⊂ Map(X; Y ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 	 ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ lim"−→ 0 supf∈	 Æ(f; ") = 0.úÁÄÁÞÁ 6.13 (*). ðÕÓÔØ dsup(f; g) < 
. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Æ(f; ") < Æ(g; ") + 
.úÁÄÁÞÁ 6.14 (*). ðÕÓÔØ {fi} { �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ × (Map(X; Y ); dsup). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÏÎÁ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ.
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�ïðïìïçéñ 6: ðÏÔÏÞÅÞÎÁÑ É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ íÉÛÁ ÷ÅÒÂÉ�ËÉÊõËÁÚÁÎÉÅ. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ lim"−→ 0 supi Æ(fi; ") = 0÷ÏÓ�ÏÌØÚo×Á×ÛÉÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ, ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ fi, ÌÅÖÁÝÉÈ × ËÁËÏÍ-ÔÏ 
-ÛÁÒÅ × (Map(X; Y ); dsup), ÞÉÓÌÁ Æ(fi; ") ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÎÁ 
. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ,ÞÔÏ supi Æ(fi; ") < Æ(fN ; ") + 
 ÄÌÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ N , Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,supi Æ(fi; ") < 
 +maxi6N Æ(fi; ")ðÒÅÄÅÌ ÜÔÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ �ÒÉ "−→ 0 ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 
, �ÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ fi ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ.úÁÄÁÞÁ 6.15 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (Map(X; Y ); dsup) �ÏÌÎÏÅ.úÁÄÁÞÁ 6.16 (*). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ (Map(X; Y ); dsup) ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ?ëÒÉ×ÁÑ ðÅÁÎÏðÕÓÔØ ÄÁÎ ÏÔÒÅÚÏË [a; b℄. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ [a; b℄ f−→ R
n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ f(�a+ (1−�)b) = �f(a) + (1 − �)f(b), ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ 0 < � < 1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÕÓÏÞÎÏ ÌÉÎÅÊ-ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÔÒÅÚÏË ÒÁÚÂÉÔ ÎÁ �ÏÄÏÔÒÅÚËÉ [a; a1℄; [a1; a2℄; [a2; a3℄; : : :, É f ÌÉÎÅÅÎ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ�ÏÄÏÔÒÅÚËÏ×. ïÂÒÁÚ ËÕÓÏÞÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÜÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÌÏÍÁÎÁÑ.ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ËÕÓÏÞÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1℄ × Ë×ÁÄÒÁÔ [0; 1℄× [0; 1℄ ÓÏ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ×ÓÅ ÓÅÇÍÅÎÔÙ ÌÏÍÁÎÏÊ f([0; 1℄) �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ �ÒÑÍÏÊ x = y ÌÉÂÏ �ÒÑÍÏÊ x = −y.
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éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �ÏÄÏÔÒÅÚËÁ [a; a1℄, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ f ÌÉÎÅÅÎ, f ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ [a; a1℄ ×ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ Q, ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÏÓÑÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ðÕÓÔØ Pl {�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ �, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÅÌÁÅÔ ÉÚ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ∈ Pl Ó k ÌÉ-ÎÅÊÎÙÍÉ ÓÅÇÍÅÎÔÁÍÉ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ó 4k ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÓÅÇÍÅÎÔÁÍÉ:�Ï�ÏÌÏÇÉÑ, îíõ, �ÅÒ×ÙÊ ËÕÒÓ { 3 { ÷ÅÓÎÁ 2008, ÌÉÓÔÏË 6, version 1.0, 03.03.2008



�ïðïìïçéñ 6: ðÏÔÏÞÅÞÎÁÑ É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ íÉÛÁ ÷ÅÒÂÉ�ËÉÊ

%%%%,,,,

%%%% ,,,,

�������
�������

�������
�������

�������
�������

�������
��

�������
�������

�������
�������

�������
�������

�������
��

�−→ %%%%,,,,

%%%% ,,,,

eeee llll

eeeellll

�������
�������

�������
�����

�������
�������

�������
�����

�������
�������

�������
�����

�������
�������

�������
�����

��������������������������

��������������������������

��������������������������

�������������������������� �−→ %%%%,,,,

%%%% ,,,,

eeee llll

eeeellll

%%%%,,,,

%%%% ,,,,

eeee lllleeeellll

eeee llll

eeeellll

%%%% ,,,,%%%%,,,,

�������
����

�������
����

�������
����

�������
����

�����������
�����������

�����������
�����������

�������
����

�������
����

�������
����

�������
����

�����������
�����������

�������
����

�������
����

�����������
�����������

�����������
�����������

�����������
�����������

�������
����

�������
����

��������������
��������������
�������

�������
�������

�������
��������������
��������������
�������

�������
�������

�������

ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �(f) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ a0; a1; : : : ; ak ËÏÎ�Ù ÓÅÇÍÅÎÔÏ×, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ f ÂÙÌ ÌÉÎÅÊÎÏ. �ÏÇÄÁ �(f)ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ai × f(ai).2. òÁÚÏÂØÅÍ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÓÅÇÍÅÎÔÏ× [ai; ai+1℄ ÎÁ ÞÅÔÙÒÅ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÉ:[b4i; b4i+1℄; [b4i+1; b4i+2℄; [b4i+2; b4i+3℄; [b4i+3; b4i+4℄:�(f) ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ [b4i; b4i+1℄ ÌÉÎÅÊÎÏ × [f(ai); f (ai+ai+12 )℄, Á [b4i+3; b4i+4℄ × [f (ai+ai+12 ) ; f(ai+1)℄.3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔ, ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚÏË [f(ai); f(ai+1)℄, É �ÅÒÅÎÕÍÅÒÕ-ÅÍ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ: f(ai); A; f(ai+1); B. �ÏÇÄÁ �(f) ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ [b4i+1; b4i+2℄ÌÉÎÅÊÎÏ × [f (ai+ai+12 ) ; B℄, Á [b4i+2; b4i+3℄ × [B; f (ai+ai+12 )℄.íÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÕÀ ÌÏÍÁÎÕÀ:
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úÁÄÁÞÁ 6.17. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÒÅÚÏË É Ë×ÁÄÒÁÔ ËÁË ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊÍÅÔÒÉËÏÊ. ðÕÓÔØ f ∈ Pl, É ÓÁÍÙÊ ÂÏÌØÛÏÊ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÓÅÇÍÅÎÔ [f(ai); f(ai+1)℄ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÅÊ ÌÏÍÁÎÏÊ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ k. �ÏÇÄÁ dsup(f; �(f)) 6
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�ïðïìïçéñ 6: ðÏÔÏÞÅÞÎÁÑ É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ íÉÛÁ ÷ÅÒÂÉ�ËÉÊúÁÄÁÞÁ 6.18. ðÕÓÔØ f ∈ Pl, É ÓÁÍÙÊ ÂÏÌØÛÏÊ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÓÅÇÍÅÎÔ [f(ai); f(ai+1)℄ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÌÏÍÁÎÏÊ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ k. �ÏÇÄÁ ÓÁÍÙÊ ÂÏÌØÛÏÊ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÓÅÇÍÅÎÔ × �(f) ÉÍÅÅÔÄÌÉÎÕ k=2.úÁÄÁÞÁ 6.19. ðÕÓÔØ f0 ∈ Pl, f1 = �(f0); : : : ; fn = �(fn−1), Á ÓÁÍÙÊ ÂÏÌØÛÏÊ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÊÓÅÇÍÅÎÔ × ÌÏÍÁÎÏÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ f0, ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏdsup(fn; fn+1) < k2n√2úÁÄÁÞÁ 6.20 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ {fi} { �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ × ÍÅÔÒÉËÅ dsup.úÁÄÁÞÁ 6.21. ðÕÓÔØ f ∈ Pl, É ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÅÇÍÅÎÔÏ× [ai; ai+1℄ × f , ÄÌÉÎÁ[f(ai); f(ai+1)℄ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ �(ai+1 − ai); ÇÄÅ � - ËÁËÏÅ-ÔÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÆ(f; ") 6 �", ÇÄÅ Æ(f; ") { ÆÕÎË�ÉÑ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ×ÙÛÅ.úÁÄÁÞÁ 6.22. ðÕÓÔØ f0 ∈ Pl, f1 = �(f0); : : : ; fn = �(fn−1), É ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÅÇÍÅÎÔÏ×[ai; ai+1℄ × f0, ÄÌÉÎÁ [f(ai); f(ai+1)℄ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ �(ai+1 − ai). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Æ(fn; ") 6 �2n".úÁÄÁÞÁ 6.23. ðÕÓÔØ f ∈ Pl, Á ÓÁÍÙÊ ÂÏÌØÛÏÊ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÓÅÇÍÅÎÔ [f(ai); f(ai+1)℄ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÌÏÍÁÎÏÊ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Æ(�(f); ") 6 2 k√2 + Æ(f; ").úÁÄÁÞÁ 6.24. ðÕÓÔØ f0 ∈ Pl, f1 = �(f0); : : : ; fn = �(fn−1), Á ÓÁÍÙÊ ÂÏÌØÛÏÊ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÊÓÅÇÍÅÎÔ × ÌÏÍÁÎÏÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ f0, ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÆ(fn; ") 6 4 k2n−m√2 + �2m" (1)ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ n, m (n > m)úÁÄÁÞÁ 6.25. ÷ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ, ×ÏÚØÍÅÍ " < 2−2m, n > 2m. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ (1)Æ(fn; ") 6
4k√2 + �2−m :äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ iÆ(fi; ") 6 max(4k√2 + �2−m ; �22m") :úÁÄÁÞÁ 6.26 (!). ðÕÓÔØ f0 ÌÉÎÅÊÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ [0; 1=2℄ × ÏÔÒÅÚÏË [(0; 0); (1; 1)℄, a [1=2; 1℄ { ×ÏÔÒÅÚÏË [(1; 1); (0; 0)℄. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {fi} ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÞÔÏ lim"−→ 0 supi(Æ(fi; ")) = 0.úÁÄÁÞÁ 6.27. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ áÒ�ÅÌÁ-áÓËÏÌÉ, ÞÔÏ �ÒÅÄÅÌ limfi (× sup-ÍÅÔÒÉËÅ) ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ P : [0; 1℄−→ [0; 1℄× [0; 1℄.�Ï�ÏÌÏÇÉÑ, îíõ, �ÅÒ×ÙÊ ËÕÒÓ { 5 { ÷ÅÓÎÁ 2008, ÌÉÓÔÏË 6, version 1.0, 03.03.2008



�ïðïìïçéñ 6: ðÏÔÏÞÅÞÎÁÑ É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ íÉÛÁ ÷ÅÒÂÉ�ËÉÊï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.5. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ×ÙÛÅ ÆÕÎË�ÉÑ P ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÒÉ×ÁÑ ðÅÁÎÏ.úÁÄÁÞÁ 6.28. îÁÊÄÉÔÅ P(q), ÇÄÅ q = a2n (a ∈ Z) { Ä×ÏÉÞÎÏ-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.úÁÄÁÞÁ 6.29. ðÕÓÔØ Q2 { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ä×ÏÉÞÎÏ-ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ P(Q2) �ÌÏÔ-ÎÏ × Ë×ÁÄÒÁÔÅ.úÁÄÁÞÁ 6.30 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ P { ÜÔÏ ×ÅÓØ Ë×ÁÄÒÁÔ.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ËÏÍ�ÁËÔÁ ËÏÍ�ÁËÔÅÎ.úÁÄÁÞÁ 6.31 (!). íÏÖÎÏ ÌÉ ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÏÔÏÂÒÁÚÉÔØ [0; 1℄ ÎÁ ËÕÂ? îÁ ËÕÂ Ó ×Ù-ËÏÌÏÔÏÊ ÔÏÞËÏÊ?
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