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ËÈÑÒÎÊ ÒÎÏÎËÎÃÈß 7: Ñâÿçíîñòü

Îïðåäåëåíèå 7.1. Ïóñòü äàíî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M . Ïîäìíîæåñòâî W ⊂ M íàçû-
âàåòñÿ îòêðûòîçàìêíóòûì, åñëè îíî îòêðûòî è çàìêíóòî.M íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ëþáîå
îòêðûòîçàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâîM ýòî ëèáî ∅, ëèáî ñàìîM . Ïîäìíîæåñòâî Z ⊂M íàçûâàåòñÿ
ñâÿçíûì, åñëè îíî ñâÿçíî â èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè.

Çàäà÷à 7.1. Ñâÿçíî ëè R?

Çàäà÷à 7.2 (!). Ïóñòü X, Y ñâÿçíûå. Äîêàæèòå, ÷òî X × Y ñâÿçíî.

Óêàçàíèå. Ïóñòü â X × Y åñòü îòêðûòîçàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî. Ðàññìîòðèì ïåðåñå÷åíèå U ∩
X ×{y}. Äîêàæèòå, ÷òî X ×{y} (ñ èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèåé) ãîìåîìîðôíî X, à U ∩X ×{y}
îòêðûòîçàìêíóòî òàì.

Çàäà÷à 7.3. Ñâÿçíî ëè Rn (ñ åñòåñòâåííîé òîïîëîãèåé)?

Çàäà÷à 7.4. Ïóñòü â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå M ëþáûå äâå òî÷êè x, y ìîæíî �ñîåäèíèòü

ïóòåì�, òî åñòü íàéòè òàêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå [0, 1]
φ−→ M , ÷òî φ(0) = x, φ(1) = y.

Äîêàæèòå, ÷òî M ñâÿçíî.

Çàìå÷àíèå. Â òàêîé ñèòóàöèè M íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì.

Çàäà÷à 7.5. Âûêèíåì òî÷êó èç îêðóæíîñòè èëè ïëîñêîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷èòñÿ ñâÿçíîå
ïðîñòðàíñòâî.

Çàäà÷à 7.6 (!). à. Âûêèíåì êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê èç R2. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷èòñÿ ñâÿçíîå
ïðîñòðàíñòâî.

á. Âûêèíåì òî÷êó èç èíòåðâàëà. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷èòñÿ íåñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî.

Çàäà÷à 7.7 (!). Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ïðîñòðàíñòâà ïîïàðíî íåãîìåîìîðôíû: R, R2, îêðóæ-
íîñòü.

Çàäà÷à 7.8 (!). Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê, èíòåðâàë è ïîëóèíòåðâàë ïîïàðíî íåãîìåîìîðôíû.

Çàäà÷à 7.9. Äàíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X −→ Y . Ïóñòü X ñâÿçíî. Äîêàæèòå, ÷òî
îáðàç f ñâÿçåí.

Çàäà÷à 7.10 (!). Äàíî ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî â îòðåçêå [0, 1]. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî èíòåðâàë, ïî-
ëóèíòåðâàë èëè îòðåçîê.

Çàäà÷à 7.11. Äàíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X −→ R. Ïóñòü X ñâÿçíî, à f ïðèíèìàåò è
ïîëîæèòåëüíûå, è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî f ãäå-òî çàíóëÿåòñÿ.

Çàäà÷à 7.12 (*). Ïóñòü äàíî ìåòðèçóåìîå ñ÷åòíîå ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî M . Äîêàæèòå, ÷òî M
ýòî òî÷êà.
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Çàäà÷à 7.13. Ïóñòü äàíû ñâÿçíûå ïîäìíîæåñòâà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâàM , ïåðåñå÷åíèå
êîòîðûõ íåïóñòî. Äîêàæèòå, ÷òî èõ îáúåäèíåíèå ñâÿçíî.

Çàäà÷à 7.14 (!). Ïóñòü x ∈M � òî÷êà â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, àW � îáúåäèíåíèå âñåõ
ñâÿçíûõ ïîäìíîæåñòâ, êîòîðûå åå ñîäåðæàò. Äîêàæèòå, ÷òî W ñâÿçíî.

Îïðåäåëåíèå 7.2. Â òàêîé ñèòóàöèè, W íàçûâàåòñÿ êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè òî÷êè x (èëè
ïðîñòî êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè).

Çàäà÷à 7.15. Äîêàæèòå, ÷òî ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî W ⊂ M åñòü êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáîå ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå W , ñ íèì ñîâïàäàåò.

Çàäà÷à 7.16. Äîêàæèòå, ÷òî M ðàçáèâàåòñÿ â îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîìïîíåíò ñâÿç-
íîñòè.

Çàäà÷à 7.17. Äîêàæèòå, ÷òî âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè M çàìêíóòû.

Âïîëíå íåñâÿçíûå ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå 7.3. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâîM íàçûâàåòñÿ âïîëíå íåñâÿçíûì, åñëè ëþ-
áàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè M ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè.

Çàäà÷à 7.18. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë (ñ òîïîëîãèåé, èíäóöèðîâàííîé ñ
R) âïîëíå íåñâÿçíî. Äîêàæèòå, ÷òî îíî íå äèñêðåòíî.

Çàäà÷à 7.19 (*). Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë âïîëíå íåñâÿçíî.

Çàäà÷à 7.20 (*). Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå âïîëíå íåñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ âïîëíå íåñâÿçíî.

Çàäà÷à 7.21. Ïóñòü äàíî õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ïðåäáàçîé S. Ïóñòü âñå
ýëåìåíòû S îòêðûòîçàìêíóòû. Äîêàæèòå, ÷òî S âïîëíå íåñâÿçíî.

Çàäà÷à 7.22 (!). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî {0, 1} ñ äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé, è ïóñòü {0, 1}I � ïðî-
èçâåäåíèå I êîïèé {0, 1} ñ òèõîíîâñêîé òîïîëîãèåé, ãäå I � ïðîèçâîëüíûé íàáîð èíäåêñîâ. Äî-
êàæèòå, ÷òî {0, 1}I âïîëíå íåñâÿçíî.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé.

Çàäà÷à 7.23 (*). Ïóñòü äàíî êîìïàêòíîå, õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M , ïóñòü

1 � ìíîæåñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè M , à M
π−→M1 � åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ (òî÷êà ïåðåõîäèò â

ñâîþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè). Ââåäåì íà 1 òàêóþ òîïîëîãèþ � ïîäìíîæåñòâî U ⊂M1 îòêðûòî, åñ-
ëè π−1(U) ⊂M îòêðûòî. Äîêàæèòå, ÷òîM1 âïîëíå íåñâÿçíî. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå M

π2−→M2 èç M âî âïîëíå íåñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî M2 ðàñêëàäûâàåòñÿ â êîìïîçè-
öèþ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé M

π−→M1 −→M2 (â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðèòñÿ, ÷òî �îòîáðàæåíèå
π2 ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç π�).
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Çàäà÷à 7.24. Ïóñòü äàíî îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà U è íàáîð çàìêíó-
òûõ ïîäìíîæåñòâ {Ki}, ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ â U . Äîêàæèòå, ÷òî èç {Ki} ìîæíî
âûáðàòü êîíå÷íûé ïîäíàáîð, ïåðåñå÷åíèå ýëåìåíòîâ êîòîðîãî ñîäåðæèòñÿ â U .

Çàäà÷à 7.25 (*). Ïóñòü äàíî âïîëíå íåñâÿçíîå êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî M . Äîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà x ∈M ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì âñåõ îòêðûòîçàìêíó-
òûõ ïîäìíîæåñòâ M , êîòîðûå åå ñîäåðæàò.

Óêàçàíèå. Ïóñòü P � ïåðåñå÷åíèå âñåõ îòêðûòîçàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ M , êîòîðûå ñîäåðæàò
x. Î÷åâèäíî, ÷òî îíî çàìêíóòî. Äîêàæèòå, ÷òî îíî ðàâíî {x} ëèáî íåñâÿçíî. Åñëè îíî íåñâÿçíî,
P ðàñïàäàåòñÿ â îáúåäèíåíèå äâóõ íåïóñòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ P1, P2.
Âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî â êîìïàêòíîì õàóñäîðôîâîì ïðîñòðàíñòâå âûïîëíÿåòñÿ Ò4 (äîêà-
æèòå ýòî), íàéäåì ó P1, P2 íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòêðûòûå îêðåñòíîñòè U1, U2. Âûâåäèòå èç ïðåäû-
äóùåé çàäà÷è, ÷òî â U1 ∪ U2 ñîäåðæèòñÿ îòêðûòîçàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî W ⊂M , ñîäåðæàùåå
x. Äîêàæèòå, ÷òî W ∩ Ui îòêðûòîçàìêíóòû, è âûâåäèòå èç ýòîãî, ÷òî P ýòî {x}.

Çàäà÷à 7.26 (*). Ïóñòü äàíî âïîëíå íåñâÿçíîå êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî M . Äîêàæèòå, ÷òî îòêðûòîçàìêíóòûå ìíîæåñòâà îáðàçóþò áàçó òîïîëîãèè M .

Óêàçàíèå. Ïóñòü äàíî îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî U ⊂M è â íåì òî÷êà x. Âîçüìåì ó êàæäîé òî÷-
êèM\U îòêðûòîçàìêíóþ îêðåñòíîñòü, íå ñîäåðæàùóþ x (äîêàæèòå, ÷òî ýòî ìîæíî ñäåëàòü). Ìû
ïîëó÷èì ïîêðûòèå {Uα} ìíîæåñòâà M\U . Ïîñêîëüêó M\U êîìïàêòíî, èç {Uα} ìîæíî âûáðàòü
êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå U1, ...Un. Äîêàæèòå, ÷òî äîïîëíåíèå ê ∪Ui îòêðûòîçàìêíóòî, ñîäåðæèò x
è ñîäåðæèòñÿ â U .

Çàäà÷à 7.27 (*). Ïóñòü äàíî âïîëíå íåñâÿçíîå êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâîM , è ïóñòü x, y ∈M � äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè. Äîêàæèòå, ÷òîM äîïóñêàåò íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå â {0, 1} (ñ äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé) òàêîå, ÷òo x ïåðåõîäèò â 0, à y � â 1.

Çàäà÷à 7.28 (*). Ïóñòü äàíî âïîëíå íåñâÿçíîå êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî M , è ïóñòü I � ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé M â {0, 1}. Îïðåäåëèòå
åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå M −→ {0, 1}I . Äîêàæèòå, ÷òî ýòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå, è ÷òî îáðàç
M çàìêíóò.

Çàäà÷à 7.29 (*). ÏóñòüM - êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Äîêàæèòå,
÷òî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû

(i) M âïîëíå íåñâÿçíî

(ii) ìîæåò áûòü âëîæåíî â {0, 1}I äëÿ êàêîãî-òî ìíîæåñòâà èíäåêñîâ I.

Çàìå÷àíèå. Íàïîìíèì, ÷òî åñëè êîìïàêòM äîïóñêàåò íåïðåðûâíîå èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå
f : M → X â õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî X, òî f åñòü ãîìåîìîðôèçì ìåæäó M è f(M) ⊂ X ñ
èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèåé.
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