
�ïðïìïçéñ 8: æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÅÔÅÌØ íÉÛÁ ÷ÅÒÂÉ�ËÉÊäÌÑ ÚÁÞÅÔÁ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÓÔËÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÄÁÔØ ×ÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ, ÌÉÂÏ ×ÓÅ ÚÁ-ÄÁÞÉ ÂÅÚ Ú×ÅÚÄÏÞÅË. úÁÄÁÞÉ Ó Ä×ÕÍÑ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÓÄÁ×ÁÔØ. óÄÁ×ÛÉÍ k ÚÁÄÁÞ Ó Ä×ÕÍÑÚ×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÎÅ ÓÄÁ×ÁÔØ 2k ÚÁÄÁÞ ÓÏ Ú×ÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÌÉÓÔÏÞËÁ. úÁÄÁÞÉ,ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ (!), ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÄÁ×ÁÔØ ×ÓÅÍ.�ïðïìïçéñ 8: æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á É �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï �ÅÔÅÌØ ìÉÎÅÊÎÁÑ Ó×ÑÚÎÏÓÔØï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.1. ðÕÓÔØM { ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �ÕÔÅÍ ×M ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ [a; b℄ �
−→ M . ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏ×ÏÒÉÔÓÑ, ÞÔÏ �ÕÔØ � ÓÏÅÄÉÎÑÅÔÔÏÞËÉ �(a) É �(b). M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÔÏÞËÉ M ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉ-ÎÉÔØ �ÕÔÅÍ [a; b℄ �

−→ M .úÁÄÁÞÁ 8.1. ðÕÓÔØ a, b, 
 ÌÅÖÁÔ × M , �ÒÉÞÅÍ a ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ �ÕÔÅÍ Ó b, Á b Ó 
. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ a ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ �ÕÔÅÍ Ó 
.úÁÄÁÞÁ 8.2. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× M , ÓÏÄÅÒÖÁ-ÝÉÈ ×ÙÂÒÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ x ∈M , ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.2. ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ËÁËÕÀ-ÔÏÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ x, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ M .úÁÄÁÞÁ 8.3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ⊂ R
2: ÇÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ sin(1=t), ÏÂßÅÄÉ-ÎÅÎÎÙÊ Ó ÏÔÒÅÚËÏÍ [(0; 1); (0;−1)℄. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ X ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏ, Ó×ÑÚÎÏ, É ÎÅ ÌÉÎÅÊÎÏÓ×ÑÚÎÏ. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÌÉÎÅÊÎÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ.úÁÄÁÞÁ 8.4 (*). îÁÊÄÉÔÅ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ É Ó×ÑÚÎÏÅ ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÏÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï,ÉÍÅÀÝÅÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÌÉÎÅÊÎÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.3. ðÕÓÔØ {M�} { ÎÁÂÏÒ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÉÎÄÅËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×ÏÍ A. îÅÓ×ÑÚÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ∐�∈A

M� { ÜÔÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÔÏÞËÁÍÉ ËÏÔÏÒÏ-ÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÁÒÙ (�;m) | � ∈ A; m ∈M�, Á ÂÁÚÁ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ×Ï ×ÓÅÈ M�.úÁÄÁÞÁ 8.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÓ×ÑÚÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÄÉÓËÒÅÔÎÏ. äÏ-ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ ∐�∈A
M� −→ A ÎÁ A Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.4. �Ï�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÙÍ (ÌÏËÁÌØÎÏÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÙÍ), ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ x ∈M ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × Ó×ÑÚÎÏÍ (ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏÍ) ÏÔËÒÙÔÏÍÍÎÏÖÅÓÔ×Å.úÁÄÁÞÁ 8.6. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï M . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M ÌÏËÁÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÏ(ÌÏËÁÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ M �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÎÅÓ×ÑÚÎÏÇÏÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ Ó×ÏÉÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ (ÌÉÎÅÊÎÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ).�Ï�ÏÌÏÇÉÑ, îíõ, �ÅÒ×ÙÊ ËÕÒÓ { 1 { ÷ÅÓÎÁ 2008, ÌÉÓÔÏË 8, version 1.1, 18.04.2008



�ïðïìïçéñ 8: æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÅÔÅÌØ íÉÛÁ ÷ÅÒÂÉ�ËÉÊúÁÄÁÞÁ 8.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ó×ÑÚÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÏÎÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ.úÁÄÁÞÁ 8.8. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × R
n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓ×ÑÚÎÏ.úÁÄÁÞÁ 8.9 (**). ðÕÓÔØ ! { �ÅÒ×ÙÊ ËÏÎÔÉÎÕÁÌØÎÙÊ ÏÒÄÉÎÁÌ, Á � : [0; 1℄−→ ! { ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÁÑ ÂÉÅË�ÉÑ. ðÕÓÔØ X ⊂ [0; 1℄× [0; 1℄ { �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ë×ÁÄÒÁÔÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ x; y ÔÁËÉÈ,ÞÔÏ �(x) > �(y). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ X Ó×ÑÚÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ X {ÌÉÂÏ ÔÏÞËÉ, ÌÉÂÏ ÓÅÇÍÅÎÔÙ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×.õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ X Ó ÌÀÂÙÍ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÎÉÇÄÅ ÎÅ �ÌÏÔÎÏ.ðÕÓÔØ V ⊂ [0; 1℄ × [0; 1℄ { Ó×ÑÚÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ë×ÁÄÒÁÔÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅÓÑ × X. äÏ-ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ËÁÖÄÙÍ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.úÎÁÞÉÔ, V ÜÔÏ ÇÒÁÆÉË ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ 
 : [a; b℄−→ [0; 1℄, ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ �(
(a)) < �(a).äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �ÏÓÔÏÑÎÎÏ.çÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÁÑ Ó×ÑÚÎÏÓÔØï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.5. ðÕÓÔØ M { �ÏÌÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. îÁ�Ï-ÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ ×M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ [a; b℄−→M , ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÍÅÔÒÉ-ËÕ. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ M ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉ Ó×ÑÚÎÏ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÔÏÞËÉ ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅ-ÓËÏÊ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉ Ó×ÑÚÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.6. ðÕÓÔØ M { �ÏÌÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. çÏ×Ï-ÒÑÔ, ÞÔÏ M ÌÉ�ÛÉ�Å×Ï Ó×ÑÚÎÏ, Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ ìÉ�ÛÉ�Á C > 1, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ M ÉÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË x1 = x; x2; : : : ; xn = y, ÞÔÏ d(xi; xi+1) < ",Á ∑i d(xi; xi+1) 6 Cd(x; y). éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ n ÔÏÞÅË ÍÅÖÄÕ x É y ÔÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÏÔÓÔÏÑÔ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÎÁ ", Á ÄÌÉÎÁ ÌÏÍÁÎÏÊ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÉÚÜÔÉÈ ÔÏÞÅË, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ Cd(x; y).úÁÄÁÞÁ 8.10 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï M ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉ Ó×ÑÚÎÏ ⇔ M ÌÉ�-ÛÉ�Å×Ï Ó×ÑÚÎÏ, Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ ìÉ�ÛÉ�Á 1.õËÁÚÁÎÉÅ. üÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ èÏ�ÆÁ-òÉÎÏ×Á.úÁÄÁÞÁ 8.11 (!). ðÕÓÔØ (M; d) { ÌÉ�ÛÉ�Å×Ï Ó×ÑÚÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊC. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ dh : M ×M −→ R ËÁËlim"−→ 0 inf (∑ d(xi; xi+1)) ;ÇÄÅ inf ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÔÁËÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍ x1 = x; x2; : : : ; xn = y, ÞÔÏ d(xi; xi+1) < ".äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ d(x; y) 6 dh(x; y) 6 Cd(x; y) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈M . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dh { ÍÅÔÒÉËÁ, ÉÞÔÏ (M; d) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ (M; dh).úÁÄÁÞÁ 8.12 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (í; dh) ÌÉ�ÛÉ�Å×Ï Ó×ÑÚÎÏÅ, Ó ÌÀÂÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C > 1.�Ï�ÏÌÏÇÉÑ, îíõ, �ÅÒ×ÙÊ ËÕÒÓ { 2 { ÷ÅÓÎÁ 2008, ÌÉÓÔÏË 8, version 1.1, 18.04.2008



�ïðïìïçéñ 8: æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÅÔÅÌØ íÉÛÁ ÷ÅÒÂÉ�ËÉÊúÁÄÁÞÁ 8.13 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (í; dh) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ èÏ�ÆÁ-òÉÎÏ×Á (Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏ, ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉ Ó×ÑÚÎÏ).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.7. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ [a; b℄ �
−→ M ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ìÉ�-ÛÉ�Á, Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C > 0, ÅÓÌÉ d(�(x); �(y)) 6 C|x− y|, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ [a; b℄. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ,ÞÔÏ ÌÉ�ÛÉ�Å×Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ.úÁÄÁÞÁ 8.14 (*). ðÕÓÔØM { ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ �ÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. äÏËÁÖÉ-ÔÅ, ÞÔÏ M ÌÉ�ÛÉ�Å×Ï Ó×ÑÚÎÏÅ Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÔÏÞËÉÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ �ÕÔÅÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ìÉ�ÛÉ�Á Ó ÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ d(x; y) 6 dh(x; y) 6 Cd(x; y).úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ ÌÉ�ÛÉ�Å×Ï Ó×ÑÚÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ.úÁÄÁÞÁ 8.15. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ S ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, Ó ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ. äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ S ÌÉ�ÛÉ�Å×Ï Ó×ÑÚÎÏ, Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ �2 .úÁÄÁÞÁ 8.16 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �2 { ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÉÚ ËÏÎÓÔÁÎÔ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÔÁËÏÊÍÅÔÒÉËÏÊ ÌÉ�ÛÉ�Å×Ï Ó×ÑÚÎÁ.úÁÄÁÞÁ 8.17 (**). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ℄0;∞[−→ R

2, ÚÁÄÁÎÎÏÅ × �ÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈÆÕÎË�ÉÅÊ � = 1=x, r = x (ÜÔÏ Ó�ÉÒÁÌØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÍÁÔÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÏËÒÕÇ ÎÕÌÑ, Ó ÛÁÇÏÍ 12�n). ðÕÓÔØX { ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÇÒÁÆÉËÁ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (ÏÎÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÉËÁ É ÎÕÌÑ).äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ X ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ X ÎÅ ÌÉ�ÛÉ�Å×Ï Ó×ÑÚÎÏ, ËÁËÕÀ ÂÙ ËÏÎÓÔÁÎÔÕC ÍÙ ÎÅ ×ÚÑÌÉ.úÁÄÁÞÁ 8.18 (*). ðÕÓÔØ M { ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ �ÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S"(x) ÓÆÅÒÕ ÒÁÄÉÕÓÁ " Ó �ÅÎÔÒÏÍ × x. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ.(i) M ÌÉ�ÛÉ�Å×Ï Ó×ÑÚÎÏÅ, Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C(ii) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈M É ÌÀÂÙÈ r1; r2 > 0, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ r1+r2 6 1, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓÆÅÒÁÍÉSdr1(x), Sdr2(y) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ Cd(1− r1 − r2), ÇÄÅ d = d(x; y).õËÁÚÁÎÉÅ. þÔÏÂÙ ×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÌÉ�ÛÉ�Å×ÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ (ii), �ÒÏ×ÅÄÉÔÅ ÞÅÒÅÚ x; y ËÒÉ×ÕÀ ìÉ�-ÛÉ�Á. éÚ (ii) ÌÉ�ÛÉ�Å×Á Ó×ÑÚÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ x ÄÏ ÓÆÅÒÙSd(1−C−1")(y) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ "; ×ÏÚØÍÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å x2 ÔÏÞËÕ ÓÆÅÒÙ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ ÜÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ (ÞÔÏ×ÏÚÍÏÖÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÓÆÅÒÁ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ èÏ�ÆÁ-òÉÎÏ×Á, ËÏÍ�ÁËÔÎÁ) É �ÒÉÍÅÎÉÍ ÉÎÄÕË�ÉÀ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ èÏ�ÆÁ-òÉÎÏ×Á (× ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÓÉÊ) ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓÆÅÒÁÍÉ Sdr1(x), Sdr2(y) ÒÁ×ÎÏ d(1− r1 − r2).ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÅÔÅÌØ
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�ïðïìïçéñ 8: æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÅÔÅÌØ íÉÛÁ ÷ÅÒÂÉ�ËÉÊï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.8. ðÕÓÔØ (M;x) { ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ. òÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 
(M;x) �ÕÔÅÊ [0; 1℄ �
−→ M , �(0) = �(1) = x, Ó ÏÔËÒÙÔÏ-ËÏÍ�ÁËÔÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ(�ÒÅÄÂÁÚÁ ÜÔÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ - ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U(K;W ) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ ÚÁÄÁÎÎÙÊ ËÏÍ�ÁËÔK ⊂ [0; 1℄ × ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏW ⊂M). �ÏÇÄÁ 
(M;x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ�ÅÔÅÌØ ÄÌÑ (M;x).úÁÄÁÞÁ 8.19 (!). ðÕÓÔØ M ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 
(M;x) ÔÏÖÅ ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÏ, É ÍÅÔÒÉËÁÚÁÄÁÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ d(
; 
′) = supx∈[0;1℄ d(
(x); 
′(x)):úÁÄÁÞÁ 8.20. ðÕÓÔØ (M;x) { �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ, M0 { ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ Ó×ÑÚÎÏ-ÓÔÉ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x, Á M1 { ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ x. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 
(M;x) =
(M0; x) = 
(M1; x).úÁÄÁÞÁ 8.21. ðÕÓÔØ X; Y { ËÏÍ�ÁËÔÙ, Á W - �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ X ×M , ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅÏÔËÒÙÔÏ-ËÏÍ�ÁËÔÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÂÉÅË�ÉÀ ÍÅÖÄÕ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÉÚY × W É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ X × Y −→M .úÁÄÁÞÁ 8.22 (!). ðÕÓÔØ 
; 
′ ∈ 
(M;x) { ÔÏÞËÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÅÔÅÌØ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÂÉÅË�ÉÀÍÅÖÄÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ:(i) ðÕÔÉ � : [0; 1℄−→ 
(M;x), ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ 
 É 
′.(ii) îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ 	 ÉÚ Ë×ÁÄÒÁÔÁ [0; 1℄× [0; 1℄ × M , �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÅ {1}× [0; 1℄ × x, ÉÔÁËÉÅ, ÞÔÏ 	∣

∣

∣[0;1℄×{0} = 
, 	∣

∣

∣[0;1℄×{1} = 
′.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.9. ðÕÔÉ 
; 
′ ∈ 
(M;x), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 	 : [0; 1℄×[0; 1℄−→MÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏ�ÎÙÍÉ, Á 	 { Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÅÊ ÉÈ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÅÊ.úÁÄÁÞÁ 8.23. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÅÔÅÌØ, ÇÏÍÏÔÏ�ÎÙÈ 
 ∈ 
(M;x) { ÜÔÏ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÌÉÎÅÊÎÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ 
 ∈ 
(M;x).úÁÄÁÞÁ 8.24. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÑ �ÅÔÅÌØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. çÏÍÏÔÏ�ÎÙÅ �ÅÔÌÉ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.10. ðÕÓÔØ (M;x) ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÏÊ ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �ÅÔÅÌØ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ �1(M;x).úÁÄÁÞÁ 8.25 (*). ðÕÓÔØ M ⊂ R
2 { ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ [(0; 1); (0;−1)℄ É ÓÅÇÍÅÎÔÏ× ÏËÒÕÖÎÏ-ÓÔÅÊ ÄÉÁÍÅÔÒÁ 3; 4; 5; : : : , ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ (0; 1) É (0;−1).
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�ïðïìïçéñ 8: æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÅÔÅÌØ íÉÛÁ ÷ÅÒÂÉ�ËÉÊ

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏM ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈M 
(M;x) ÎÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓ×ÑÚÎÏ.úÁÄÁÞÁ 8.26 (*). ðÕÓÔØ (M; d) { ÔÁËÏÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉ Ó×ÑÚÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ Æ > 0 É ÌÀÂÙÈ ÔÏÞÅË x; y ∈ M , d(x; y) < Æ, ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÁÑ,ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ x É y, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ. ðÕÓÔØ �Æ ⊂M ×M { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ x; y ∈M , d(x; y) < Æ. òÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �Æ −→M , ÓÔÁ×ÑÝÅÅ �ÁÒÅ ÔÏÞÅË ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÉÈ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ.õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ {(xi; yi)} { �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÁËÉÈ �ÁÒ, ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ Ë (x; y), Á {zi} { �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÅÒÅÄÉÎ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ. ÷ ÓÉÌÕ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ, Õ {zi} ÅÓÔØ �ÒÅÄÅÌØÎÙÅÔÏÞËÉ É ÎÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×. ìÀÂÁÑ �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ {zi} ÂÕÄÅÔ ÓÅÒÅ-ÄÉÎÏÊ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ x É y. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Õ {zi} ÅÓÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÒÅÄÅÌØÎÁÑÔÏÞËÁ.úÁÄÁÞÁ 8.27 (*). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �Æ ⊗ [0; 1℄ 	
−→ M , ÓÔÁ×ÑÝÅÅ �ÁÒÅ ÔÏÞÅË x; y ∈ M ,d(x; y) = d, É t ∈ [0; 1℄ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÔÏÞËÕ 
x;y ( td), ÇÄÅ 
x;y { ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑx É y (ÅÓÌÉ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, �ÏÌÏÖÉÍ 	(x; y; t) = x). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ É ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÅÊ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ ËÁË �ÒÅÄÅÌÁÓÅÒÅÄÉÎ ÏÔÒÅÚËÏ×, ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÉ×ÏÄÉÌÁÓØ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ èÏ�ÆÁ-òÉÎÏ×Á.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.11. ðÕÓÔØ M { ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ðÕÔØ 
 : [0; 1℄−→M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑËÕÓÏÞÎÏ-ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÔÒÅÚÏË [0; 1℄ ÒÁÚÂÉÔ ÎÁ �ÏÄÏÔÒÅÚËÉ [0; a1℄, [a1; a2℄, : : :, [an; 1℄, ÉÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ× 
 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ d(
(x); 
(y)) = �i|x − y|, ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ�i éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ËÕÓÏÞÎÏ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÊ �ÕÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÌÏÍÁÎÕÀ, ËÁÖÄÙÊ ÏÔÒÅÚÏËËÏÔÏÒÏÊ { ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÁÑ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÙ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ).úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ M { ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × R

n, Ó ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ, ÔÏ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅ-ÓËÉÅ, ËÁË ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ × ÌÉÓÔËÅ 4, ÜÔÏ ÏÔÒÅÚËÉ �ÒÑÍÏÊ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÕÓÏÞÎÏ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ�ÕÔÉ { ÜÔÏ ÌÏÍÁÎÙÅ. �ÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ.úÁÄÁÞÁ 8.28 (*). ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÚÁÄÁÞÉ 8.26, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ 
(M;x) ËÁË ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï(Ó sup-ÍÅÔÒÉËÏÊ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ �ÅÔÌÑ 
 ∈ 
(M;x) ÇÏÍÏÔÏ�ÎÁ ËÕÓÏÞÎÏ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ,�ÒÉÞÅÍ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÀ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ × ÌÀÂÏÊ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ B"(
) ⊂ 
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�ïðïìïçéñ 8: æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÅÔÅÌØ íÉÛÁ ÷ÅÒÂÉ�ËÉÊúÁÄÁÞÁ 8.29 (*). ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ 
(M;x) ÌÏËÁÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ, �1(M;x) { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó×ÑÚÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ 
(M;x).úÁÄÁÞÁ 8.30. ðÕÓÔØ M { ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × R
n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 
(M;x) ÌÏËÁÌØÎÏ ÌÉ-ÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ.õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ �ÅÔÌÀ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÇÏÍÏÔÏ�ÉÒÏ×ÁÔØ (× �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÍÁÌÏÊ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ) × ËÕÓÏÞÎÏ ÌÉÎÅÊÎÕÀ.æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��ÁúÁÄÁÞÁ 8.31. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ �ÅÔÌÉ 
1; 
2 ∈ 
(M;x). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÅÔÌÀ 
1
2 ∈ 
(M;x), ËÏÔÏÒÁÑÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:
1
2(�) = {
1(2�) � ∈ [0; 1=2℄;
2(2�− 1) � ∈ [1=2; 1℄:äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÉ 
1
2 ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ËÌÁÓÓÏ× ÇÏÍÏÔÏ�ÉÉ 
1, 
2: ÅÓÌÉ 
1 ∼ 
′1,
2 ∼ 
′2, ÔÏ 
1
′1 ∼ 
2
′2.úÁÄÁÞÁ 8.32. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (
1
2)
3 ÇÏÍÏÔÏ�ÎÏ 
1(
2
3).úÁÄÁÞÁ 8.33. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ �ÅÔÌÑ 
 ∈ 
(M;x). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 
−1 �ÅÔÌÀ 
−1(x) = 
(1 − x).äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÅÔÌÉ 

−1 É 
−1
 ÇÏÍÏÔÏ�ÎÙ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ �ÅÔÌÅ [0; 1℄−→ x.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÅÔÌÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÇÏÍÏÔÏ�ÎÙ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ �ÅÔÌÅ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏ�ÎÙÍÉ ÎÕ-ÌÀ.úÁÄÁÞÁ 8.34 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ 
1; 
2 −→ 
1
2 ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ �1(M;x) ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÒÕ��Ù.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.12. üÔÁ ÇÒÕ��Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ M .úÁÄÁÞÁ 8.35. ðÕÓÔØ X f

−→ Y { ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, Áx ∈ X { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
(X; x) �f
−→ 
(Y; f(y)); 
 7→ 
 ◦ f:äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �f �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÇÏÍÏÔÏ�ÎÙÅ �ÕÔÉ × ÇÏÍÏÔÏ�ÎÙÅ, É ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎ-ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÇÒÕ��.úÁÄÁÞÁ 8.36. ðÕÓÔØ M { ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Á x; y ∈ M { Ä×Å ÔÏÞ-ËÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï 
(M;x; y) �ÕÔÅÊ [0; 1℄−→M , ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ x É y, Ó ÏÔËÒÙÔÏ-ËÏÍ�ÁËÔÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ. ëÁË É ×ÙÛÅ, �ÕÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏ�ÎÙÍÉ (ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉ ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÙÍÉ) ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ 
(M;x; y). ï�ÒÅÄÅÌÉÍ Ï�Å-ÒÁ�ÉÀ 
(M;x; y)×
(M; y; z)−→ 
(M;x; z), 
1; 
2 7→ 
1
2 ÔÏÊ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ× ÚÁÄÁÞÅ 8.31. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ, É �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÇÏÍÏÔÏ�ÎÙÅ �ÕÔÉ ×ÇÏÍÏÔÏ�ÎÙÅ.�Ï�ÏÌÏÇÉÑ, îíõ, �ÅÒ×ÙÊ ËÕÒÓ { 6 { ÷ÅÓÎÁ 2008, ÌÉÓÔÏË 8, version 1.1, 18.04.2008



�ïðïìïçéñ 8: æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÅÔÅÌØ íÉÛÁ ÷ÅÒÂÉ�ËÉÊúÁÄÁÞÁ 8.37 (!). ðÕÓÔØ x; y ∈ M , Á 
xy[0; 1℄−→M { �ÕÔØ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ x É y. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ
−1xy ÆÏÒÍÕÌÏÊ 
−1xy (�) = 
xy(1 − �): òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 
(M;x)−→ 
(M; y), 
 7→ 
−1xy 

xyÉ 
(M; y)−→ 
(M;x), 
 7→ 
xy

−1xy . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �ÅÒÅ×ÏÄÑÔ ÇÏÍÏÔÏ�ÎÙÅ�ÕÔÉ × ÇÏÍÏÔÏ�ÎÙÅ. ðÕÓÔØ f , g { ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÇÒÕ��ÁÈ.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f É g ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ, É ÉÎÄÕ�ÉÒÕÀÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕ�� �1(M;x) �
xy
−→ �1(M; y).úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ëÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÅÓÌÉ �1(M) ÎÅ ÁÂÅÌÅ×Á, ÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒ-ÆÉÚÍ �1(M;x) ∼= �1(M; y) ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ �ÕÔÉ 
xy. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ËÏÇÄÁ ÚÁ×ÉÓÉ-ÍÏÓÔØ ÏÔ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÅ ×ÁÖÎÁ, ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÇÒÕ��Õ M ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ �ÒÏÓÔÏ �1(M).üÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÅ ×�ÏÌÎÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ.úÁÄÁÞÁ 8.38 (!). ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, �ÕÓÔØ x = y, Á 
xx { ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÕÔØ. äÏ-ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ×ÙÛÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ �1(M;x) �
xx

−→ �1(M;x) ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ 
xx ÔÁË:
 −→ 
xx

−1xx . ïÄÎÏÓ×ÑÚÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Áï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.13. ðÕÓÔØ M { ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏM ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ �ÅÔÌÉ ÎÁ M ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÙ, Ô.Å. ÅÓÌÉ �1(M) = {1}.úÁÄÁÞÁ 8.39. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R
n ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.14. ðÕÓÔØ (M;x) { ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ, Á M ×[0; 1℄ �

−→ M { ÔÁËÏÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÞÔÏ �(M × {1}) = {x}, Á �∣

∣

∣M×{0} ÚÁÄÁÅÔ ÔÏÖÄÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ M =M × {0} × M . �ÏÇÄÁ (M;x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÙÍ. ÷ ÔÁËÏÊÓÉÔÕÁ�ÉÉ, ÇÏ×ÏÒÉÔÓÑ, ÞÔÏ � ÚÁÄÁÅÔ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÀ ÍÅÖÄÕ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ É�ÒÏÅË�ÉÅÊ M −→ {x}.úÁÄÁÞÁ 8.40 (!). ðÕÓÔØ (M;x) ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ É ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉy ∈M �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (M; y) ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÏ.õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØM×[0; 1℄ �
−→ M { ÇÏÍÏÔÏ�ÉÑ ÍÅÖÄÕ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ É �ÒÏÅË-�ÉÅÊ × {x}, Á [1; 0℄ 


−→ M { �ÕÔØ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ x É y. ÷ÏÚØÍÉÔÅM×[0; 1℄ �1
−→M , ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÊ(m; t) × �(m; 2t) ÄÌÑ t ∈ [0; 1=2℄ É (m; t) × 
(2t− 1) ÄÌÑ t ∈ [1=2; 0℄.úÁÄÁÞÁ 8.41. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÏÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÚ Ä×ÕÈ ×ÙÛÅ�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÏÓÔØ (M;x) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ×ÙÂÏÒÁ x. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ �ÒÏÓÔÏ \M ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÏ".úÁÄÁÞÁ 8.42. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏ.úÁÄÁÞÁ 8.43 (!). ðÕÓÔØ V ⊂ R

n { Ú×ÅÚÄÞÁÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (Rn; x), ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÏÅ �ÏÄÍÏ-ÖÅÓÔ×Ï, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ �ÒÑÍÁÑ, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ x ∈ R
n, �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó V �Ï Ó×ÑÚÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ,Á x ∈ V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÏ.�Ï�ÏÌÏÇÉÑ, îíõ, �ÅÒ×ÙÊ ËÕÒÓ { 7 { ÷ÅÓÎÁ 2008, ÌÉÓÔÏË 8, version 1.1, 18.04.2008



�ïðïìïçéñ 8: æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÅÔÅÌØ íÉÛÁ ÷ÅÒÂÉ�ËÉÊúÁÄÁÞÁ 8.44. ðÕÓÔØ V ⊂ R
n { ×Ù�ÕËÌÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÏ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.15. ðÕÓÔØ N ⊂ M { ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï É ÅÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. äÅ-ÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÊ ÒÅÔÒÁË�ÉÅÊ (ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ ÒÅÔÒÁË�ÉÅÊ)M ËN ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅM× [0; 1℄ �

−→ M , ÞÔÏ �(M×{1}) ⊂ N , �ÒÉÞÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁN ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ, Á �∣

∣

∣M×{0} ÚÁÄÁÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ N ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÒÅÔÒÁËÔÏÍ M .úÁÄÁÞÁ 8.45 (!). ðÕÓÔØ N ⊂ M { ÒÅÔÒÁËÔ, n ∈ N { ÔÏÞËÁ × N . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �1(N; n)−→ �1(M;n) { ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.16. ðÕÓÔØ M { ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Á ∼ { ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-ÎÏÓÔÉ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ, ËÁË ×ÓÅÇÄÁ, ÞÅÒÅÚ M= ∼. îÁ M= ∼××ÏÄÉÔÓÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ ÆÁËÔÏÒÁ: ÏÔËÒÙÔÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á M= ∼ - ÜÔÏ ÔÁËÉÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á,�ÒÏÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÙÈ × M ÏÔËÒÙÔ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÎÁ M ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÕ��Á G, ÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ: x ∼ y ÅÓÌÉ ÓÕÛÛ�ÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ g ∈ G, ÞÔÏ g · x = y.æÁËÔÏÒ M �Ï ÜÔÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ M �ÏÄÅÊÓÔ×ÉÀ G, É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ M=G. ëÌÁÓÓÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ G-ÏÒÂÉÔÁÍÉ × M .úÁÄÁÞÁ 8.46. ðÕÓÔØ M { ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ï ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Á {x1; : : : ; xn} ⊂ M É
{y1; : : : ; ym} ⊂ M { Ä×Á ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ× {x1; : : : ; xn} É {y1; : : : ; ym} ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ.úÁÄÁÞÁ 8.47 (!). ðÕÓÔØM { ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ï ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÁG { ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕ��Á,ËÏÔÏÒÁÑ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ M ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÁËÔÏÒ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï M=G Ó ÔÏ�ÏÌÏ-ÇÉÅÊ ÆÁËÔÏÒÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M=G ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ï.õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ x; y { Ä×Å ÔÏÞËÉ, ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ G-ÏÒÂÉÔÅ. îÁÊÄÉÔÅ Õ x, yÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÒÉÍÅÎÉÔÅ 8.46 Ë ÏÒÂÉÔÁÍ Gx, Gy,�ÏÌÕÞÉÔÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U , U ′, É ×ÏÚØÍÉÔÅ ⋂g∈G gU , ⋂g∈G gU ′.úÁÄÁÞÁ 8.48 (*). ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ M ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ï, Á M=G ÎÅÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ï (É ÇÒÕ��Á,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÅ ËÏÎÅÞÎÁ).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.17. ðÕÓÔØ � { ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÇÒÁÆ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ ÄÁÎÎÙÈ ×ÉÄÁ \ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒ-ÛÉÎ" {V}, \ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ" {R}, É Ó×ÅÄÅÎÉÊ Ï ÔÏÍ, ËÁËÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÎ�ÁÍÉ ËÁËÉÈÒÅÂÅÒ.

�Ï�ÏÌÏÇÉÑ, îíõ, �ÅÒ×ÙÊ ËÕÒÓ { 8 { ÷ÅÓÎÁ 2008, ÌÉÓÔÏË 8, version 1.1, 18.04.2008



�ïðïìïçéñ 8: æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÅÔÅÌØ íÉÛÁ ÷ÅÒÂÉ�ËÉÊ

âÏÌÅÅ ÓÔÒÏÇÏ, � ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË �ÁÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔ× V, R É ÓÀÒØÅËÔÉ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ {R}×

{′;∞}
−

−→ {V}. ÷×ÅÄÅÍ ÎÁ {R} × [′;∞℄, ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ:ËÏÎ�Ù Ä×ÕÈ ÒÅÂÅÒ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ �ÒÉÍÙËÁÀÔ Ë ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ×ÅÒÛÉÎÅ. üÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓËÌÅÉ×ÁÅÔ ËÏÎ�Ù ÒÅÂÅÒ, �ÒÉÌÅÇÁÀÝÉÈ Ë ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ×ÅÒÛÉÎÅ. æÁËÔÏÒ {R}×[′;∞℄ �Ï ÜÔÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍÇÒÁÆÁ.úÁÄÁÞÁ 8.49. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÌÀÂÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ï.úÁÄÁÞÁ 8.50. çÒÁÆ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ Ó ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ËÏ-ÎÅÞÎÏÊ �Å�ÏÞËÏÊ ÒÅÂÅÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÌÉÎÅÊÎÏÓ×ÑÚÎÏ.úÁÄÁÞÁ 8.51 (**). ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÇÒÁÆ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÅÒÛÉÎ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÇÒÁÆÅÎÁÊÄÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ, �Ï�ÁÒÎÏ ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ÒÅÂÒÁÍÉ, ÌÉÂÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ, �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ.úÁÄÁÞÁ 8.52 (!). ðÕÓÔØ � { Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ n ×ÅÒÛÉÎ É n − 1 ÒÅÂÒÏ (ÔÁËÏÊ ÇÒÁÆÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÅÒÅ×ÏÍ).
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�ïðïìïçéñ 8: æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÅÔÅÌØ íÉÛÁ ÷ÅÒÂÉ�ËÉÊúÁÄÁÞÁ 8.53 (*). ðÕÓÔØ � { ÔÁËÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ Ó×ÑÚÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ�ÏÄÇÒÁÆ � { ÄÅÒÅ×Ï. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �1(M�) = {1}.úÁÄÁÞÁ 8.54 (*). ðÕÓÔØ Sn { n-ÍÅÒÎÁÑ ÓÆÅÒÁ (n > 1). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Sn ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÁ.õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÕÞÅÎÉÅÍ Ï ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ.îÁËÒÙÔÉÑï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.18. ðÕÓÔØ ~M �
−→ M { ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ, ÅÓÌÉ Õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ÅÓÔØ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ,ÞÔÏ �−1(U) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ U É ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á K, �ÒÉ-ÞÅÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �−1(U) �

−→ U ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÒÏÅË�ÉÅÊ �−1(U) =U ×K −→ U . ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÁËÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÔÓÑ, ÞÔÏ ~M ÎÁËÒÙ×ÁÅÔ M .íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ S1 ËÁË ÆÁËÔÏÒ S1 = R=Z. üÔÏ ÚÁÄÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÇÒÕ��Ï-×ÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÁ S1.úÁÄÁÞÁ 8.55. ðÕÓÔØ n { ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S1 −→ S1,t−→ nt. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÁËÒÙÔÉÅ.úÁÄÁÞÁ 8.56. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ R −→ S1 = R=Z { ÎÁËÒÙÔÉÅ.úÁÄÁÞÁ 8.57. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ R
n −→ (S1)n ÜÔÏ ÎÁËÒÙÔÉÅúÁÄÁÞÁ 8.58. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÁËÔÏÒ Sn −→ Sn={±1} = RP n ÓÆÅÒÙ �Ï �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, ÓÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ (ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á - ÜÔÏ ÔÁËÉÅ, �ÒÏÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔËÒÙÔ). äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÁËÒÙÔÉÅ.úÁÄÁÞÁ 8.59. ðÕÓÔØ ~M �

−→ M { ÎÁËÒÙÔÉÅ, Á ~M ′ ⊂ ~M { �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÔÏÖÅÎÁËÒÙ×ÁÅÔ M . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ~M ′ ÏÔËÒÙÔÏ É ÚÁÍËÎÕÔÏ × ~M .úÁÄÁÞÁ 8.60. ðÕÓÔØ ~M �
−→ M { ÎÁËÒÙÔÉÅ, Á M ÌÏËÁÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ~MÌÏËÁÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ × ~M ÎÁËÒÙ×ÁÅÔM .úÁÄÁÞÁ 8.61 (!). ðÕÓÔØ ~M �

−→ M { ÎÁËÒÙÔÉÅ, Á M ÌÏËÁÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ~M Ó×ÑÚÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.19. ðÕÓÔØ 
 : [a; b℄−→M { ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÕÔØ, Á ~M �
−→ M { ÎÁËÒÙÔÉÅ M .ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~
 : [a; b℄−→ ~M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÄÎÑÔÉÅÍ 
, ÅÓÌÉ ~
 ◦ � = 
.úÁÄÁÞÁ 8.62 (!). ðÕÓÔØ ~M �

−→ M { ÎÁËÒÙÔÉÅ, Á 
 : [a; b℄−→M { �ÕÔØ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ x É y.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ~x ∈ �−1({x}), ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ �ÏÄÎÑÔÉÅ ~
, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅa × ~x.úÁÄÁÞÁ 8.63 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÔÏ�ÎÙÅ �ÕÔÉ �ÏÄÎÉÍÁÀÔÓÑ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏ�ÎÙÈ �ÕÔÅÊ, Á ~
(y) ∈�−1({y}) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÏÍ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÉ 
 × 
(M;x; y) É ÔÏÞËÏÊ ~x.�Ï�ÏÌÏÇÉÑ, îíõ, �ÅÒ×ÙÊ ËÕÒÓ { 10 { ÷ÅÓÎÁ 2008, ÌÉÓÔÏË 8, version 1.1, 18.04.2008



�ïðïìïçéñ 8: æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÅÔÅÌØ íÉÛÁ ÷ÅÒÂÉ�ËÉÊúÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �1(M;x; y) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÇÏÍÏÔÏ�ÉÉ �ÕÔÅÊ ÉÚ x × y. íÙ�ÏÌÕÞÉÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �−1({x})× �1(M;x; y) 	
−→ �−1({y})ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.20. ðÕÓÔØ ~M �

−→ M { ÎÁËÒÙÔÉÅ, Á M ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ~M ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ Ó×ÑÚÎÏ É ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÓÔØ ÂÙÌÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. îÏ ÜÔÏÎÉÞÅÍÕ ÎÅ ÍÅÛÁÅÔ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 8.61 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ~M ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ.úÁÄÁÞÁ 8.64 (!). ðÕÓÔØ ~M �
−→ M { ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ x ∈ M É ~x ∈�−1({x}). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �1(M;x)  

−→ �−1({x}), �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ × 8.63,  (
) = 	(~x; 
).äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÂÉÅË�ÉÑ.úÁÄÁÞÁ 8.65. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �1(S1) = Z.úÁÄÁÞÁ 8.66. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �1((S1)n) = Z
n.úÁÄÁÞÁ 8.67 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ (n > 1) ÉÍÅÅÍ �1(RP n) = Z=2Z.úÁÄÁÞÁ 8.68. îÁÊÄÉÔÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÇÒÕ��Ù ×ÓÅÈ ÂÕË× ÒÕÓÓËÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ, ËÒÏÍÅ \Æ" É\÷" (ÔÏÞÎÅÅ, ÇÒÁÆÏ×, ÓÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÁ ÜÔÉÈ ÂÕË×ÁÈ).úÁÄÁÞÁ 8.69 (*). äÁÎ ËÏÎÅÞÎÙÊ Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ n ÒÅÂÅÒ É n ×ÅÒÛÉÎ. ðÕÓÔØ M { ÅÇÏÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �1(M) = Z.
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