äÌÑ ÚÁÞÅÔÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÓÔËÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÄÁÔØ ŒÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ, ÌÉÂÏ ŒÓÅ ÚÁ- ÄÁÞÉ ÂÅÚ ÚŒÅÚÄÏÞÅË. úÁÄÁÞÉ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ. óÄÁŒÛÉÍ k ÚÁÄÁÞ Ó ÄŒÕÍÑ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÎÅ ÓÄÁŒÁÔØ 2k ÚÁÄÁÞ ÓÏ ÚŒÅÚÄÏÞËÁÍÉ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÌÉÓÔÏÞËÁ. úÁÄÁÞÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ (!), ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÄÁŒÁÔØ ŒÓÅÍ.

ôïðïìïçéñ 8: æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ É ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÐÅÔÅÌØ

ìÉÎÅÊÎÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.1. ðÕÓÔØ M { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÕÔÅÍ Œ M ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ [a; b]^Œ−→ M. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏŒÏÒÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÕÔØ ffi ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ÔÏÞËÉ ffi(a) É ffi(b). M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ M ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉ- ÎÉÔØ ÐÕÔÅÍ [a; b]^Œ−→ M.

úÁÄÁÞÁ 8.1. ðÕÓÔØ a, b, c ÌÅÖÁÔ Œ M, ÐÒÉÞÅÍ a ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÐÕÔÅÍ Ó b, Á b Ó c. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÐÕÔÅÍ Ó c.

úÁÄÁÞÁ 8.2. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ M, ÓÏÄÅÒÖÁ- ÝÉÈ ŒÙÂÒÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ x ∈ M, ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.2. ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ËÁËÕÀ-ÔÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ x, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ M.

úÁÄÁÞÁ 8.3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ⊂ R^2: ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ sin(1=t), ÏÂSSÅÄÉ- ÎÅÎÎÙÊ Ó ÏÔÒÅÚËÏÍ [(0; 1); (0; −1)]. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ X ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÓŒÑÚÎÏ, É ÎÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ 8.4 (*). îÁÊÄÉÔÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ É ÓŒÑÚÎÏÅ ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÉÍÅÀÝÅÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.3. ðÕÓÔØ {M_ff} { ÎÁÂÏÒ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÉÎÄÅËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏÍ A. îÅÓŒÑÚÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ∐ ff∈A M_ff { ÜÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÏÞËÁÍÉ ËÏÔÏÒÏ- ÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÁÒÙ (¸; m) | ¸ ∈ A; m ∈ M_ff, Á ÂÁÚÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ŒÏ ŒÓÅÈ M_ff.

úÁÄÁÞÁ 8.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÓŒÑÚÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÄÉÓËÒÅÔÎÏ. äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ∐ ff∈A M_ff −→ A ÎÁ A Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.4. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÑÚÎÙÍ (ÌÏËÁÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÙÍ), ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ x ∈ M ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÓŒÑÚÎÏÍ (ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏÍ) ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ.

úÁÄÁÞÁ 8.6. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÑÚÎÏ (ÌÏËÁÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ M ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÎÅÓŒÑÚÎÏÇÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÓŒÏÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ (ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ).

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, îíõ, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ { 1 { œÅÓÎÁ 2008, ÌÉÓÔÏË 8, version 1.1, 18.04.2008

úÁÄÁÞÁ 8.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓŒÑÚÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 8.8. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 8.9 (**). ðÕÓÔØ ! { ÐÅÒŒÙÊ ËÏÎÔÉÎÕÁÌØÎÙÊ ÏÒÄÉÎÁÌ, Á ffi : [0; 1] −→ ! { ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÁÑ ÂÉÅËÃÉÑ. ðÕÓÔØ X ⊂ [0; 1] × [0; 1] { ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ x; y ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ffi(x) > ffi(y). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ X ÓŒÑÚÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ X { ÌÉÂÏ ÔÏÞËÉ, ÌÉÂÏ ÓÅÇÍÅÎÔÙ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ X Ó ÌÀÂÙÍ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÐÌÏÔÎÏ. ðÕÓÔØ V ⊂ [0; 1] × [0; 1] { ÓŒÑÚÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅÓÑ Œ X. äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ËÁÖÄÙÍ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. úÎÁÞÉÔ, V ÜÔÏ ÇÒÁÆÉË ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ‚ : [a; b] −→ [0; 1], ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ ffi(‚(a)) < ffi(a). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ.

çÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÁÑ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.5. ðÕÓÔØ M { ÐÏÌÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. îÁÐÏ- ÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ Œ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ [a; b] −→ M, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÍÅÔÒÉ- ËÕ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ M ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉ ÓŒÑÚÎÏ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅ- ÓËÏÊ. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉ ÓŒÑÚÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.6. ðÕÓÔØ M { ÐÏÌÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. çÏŒÏ- ÒÑÔ, ÞÔÏ M ÌÉÐÛÉÃÅŒÏ ÓŒÑÚÎÏ, Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ ìÉÐÛÉÃÁ C ⩾ 1, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ M É ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË x_1 = x; x_2; : : : ; x_n = y, ÞÔÏ d(x_i; x_{i+1}) < ", Á ∑ i d(x_i; x_{i+1}) ⩽ Cd(x; y). éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÔÁŒÉÔØ n ÔÏÞÅË ÍÅÖÄÕ x É y ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÏÔÓÔÏÑÔ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÎÁ ", Á ÄÌÉÎÁ ÌÏÍÁÎÏÊ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ Cd(x; y).

úÁÄÁÞÁ 8.10 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉ ÓŒÑÚÎÏ ⇔ M ÌÉÐ- ÛÉÃÅŒÏ ÓŒÑÚÎÏ, Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ ìÉÐÛÉÃÁ 1.

õËÁÚÁÎÉÅ. üÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ èÏÐÆÁ-òÉÎÏŒÁ.

úÁÄÁÞÁ 8.11 (!). ðÕÓÔØ (M; d) { ÌÉÐÛÉÃÅŒÏ ÓŒÑÚÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ d_h : M × M −→ R ËÁË

lim_{” −→ 0} inf (∑ d(x_i; x_{i+1}) ) ; ÇÄÅ inf ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÔÁËÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍ x_1 = x; x_2; : : : ; x_n = y, ÞÔÏ d(x_i; x_{i+1}) < ". äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ d(x; y) ⩽ d_h(x; y) ⩽ Cd(x; y) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ M. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ d_h { ÍÅÔÒÉËÁ, É ÞÔÏ (M; d) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ (M; d_h).

úÁÄÁÞÁ 8.12 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (í; d_h) ÌÉÐÛÉÃÅŒÏ ÓŒÑÚÎÏÅ, Ó ÌÀÂÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C > 1.

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, îíõ, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ { 2 { œÅÓÎÁ 2008, ÌÉÓÔÏË 8, version 1.1, 18.04.2008

úÁÄÁÞÁ 8.13 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (í; d_h) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ èÏÐÆÁ-òÉÎÏŒÁ (Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏ, ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉ ÓŒÑÚÎÏ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.7. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ [a; b]^Œ−→ M ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ìÉÐ- ÛÉÃÁ, Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C > 0, ÅÓÌÉ d(ffi(x); ffi(y)) ⩽ C|x − y|, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ [a; b]. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÌÉÐÛÉÃÅŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 8.14 (*). ðÕÓÔØ M { ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÏËÁÖÉ- ÔÅ, ÞÔÏ M ÌÉÐÛÉÃÅŒÏ ÓŒÑÚÎÏÅ Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÐÕÔÅÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ìÉÐÛÉÃÁ Ó ÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ d(x; y) ⩽ d_h(x; y) ⩽ Cd(x; y).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ ÌÉÐÛÉÃÅŒÏ ÓŒÑÚÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 8.15. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ S ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, Ó ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ S ÌÉÐÛÉÃÅŒÏ ÓŒÑÚÎÏ, Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ^ß_2 .

úÁÄÁÞÁ 8.16 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ^ß_2 { ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÉÚ ËÏÎÓÔÁÎÔ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÔÁËÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ ÌÉÐÛÉÃÅŒÏ ÓŒÑÚÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 8.17 (**). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ]0; ∞[ −→ R^2, ÚÁÄÁÎÎÏÅ Œ ÐÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÆÕÎËÃÉÅÊ „ = 1=x, r = x (ÜÔÏ ÓÐÉÒÁÌØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÍÁÔÙŒÁÅÔÓÑ ŒÏËÒÕÇ ÎÕÌÑ, Ó ÛÁÇÏÍ^1_{2ßn} ). ðÕÓÔØ X { ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÇÒÁÆÉËÁ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (ÏÎÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÉËÁ É ÎÕÌÑ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ X ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ X ÎÅ ÌÉÐÛÉÃÅŒÏ ÓŒÑÚÎÏ, ËÁËÕÀ ÂÙ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ C ÍÙ ÎÅ ŒÚÑÌÉ.

úÁÄÁÞÁ 8.18 (*). ðÕÓÔØ M { ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁ- ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S_”(x) ÓÆÅÒÕ ÒÁÄÉÕÓÁ " Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ x. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ.

(i) M ÌÉÐÛÉÃÅŒÏ ÓŒÑÚÎÏÅ, Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C

(ii) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ M É ÌÀÂÙÈ r_1; r_2 > 0, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ r_1 +r_2 ⩽ 1, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓÆÅÒÁÍÉ S_{dr1} (x), S_{dr2} (y) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ Cd(1 − r_1 − r_2), ÇÄÅ d = d(x; y).

õËÁÚÁÎÉÅ. þÔÏÂÙ ŒÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÌÉÐÛÉÃÅŒÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ (ii), ÐÒÏŒÅÄÉÔÅ ÞÅÒÅÚ x; y ËÒÉŒÕÀ ìÉÐ- ÛÉÃÁ. éÚ (ii) ÌÉÐÛÉÃÅŒÁ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ x ÄÏ ÓÆÅÒÙ S_{d(1−C}−1_{”)}(y) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ "; ŒÏÚØÍÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ x_2 ÔÏÞËÕ ÓÆÅÒÙ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ ÜÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ (ÞÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÆÅÒÁ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ èÏÐÆÁ-òÉÎÏŒÁ, ËÏÍÐÁËÔÎÁ) É ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÉÎÄÕËÃÉÀ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ èÏÐÆÁ-òÉÎÏŒÁ (Œ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ŒÅÒÓÉÊ) ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓÆÅÒÁÍÉ S_{dr1} (x), S_{dr2} (y) ÒÁŒÎÏ d(1 − r_1 − r_2).

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÅÔÅÌØ

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, îíõ, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ { 3 { œÅÓÎÁ 2008, ÌÉÓÔÏË 8, version 1.1, 18.04.2008

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.8. ðÕÓÔØ (M; x) { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ. òÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ˙(M; x) ÐÕÔÅÊ [0; 1]^Œ−→ M, ffi(0) = ffi(1) = x, Ó ÏÔËÒÙÔÏ-ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ (ÐÒÅÄÂÁÚÁ ÜÔÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ - ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U(K; W ) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ ÚÁÄÁÎÎÙÊ ËÏÍÐÁËÔ K ⊂ [0; 1] Œ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ W ⊂ M). ôÏÇÄÁ ˙(M; x) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÐÅÔÅÌØ ÄÌÑ (M; x).

úÁÄÁÞÁ 8.19 (!). ðÕÓÔØ M ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ˙(M; x) ÔÏÖÅ ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÏ, É ÍÅÔÒÉËÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ d(‚; ‚^′) = sup_{x∈[0;1]} d(‚(x); ‚^′(x)):

úÁÄÁÞÁ 8.20. ðÕÓÔØ (M; x) { ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ, M_0 { ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÓŒÑÚÎÏ- ÓÔÉ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x, Á M_1 { ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ x. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ˙(M; x) = ˙(M_0; x) = ˙(M_1; x).

úÁÄÁÞÁ 8.21. ðÕÓÔØ X; Y { ËÏÍÐÁËÔÙ, Á W - ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ X Œ M, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏ-ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÉÚ Y Œ W É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ X × Y −→ M.

úÁÄÁÞÁ 8.22 (!). ðÕÓÔØ ‚; ‚^′ ∈ ˙(M; x) { ÔÏÞËÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÅÔÅÌØ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ:

(i) ðÕÔÉ ` : [0; 1] −→ ˙(M; x), ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ‚ É ‚^′.

(ii) îÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ¯ ÉÚ ËŒÁÄÒÁÔÁ [0; 1] × [0; 1] Œ M, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÅ {1} × [0; 1] Œ x, É ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ¯ | | |_{[0;1]×{0}} = ‚,¯ | | |_{[0;1]×{1}} = ‚^′.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.9. ðÕÔÉ ‚; ‚^′ ∈ ˙(M; x), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¯ : [0; 1]×[0; 1] −→ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÍÉ, Á ¯ { ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÅÊ ÉÈ ÇÏÍÏÔÏÐÉÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 8.23. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÅÔÅÌØ, ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÈ ‚ ∈ ˙(M; x) { ÜÔÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ‚ ∈ ˙(M; x).

úÁÄÁÞÁ 8.24. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÐÅÔÅÌØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. çÏÍÏÔÏÐÎÙÅ ÐÅÔÌÉ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.10. ðÕÓÔØ (M; x) ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÅÔÅÌØ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ı_1(M; x).

úÁÄÁÞÁ 8.25 (*). ðÕÓÔØ M ⊂ R^2 { ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ [(0; 1); (0; −1)] É ÓÅÇÍÅÎÔÏŒ ÏËÒÕÖÎÏ- ÓÔÅÊ ÄÉÁÍÅÔÒÁ 3; 4; 5; : : : , ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ (0; 1) É (0; −1).

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, îíõ, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ { 4 { œÅÓÎÁ 2008, ÌÉÓÔÏË 8, version 1.1, 18.04.2008

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ M ˙(M; x) ÎÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 8.26 (*). ðÕÓÔØ (M; d) { ÔÁËÏÅ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉ ÓŒÑÚÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ‹ > 0 É ÌÀÂÙÈ ÔÏÞÅË x; y ∈ M, d(x; y) < ‹, ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ x É y, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ. ðÕÓÔØ ´_ffi ⊂ M × M { ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ x; y ∈ M, d(x; y) < ‹. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ´_ffi −→ M, ÓÔÁŒÑÝÅÅ ÐÁÒÅ ÔÏÞÅË ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÉÈ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ {(x_i; y_i)} { ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÁËÉÈ ÐÁÒ, ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ Ë (x; y), Á {z_i} { ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÅÒÅÄÉÎ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ. œ ÓÉÌÕ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ, Õ {z_i} ÅÓÔØ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ É ÎÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ. ìÀÂÁÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ {z_i} ÂÕÄÅÔ ÓÅÒÅ- ÄÉÎÏÊ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ x É y. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Õ {z_i} ÅÓÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ.

úÁÄÁÞÁ 8.27 (*). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ´_ffi ⊗ [0; 1]^¯−→ M, ÓÔÁŒÑÝÅÅ ÐÁÒÅ ÔÏÞÅË x; y ∈ M, d(x; y) = d, É t ∈ [0; 1] Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÔÏÞËÕ ‚_{x;y}

(_t d ) , ÇÄÅ ‚_{x;y} { ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ x É y (ÅÓÌÉ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, ÐÏÌÏÖÉÍ ¯(x; y; t) = x). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ É ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ ËÁË ÐÒÅÄÅÌÁ ÓÅÒÅÄÉÎ ÏÔÒÅÚËÏŒ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉŒÏÄÉÌÁÓØ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ èÏÐÆÁ-òÉÎÏŒÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.11. ðÕÓÔØ M { ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ðÕÔØ ‚ : [0; 1] −→ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÕÓÏÞÎÏ-ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÔÒÅÚÏË [0; 1] ÒÁÚÂÉÔ ÎÁ ÐÏÄÏÔÒÅÚËÉ [0; a_1], [a_1; a_2], : : :, [a_n; 1], É ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ‚ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ d(‚(x); ‚(y)) = –_i|x − y|, ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ –_i

éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ËÕÓÏÞÎÏ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÊ ÐÕÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÌÏÍÁÎÕÀ, ËÁÖÄÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ËÏÔÏÒÏÊ { ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÁÑ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ M { ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^n, Ó ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ, ÔÏ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅ- ÓËÉÅ, ËÁË ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ Œ ÌÉÓÔËÅ 4, ÜÔÏ ÏÔÒÅÚËÉ ÐÒÑÍÏÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÕÓÏÞÎÏ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÅ ÐÕÔÉ { ÜÔÏ ÌÏÍÁÎÙÅ. ôÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 8.28 (*). œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÚÁÄÁÞÉ 8.26, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ˙(M; x) ËÁË ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (Ó sup-ÍÅÔÒÉËÏÊ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÅÔÌÑ ‚ ∈ ˙(M; x) ÇÏÍÏÔÏÐÎÁ ËÕÓÏÞÎÏ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ, ÐÒÉÞÅÍ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ Œ ÌÀÂÏÊ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ B_”(‚) ⊂ ˙(M; x).

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, îíõ, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ { 5 { œÅÓÎÁ 2008, ÌÉÓÔÏË 8, version 1.1, 18.04.2008

úÁÄÁÞÁ 8.29 (*). œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ˙(M; x) ÌÏËÁÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ı_1(M; x) { ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓŒÑÚÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ˙(M; x).

úÁÄÁÞÁ 8.30. ðÕÓÔØ M { ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ˙(M; x) ÌÏËÁÌØÎÏ ÌÉ- ÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ.

õËÁÚÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ÐÅÔÌÀ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÇÏÍÏÔÏÐÉÒÏŒÁÔØ (Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÍÁÌÏÊ "- ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ) Œ ËÕÓÏÞÎÏ ÌÉÎÅÊÎÕÀ.

æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ

úÁÄÁÞÁ 8.31. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÐÅÔÌÉ ‚_1; ‚_2 ∈ ˙(M; x). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÅÔÌÀ ‚_1‚_2 ∈ ˙(M; x), ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

‚_1‚_2(–) = { ‚_1(2–) – ∈ [0; 1=2]; ‚_2(2– − 1) – ∈ [1=2; 1]:

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ‚_1‚_2 ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ËÌÁÓÓÏŒ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ‚_1, ‚_2: ÅÓÌÉ ‚_1 ∼ ‚^′_1, ‚_2 ∼ ‚^′_2, ÔÏ ‚_1‚^′_1 ∼ ‚_2‚^′_2.

úÁÄÁÞÁ 8.32. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (‚_1‚_2)‚_3 ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ‚_1(‚_2‚_3).

úÁÄÁÞÁ 8.33. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÐÅÔÌÑ ‚ ∈ ˙(M; x). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ‚^{−1} ÐÅÔÌÀ ‚^{−1}(x) = ‚(1 − x). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÔÌÉ ‚‚^{−1} É ‚^{−1}‚ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÊ ÐÅÔÌÅ [0; 1] −→ x.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÅÔÌÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÊ ÐÅÔÌÅ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÍÉ ÎÕ- ÌÀ. úÁÄÁÞÁ 8.34 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ‚_1; ‚_2 −→ ‚_1‚_2 ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ ı_1(M; x) ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÒÕÐÐÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.12. üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ M.

úÁÄÁÞÁ 8.35. ðÕÓÔØ X^f−→ Y { ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, Á x ∈ X { ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

˙(X; x)^{»f}−→ ˙(Y; f(y)); ‚ → ‚ ∘ f:

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ »f ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÅ ÐÕÔÉ Œ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÅ, É ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎ- ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÇÒÕÐÐ.

úÁÄÁÞÁ 8.36. ðÕÓÔØ M { ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á x; y ∈ M { ÄŒÅ ÔÏÞ- ËÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ˙(M; x; y) ÐÕÔÅÊ [0; 1] −→ M, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ x É y, Ó ÏÔËÒÙÔÏ- ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ. ëÁË É ŒÙÛÅ, ÐÕÔÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÍÉ (ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÙÍÉ) ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ˙(M; x; y). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅ- ÒÁÃÉÀ ˙(M; x; y) × ˙(M; y; z) −→ ˙(M; x; z), ‚_1; ‚_2 → ‚_1‚_2 ÔÏÊ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Œ ÚÁÄÁÞÅ 8.31. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, É ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÅ ÐÕÔÉ Œ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÅ.

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, îíõ, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ { 6 { œÅÓÎÁ 2008, ÌÉÓÔÏË 8, version 1.1, 18.04.2008

úÁÄÁÞÁ 8.37 (!). ðÕÓÔØ x; y ∈ M, Á ‚_{xy}[0; 1] −→ M { ÐÕÔØ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ x É y. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ‚^{−1}_{xy} ÆÏÒÍÕÌÏÊ ‚^{−1}_{xy} (–) = ‚_{xy}(1 − –): òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˙(M; x) −→ ˙(M; y), ‚ → ‚^{−1}_{xy} ‚‚_{xy} É ˙(M; y) −→ ˙(M; x), ‚ → ‚_{xy}‚‚^{−1}_{xy} . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÅ ÐÕÔÉ Œ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÅ. ðÕÓÔØ f, g { ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÇÒÕÐÐÁÈ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f É g ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ, É ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ ı_1(M; x)^{Œflxy}−→ ı_1(M; y).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ëÁË ŒÉÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÅÓÌÉ ı_1(M) ÎÅ ÁÂÅÌÅŒÁ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ ı_1(M; x) ∼= ı_1(M; y) ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÕÔÉ ‚_{xy}. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ËÏÇÄÁ ÚÁŒÉÓÉ- ÍÏÓÔØ ÏÔ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÅ ŒÁÖÎÁ, ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ M ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÐÒÏÓÔÏ ı_1(M). üÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÅ ŒÐÏÌÎÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 8.38 (!). œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÐÕÓÔØ x = y, Á ‚_{xx} { ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÐÕÔØ. äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ŒÙÛÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ı_1(M; x)^{Œflxx}−→ ı_1(M; x) ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ‚_{xx} ÔÁË: ‚ −→ ‚_{xx}‚‚^{−1}_{xx} .

ïÄÎÏÓŒÑÚÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.13. ðÕÓÔØ M { ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ M ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÐÅÔÌÉ ÎÁ M ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÙ, Ô.Å. ÅÓÌÉ ı_1(M) = {1}.

úÁÄÁÞÁ 8.39. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R^n ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.14. ðÕÓÔØ (M; x) { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ, Á M × [0; 1]^Œ−→ M { ÔÁËÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÞÔÏ ffi(M × {1}) = {x}, Á ffi | | |_{M×{0}} ÚÁÄÁÅÔ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ M = M × {0} Œ M. ôÏÇÄÁ (M; x) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÙÍ. œ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ÇÏŒÏÒÉÔÓÑ, ÞÔÏ ffi ÚÁÄÁÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ ÍÅÖÄÕ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ É ÐÒÏÅËÃÉÅÊ M −→ {x}.

úÁÄÁÞÁ 8.40 (!). ðÕÓÔØ (M; x) ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ É ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ M ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (M; y) ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÏ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ M ×[0; 1]^Œ−→ M { ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÍÅÖÄÕ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ É ÐÒÏÅË- ÃÉÅÊ Œ {x}, Á [1; 0]^fl−→ M { ÐÕÔØ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ x É y. œÏÚØÍÉÔÅ M ×[0; 1]^{Œ1}−→ M, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÊ (m; t) Œ ffi(m; 2t) ÄÌÑ t ∈ [0; 1=2] É (m; t) Œ ‚(2t − 1) ÄÌÑ t ∈ [1=2; 0].

úÁÄÁÞÁ 8.41. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÚ ÄŒÕÈ ŒÙÛÅÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÏÓÔØ (M; x) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ x. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÐÒÏÓÔÏ \M ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÏ".

úÁÄÁÞÁ 8.42. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 8.43 (!). ðÕÓÔØ V ⊂ R^n { ÚŒÅÚÄÞÁÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (R^n; x), ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÏÅ ÐÏÄÍÏ- ÖÅÓÔŒÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ x ∈ R^n, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó V ÐÏ ÓŒÑÚÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ, Á x ∈ V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÏ.

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, îíõ, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ { 7 { œÅÓÎÁ 2008, ÌÉÓÔÏË 8, version 1.1, 18.04.2008

úÁÄÁÞÁ 8.44. ðÕÓÔØ V ⊂ R^n { ŒÙÐÕËÌÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.15. ðÕÓÔØ N ⊂ M { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. äÅ- ÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÏÊ ÒÅÔÒÁËÃÉÅÊ (ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÒÅÔÒÁËÃÉÅÊ) M Ë N ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M ×[0; 1]^Œ−→ M, ÞÔÏ ffi(M ×{1}) ⊂ N, ÐÒÉÞÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁ N ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ, Á ffi | |_{M×{0}} ÚÁÄÁÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ N ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

ÒÅÔÒÁËÔÏÍ M.

úÁÄÁÞÁ 8.45 (!). ðÕÓÔØ N ⊂ M { ÒÅÔÒÁËÔ, n ∈ N { ÔÏÞËÁ Œ N. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ı_1(N; n) −→ ı_1(M; n) { ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.16. ðÕÓÔØ M { ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á ∼ { ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÏÓÔÉ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ, ËÁË ŒÓÅÇÄÁ, ÞÅÒÅÚ M= ∼. îÁ M= ∼ ŒŒÏÄÉÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÆÁËÔÏÒÁ: ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M= ∼ - ÜÔÏ ÔÁËÉÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÐÒÏÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÙÈ Œ M ÏÔËÒÙÔ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÎÁ M ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÇÒÕÐÐÁ G, ÔÏ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ: x ∼ y ÅÓÌÉ ÓÕÛÛÃÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ g ∈ G, ÞÔÏ g · x = y. æÁËÔÏÒ M ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ M ÐÏ ÄÅÊÓÔŒÉÀ G, É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ M=G. ëÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ G-ÏÒÂÉÔÁÍÉ Œ M.

úÁÄÁÞÁ 8.46. ðÕÓÔØ M { ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á {x_1; : : : ; x_n} ⊂ M É {y_1; : : : ; y_m} ⊂ M { ÄŒÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ {x_1; : : : ; x_n} É {y_1; : : : ; y_m} ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ 8.47 (!). ðÕÓÔØ M { ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á G { ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ M ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M=G Ó ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÅÊ ÆÁËÔÏÒÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M=G ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ x; y { ÄŒÅ ÔÏÞËÉ, ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ G-ÏÒÂÉÔÅ. îÁÊÄÉÔÅ Õ x, y ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ G-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔÅ 8.46 Ë ÏÒÂÉÔÁÍ Gx, Gy, ÐÏÌÕÞÉÔÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U, U^′, É ŒÏÚØÍÉÔÅ ⋂ g∈G gU, ⋂ g∈G gU^′.

úÁÄÁÞÁ 8.48 (*). ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ M ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ, Á M=G ÎÅÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ (É ÇÒÕÐÐÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÎÅ ËÏÎÅÞÎÁ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.17. ðÕÓÔØ ` { ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÇÒÁÆ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ ÄÁÎÎÙÈ ŒÉÄÁ \ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅÒ- ÛÉÎ" {V}, \ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÂÅÒ" {R}, É ÓŒÅÄÅÎÉÊ Ï ÔÏÍ, ËÁËÉÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÎÃÁÍÉ ËÁËÉÈ ÒÅÂÅÒ.

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, îíõ, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ { 8 { œÅÓÎÁ 2008, ÌÉÓÔÏË 8, version 1.1, 18.04.2008

âÏÌÅÅ ÓÔÒÏÇÏ, ` ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÐÁÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒ V, R É ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ {R}× {′; ∞}^−−→ {V}. œŒÅÄÅÍ ÎÁ {R} × [′; ∞], ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ: ËÏÎÃÙ ÄŒÕÈ ÒÅÂÅÒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÐÒÉÍÙËÁÀÔ Ë ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ŒÅÒÛÉÎÅ. üÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓËÌÅÉŒÁÅÔ ËÏÎÃÙ ÒÅÂÅÒ, ÐÒÉÌÅÇÁÀÝÉÈ Ë ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ŒÅÒÛÉÎÅ. æÁËÔÏÒ {R}× [′; ∞] ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÇÒÁÆÁ.

úÁÄÁÞÁ 8.49. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÌÀÂÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ.

úÁÄÁÞÁ 8.50. çÒÁÆ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ŒÅÒÛÉÎÁ ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ Ó ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ËÏ- ÎÅÞÎÏÊ ÃÅÐÏÞËÏÊ ÒÅÂÅÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓŒÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 8.51 (**). ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÇÒÁÆ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÅÒÛÉÎ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÇÒÁÆÅ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅÒÛÉÎ, ÐÏÐÁÒÎÏ ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ÒÅÂÒÁÍÉ, ÌÉÂÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅÒÛÉÎ, ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ.

úÁÄÁÞÁ 8.52 (!). ðÕÓÔØ ` { ÓŒÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ n ŒÅÒÛÉÎ É n − 1 ÒÅÂÒÏ (ÔÁËÏÊ ÇÒÁÆ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÒÅŒÏÍ).

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M_` ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÏ.

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, îíõ, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ { 9 { œÅÓÎÁ 2008, ÌÉÓÔÏË 8, version 1.1, 18.04.2008

úÁÄÁÞÁ 8.53 (*). ðÕÓÔØ ` { ÔÁËÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÓŒÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÓŒÑÚÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÏÄÇÒÁÆ ` { ÄÅÒÅŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ı_1(M_`) = {1}.

úÁÄÁÞÁ 8.54 (*). ðÕÓÔØ S^n { n-ÍÅÒÎÁÑ ÓÆÅÒÁ (n > 1). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ S^n ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÕÞÅÎÉÅÍ Ï ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ.

îÁËÒÙÔÉÑ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.18. ðÕÓÔØ ~M^ß−→ M { ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ı ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ, ÅÓÌÉ Õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ÅÓÔØ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U, ÞÔÏ ı^{−1}(U) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ U É ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ K, ÐÒÉ- ÞÅÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ı^{−1}(U)^ß−→ U ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ı^{−1}(U) = U × K −→ U. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÁËÖÅ ÇÏŒÏÒÉÔÓÑ, ÞÔÏ ~M ÎÁËÒÙŒÁÅÔ M.

íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ S^1 ËÁË ÆÁËÔÏÒ S^1 = R=Z. üÔÏ ÚÁÄÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÇÒÕÐÐÏ- ŒÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÁ S^1.

úÁÄÁÞÁ 8.55. ðÕÓÔØ n { ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S^1 −→ S^1, t −→ nt. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÁËÒÙÔÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 8.56. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ R −→ S^1 = R=Z { ÎÁËÒÙÔÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 8.57. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ R^n −→ (S^1)^n ÜÔÏ ÎÁËÒÙÔÉÅ

úÁÄÁÞÁ 8.58. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÁËÔÏÒ S^n −→ S^n={±1} = RP^n ÓÆÅÒÙ ÐÏ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, Ó ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ (ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ - ÜÔÏ ÔÁËÉÅ, ÐÒÏÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔËÒÙÔ). äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÁËÒÙÔÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 8.59. ðÕÓÔØ ~M^ß−→ M { ÎÁËÒÙÔÉÅ, Á ~M^′ ⊂ ~M { ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÔÏÖÅ ÎÁËÒÙŒÁÅÔ M. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ~M^′ ÏÔËÒÙÔÏ É ÚÁÍËÎÕÔÏ Œ ~M.

úÁÄÁÞÁ 8.60. ðÕÓÔØ ~M^ß−→ M { ÎÁËÒÙÔÉÅ, Á M ÌÏËÁÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ~M ÌÏËÁÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ Œ ~M ÎÁËÒÙŒÁÅÔ M. úÁÄÁÞÁ 8.61 (!). ðÕÓÔØ ~M^ß−→ M { ÎÁËÒÙÔÉÅ, Á M ÌÏËÁÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ~M ÓŒÑÚÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.19. ðÕÓÔØ ‚ : [a; b] −→ M { ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÐÕÔØ, Á ~M^ß−→ M { ÎÁËÒÙÔÉÅ M. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~‚ : [a; b] −→ ~M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÎÑÔÉÅÍ ‚, ÅÓÌÉ ~‚ ∘ ı = ‚.

úÁÄÁÞÁ 8.62 (!). ðÕÓÔØ ~M^ß−→ M { ÎÁËÒÙÔÉÅ, Á ‚ : [a; b] −→ M { ÐÕÔØ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ x É y. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ~x ∈ ı^{−1}({x}), ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏÄÎÑÔÉÅ ~‚, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ a Œ ~x.

úÁÄÁÞÁ 8.63 (!). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÅ ÐÕÔÉ ÐÏÄÎÉÍÁÀÔÓÑ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÈ ÐÕÔÅÊ, Á ~‚(y) ∈ ı^{−1}({y}) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÏÍ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ‚ Œ ˙(M; x; y) É ÔÏÞËÏÊ ~x.

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, îíõ, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ { 10 { œÅÓÎÁ 2008, ÌÉÓÔÏË 8, version 1.1, 18.04.2008

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ı_1(M; x; y) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÕÔÅÊ ÉÚ x Œ y. íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ı^{−1}({x}) × ı_1(M; x; y)^¯−→ ı^{−1}({y}) ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.20. ðÕÓÔØ ~M^ß−→ M { ÎÁËÒÙÔÉÅ, Á M ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ~M ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓŒÑÚÎÏ É ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏ. úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÄÎÏÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÂÙÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. îÏ ÜÔÏ ÎÉÞÅÍÕ ÎÅ ÍÅÛÁÅÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 8.61 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ~M ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ. úÁÄÁÞÁ 8.64 (!). ðÕÓÔØ ~M^ß−→ M { ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ x ∈ M É ~x ∈ ı^{−1}({x}). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ı_1(M; x)−→ ı^{−1}({x}), ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ Œ 8.63, (‚) = ¯(~x; ‚). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÂÉÅËÃÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 8.65. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ı_1(S^1) = Z. úÁÄÁÞÁ 8.66. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ı_1((S^1)^n) = Z^n.

úÁÄÁÞÁ 8.67 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ (n > 1) ÉÍÅÅÍ ı_1(RP^n) = Z=2Z.

úÁÄÁÞÁ 8.68. îÁÊÄÉÔÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ŒÓÅÈ ÂÕËŒ ÒÕÓÓËÏÇÏ ÁÌÆÁŒÉÔÁ, ËÒÏÍÅ \Æ" É \œ" (ÔÏÞÎÅÅ, ÇÒÁÆÏŒ, ÓÍÏÄÅÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÎÁ ÜÔÉÈ ÂÕËŒÁÈ).

úÁÄÁÞÁ 8.69 (*). äÁÎ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÓŒÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ n ÒÅÂÅÒ É n ŒÅÒÛÉÎ. ðÕÓÔØ M { ÅÇÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ı_1(M) = Z.

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, îíõ, ÐÅÒŒÙÊ ËÕÒÓ { 11 { œÅÓÎÁ 2008, ÌÉÓÔÏË 8, version 1.1, 18.04.2008