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Äëÿ çà÷åòà ïî êàæäîìó ëèñòêó äîñòàòî÷íî ñäàòü âñå çàäà÷è ñî çâåçäî÷êàìè, ëèáî âñå çàäà÷è
áåç çâåçäî÷åê. Çàäà÷è ñ äâóìÿ çâåçäî÷êàìè ìîæíî íå ñäàâàòü. Ñäàâøèì k çàäà÷ ñ äâóìÿ çâåçäî÷-
êàìè ðàçðåøàåòñÿ íå ñäàâàòü 2k çàäà÷ ñî çâåçäî÷êàìè èç òîãî æå ëèñòî÷êà. Çàäà÷è, îáîçíà÷åííûå
(!), ñëåäóåò ñäàâàòü âñåì.

Òîïîëîãèÿ 9: Íàêðûòèÿ Ãàëóà

Íàóêà î íàêðûòèÿõ Ãàëóà, ïðî êîòîðóþ ðàññêàçûâàåòñÿ â ýòîì ëèñòêå, âåñüìà ïîõîæà íà òåî-
ðèþ Ãàëóà àëãåáðàè÷åñêèõ ðàñøèðåíèé ïîëåé. Ýòî íå ñëó÷àéíî. Â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè
ìåòîäû òîïîëîãèè è äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè ïðèìåíÿþòñÿ ê îáúåêòàì àëãåáðàè÷åñêîé è
òåîðåòèêî-÷èñëîâîé ïðèðîäû.

Ãðîòåíäèê îïðåäåëèë ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîîîáðàçèÿ òàêèì îáðà-
çîì, ÷òî ãðóïïà Ãàëóà è ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà îêàçàëèñü ÷àñò-
íûìè ñëó÷àÿìè áîëåå îáùåé êîíñòðóêöèè. Ïðè èçó÷åíèè íàêðûòèé è ðàñøèðåíèé ïîëåé, à òàêæå
ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû è ãðóïïû Ãàëóà, î÷åíü ïîëåçíî äåðæàòü â ãîëîâå, ÷òî ýòî ïîõîæèå âå-
ùè.

Âñå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà â ýòîì ëèñòêå ïðåäïîëàãàþòñÿ õàóñäîðôîâûìè è ëîêàëüíî
ñâÿçíûìè.

Çàäà÷à 9.1. Ïóñòü M̃
π−→ M � íàêðûòèå, àM1 � ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà M̃ . Äîêàæèòå, ÷òî π(M1)

� ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà â M .

Çàäà÷à 9.2 (!). Ïóñòü M̃
π−→ M � íàêðûòèå, ïðè÷åì M̃ èM ñâÿçíû è íåïóñòû, à π èíúåêòèâíî.

Äîêàæèòå, ÷òî π � ãîìåîìîðôèçì.

Îïðåäåëåíèå 9.1. Ïóñòü M̃
π−→ M , M̃ ′ π′−→ M � íàêðûòèÿ. Ìîðôèçìîì íàêðûòèé íàçû-

âàåòñÿ íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå φ : M̃ −→ M̃ ′, ñîãëàñîâàííîå ñ ïðîåêöèåé â M � èíà÷å ãîâîðÿ,
òàêîå, ÷òî φ ◦ π′ = π. Ìíîæåñòâî ìîðôèçìîâ ìåæäó íàêðûòèÿìè îáîçíà÷àåòñÿ Mor(M̃, M̃ ′).
Èçîìîðôèçìîì íàêðûòèé íàçûâàåòñÿ ìîðôèçì, êîòîðûé îáðàòèì, ïðè÷åì òàêèì îáðàçîì, ÷òî
φ−1 ◦ φ = Id, φ ◦ φ−1 = Id.

Çàäà÷à 9.3 (!). Ïóñòü φ : M̃ −→ M̃ ′ � ìîðôèçì íàêðûòèé. Äîêàæèòå, ÷òî φ : M̃ −→ M̃ ′ �
íàêðûòèå.

Çàäà÷à 9.4. Ïóñòü M̃
π−→ M � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå.

à. Ïóñòü π � íàêðûòèå Äîêàæèòå, ÷òî ó êàæäîé òî÷êè x ∈ M̃ åñòü îêðåñòíîñòü U òàêàÿ, ÷òî
ïðîåêöèÿ π : U −→ π(U) � ãîìåîìîðôèçì.

á. [!] Ïóñòü ó êàæäîé òî÷êè x ∈ M̃ åñòü îêðåñòíîñòü U òàêàÿ, ÷òî ïðîåêöèÿ π : U −→ π(U) �
ãîìåîìîðôèçì. Âñåãäà ëè π � íàêðûòèå?

Çàäà÷à 9.5. Ïóñòü M ëîêàëüíî ñâÿçíî, à M̃
π−→ M � íàêðûòèå. Äîêàæèòå, ÷òî M̃ ëîêàëüíî

ñâÿçíî.

Çàäà÷à 9.6. Ïóñòü M̃
π−→ M , M̃ ′ π′−→ M � íàêðûòèÿ, à M̃ ′∐ M̃ � èõ íåñâÿçíàÿ ñóììà. Äîêà-

æèòå, ÷òî ýòî òîæå íàêðûòèå M .
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Çàäà÷à 9.7. Ïóñòü M ñâÿçíî, à M̃
π−→ M � íàêðûòèå. Äîêàæèòå, ÷òî M̃ ∼=

∐
α∈I M̃α, ãäå {M̃α}

� ìíîæåñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè M̃ , ðàññìîòðåííûõ êàê íàêðûòèÿ M .

Îïðåäåëåíèå 9.2. Ðàñùåïëåíèåì íàêðûòèÿ M̃
π−→ M íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçì M̃ è íàêðû-

òèÿ âèäà M̃ ∼= V ×M , ãäå V � ìíîæåñòâî ñ äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé.

Çàäà÷à 9.8. Ïóñòü M̃
π−→ M � íàêðûòèå ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà M . Äîêàæèòå, ÷òî π ðàñùåï-

ëÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû M̃ èçîìîðôíû M .

Íàêðûòèÿ Ãàëóà

Çàäà÷à 9.9 (!). Ïóñòü M1
π1−→ M , M2

π2−→ M � íàêðûòèÿ. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ïîäìíîæå-
ñòâî â M1 ×M2

M1 ×M M2 := {(m1,m2) ∈M1 ×M2 | π1(m1) = π2(m2)}

Ìû ðàññìàòðèâàåì M1×M M2 êàê òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (ñ òîïîëîãèåé, èíäóöèðîâàííîé
èç M1 ×M2). Äîêàæèòå, ÷òî åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå M1 ×M M2 −→M � ýòî íàêðûòèå.

Îïðåäåëåíèå 9.3. Ïðîñòðàíñòâî M1 ×M M2 âìåñòå ñ åñòåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì â M íàçû-
âàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì íàêðûòèé M1, M2. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèå
ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà íàêðûòèé.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ïîëüçîâàòüñÿ àíàëîãèåé ìåæäó ðàñøèðåíèÿìè ïîëåé è íàêðûòèÿìè, íåñâÿç-
íûå îáúåäèíåíèÿ íàêðûòèé ñîîòâåòñòâóþò ïðÿìîé ñóììå ïîëóïðîñòûõ àðòèíîâûõ êîëåö, à ïðî-
èçâåäåíèÿ - òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèÿì.

Çàäà÷à 9.10. Ïóñòü M1, M2, M3 � íàêðûòèÿ M . Äîêàæèòå, ÷òî ìîðôèçìû èç M3 â M1 ×M2

âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò ïàðàì ìîðôèçìîâ φ1 : M3 −→M1, φ2 : M2 −→M1.

Çàäà÷à 9.11. Ðàññìîòðèì R êàê íàêðûòèå S1. Ñêîëüêî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ó R×S1 R?

Îïðåäåëåíèå 9.4. Ïóñòü M1
φ−→ M2 � ìîðôèçì ìåæäó äâóìÿ íàêðûòèÿìè . Îïðåäåëèì ãðà-

ôèê φ êàê ïîäìíîæåñòâî â M1 ×M M2, ñîñòîÿùåå èç ïàð âèäà (m,φ(m)) äëÿ âñåõ m ∈M1.

Çàäà÷à 9.12 (!). Ïóñòü M1
φ−→ M2 � ìîðôèçì ìåæäó äâóìÿ íàêðûòèÿìè , à Γφ � åãî ãðàôèê.

Äîêàæèòå, ÷òî Γφ îòêðûòî è çàìêíóòî â M1
φ−→ M2.

Çàäà÷à 9.13. Ïóñòü [M̃ : M ] � íàêðûòèå, ïðè÷åì M è M̃ ñâÿçíû (òàêîå íàêðûòèå íàçûâàåòñÿ
ñâÿçíûì). Ïóñòü X ⊂ M̃ ×M M̃ - ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà. Äîêàæèòå, ÷òî X òîãäà è òîëüêî òîãäà
ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì àâòîìîðôèçìà ν : M̃ −→ M̃ , êîãäà ïðîåêöèÿ íà ïåðâóþ êîìïîíåíòó çàäàåò
èçîìîðôèçì X ∼= M̃ .

Çàäà÷à 9.14 (!). Ïóñòü [M̃ : M ] � ñâÿçíîå íàêðûòèå. Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ (ïî ïåðâîìó àðãó-
ìåíòó) M̃ ×M M̃ −→ M̃ êàê íàêðûòèå M̃ . Ïîñòðîéòå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
MorM̃(M̃, M̃ ×M M̃) è ìíîæåñòâîì àâòîìîðôèçìîâ M̃ íàä M .
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Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé.

Îïðåäåëåíèå 9.5. Ïóñòü [M̃ : M ] � íàêðûòèå, ïðè÷åì M è M̃ ñâÿçíû. Òîãäà [M̃ : M ] íàçû-
âàåòñÿ íàêðûòèåì Ãàëóà, åñëè íàêðûòèå M̃ ×M M̃ −→ M̃ ðàñùåïëÿåòñÿ. Â òàêîé ñèòóàöèè
ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ M̃ íàä M íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Ãàëóà íàêðûòèÿ [M̃ : M ] (îáîçíà-
÷àåòñÿ Gal([M̃ : M ])). Èíîãäà ãðóïïà Ãàëóà íàêðûòèÿ íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé ìîíîäðîìèè, à
ïî-àíãëèéñêè � deck transform group (ãðóïïà ïåðåëèñòûâàíèÿ êîëîäû).

Çàäà÷à 9.15 (!). Ïóñòü M ñâÿçíî, à [M̃ : M ] � òàêîå íàêðûòèå Ãàëóà, ÷òî ó êàæäîé òî÷êè M
åñòü ðîâíî n ïðîîáðàçîâ (òàêîå íàêðûòèå íàçûâàåòñÿ n-ëèñòíûì). Äîêàæèòå, ÷òî ó ãðóïïû Ãàëóà
[M̃ : M ] ðîâíî n ýëåìåíòîâ.

Óêàçàíèå. Äîêàæèòå, ÷òî [M̃ ×M M̃ : M̃ ] òîæå n-ëèñòíîå, è âîñïîëüçóéòåñü ïðåäûäóùåé çàäà-
÷åé.

Îïðåäåëåíèå 9.6. Ïóñòü ãðóïïà G äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå S. Äåéñòâèå íàçûâàåòñÿ ñâîáîä-
íûì, åñëè äëÿ ëþáûõ g ∈ G, s ∈ S, s 6= gs, åñëè g 6= 1. Äåéñòâèå íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâíûì,
åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ s1, s2 ∈ S, íàéäåòñÿ g ∈ G òàêîé, ÷òî g(s1) = s2.

Çàäà÷à 9.16. Ïóñòü M̃
π−→ M � íàêðûòèå, à G = AutM(M̃) � åãî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M ñâÿçíî. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ M ãðóïïà G äåéñòâóåò ñâîáîäíî
íà π−1(x).

Çàäà÷à 9.17 (!). Ïóñòü M̃
π−→ M � íàêðûòèå Ãàëóà, à x ∈ M � ëþáàÿ òî÷êà. Äîêàæèòå, ÷òî

Gal([M̃ : M ]) äåéñòâóåò íà π−1(x) ñâîáîäíî è òðàíçèòèâíî.

Óêàçàíèå. Óñòàíîâèòå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó π−1(X) è ìíîæåñòâîì ñâÿçíûõ
êîìïîíåíò M̃ ×M M̃ è ïðèìåíèòå çàäà÷ó 9.14.

Çàäà÷à 9.18 (!). Ïóñòü M̃
π−→ M � íàêðûòèå, à x ∈M � ëþáàÿ òî÷êà. Äîêàæèòå, ÷òî AutM(M̃)

òîãäà è òîëüêî òîãäà òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà π−1(x), êîãäà [M̃ : M ] � íàêðûòèå Ãàëóà.

Çàäà÷à 9.19. Ðàññìîòðèì íàêðûòèå Rn −→ Rn/Zn ∼= (S1)n. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî íàêðûòèå Ãàëóà.

Çàäà÷à 9.20. Çàôèêñèðóåì n ∈ Z Ðàññìîòðèì n-ëèñòíîå íàêðûòèå S1 −→ S1, t 7→ nt. Äîêàæèòå,
÷òî ýòî íàêðûòèå Ãàëóà.

Îïðåäåëåíèå 9.7. Ïóñòü M � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à G � ãðóïïà, äåéñòâóþùàÿ íà
M íåïðåðûâíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî G-îðáèò M/G. Íàïîìíèì (ñì.
ëèñòîê Òîïîëîãèÿ 10), ÷òî íàM/G ñëåäóþùèì îáðàçîì ââîäèòñÿ òîïîëîãèÿ: ïîäìíîæåñòâîM/G
îòêðûòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åñëè åãî ïðîîáðàç â M îòêðûò. Ìíîæåñòâî M/G ñ ýòîé
òîïîëîãèåé íàçûâàåòñÿ ôàêòîðïðîñòðàíñòâîì M ïî äåéñòâèþ G.

Çàäà÷à 9.21 (!). Ïóñòü [M̃ : M ] � íàêðûòèå, à G ⊂ AutM(M̃) äåéñòâóåò íà [M̃ : M ] àâòîìîð-
ôèçìàìè. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî äåéñòâèå ñâîáîäíî, à ôàêòîðïðîñòðàíñòâî M̃/G õàóñäîðôîâî è
íàêðûâàåò M .

Çàìå÷àíèå. Ôàêòîð ïî G èãðàåò â òåîðèè íàêðûòèé Ãàëóà òó æå ðîëü, ÷òî G-èíâàðèàíòû â
òåîðèè ðàñøèðåíèé Ãàëóà.
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Çàäà÷à 9.22 (!). Ïóñòü [M̃ : M ] � íàêðûòèå, à G � åãî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ. Äîêàæèòå, ÷òî
M̃/G èçîìîðôíî M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà [M̃ : M ] � íàêðûòèå Ãàëóà.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü çàäà÷åé 9.18.

Çàäà÷à 9.23. Ïóñòü M1
φ1−→ M2

φ2−→ M3 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàêðûòèé, ïðè÷åì φi ñþðüåê-
òèâíû, à èõ êîìïîçèöèÿ ðàñùåïëÿåòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî φi ðàñùåïëÿþòñÿ.

Â ðàçâèòèå àíàëîãèè ñ òåîðèåé Ãàëóà, íàêðûòèÿ âèäà M̃
π−→ M áóäóò â äàëüíåéøåì îáî-

çíà÷àòüñÿ [M̃ : M ].

Çàäà÷à 9.24 (!). ÏóñòüM1 −→M2 −→M3 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàêðûòèé, ïðè÷åì âñåMi ñâÿç-
íû, à [M1 : M3] � íàêðûòèå Ãàëóà. Äîêàæèòå, ÷òî M1 ×M3 M2 ðàñùåïëÿåòñÿ êàê ðàññëîåíèå íàä
M1.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü çàäà÷åé 9.23, ïðèìåíèâ åå ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

M1 ×M3 M1 −→M1 ×M3 M2 −→M1 ×M3 M3.

Çàäà÷à 9.25 (!). Ïóñòü M1 −→M2 −→M3 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàêðûòèé, ïðè÷åì [M1 : M3] �
íàêðûòèå Ãàëóà. Äîêàæèòå, ÷òî [M1 : M2] � íàêðûòèå Ãàëóà.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü çàäà÷åé 9.23.

Çàäà÷à 9.26. Ïóñòü M1 −→M2 −→M3 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàêðûòèé. Äîêàæèòå, ÷òî

M1 ×M3 M1
∼= M1 ×M2 (M2 ×M3 M2)×M2 M1.

Çàäà÷à 9.27. Âûâåäèòå èç ýòîãî ñëåäóþùåå: åñëè M1 −→M2 −→M3 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà-
êðûòèé, ïðè÷åì [M1 : M2] è [M2 : M3] � íàêðûòèÿ Ãàëóà, òî [M1 : M3] � òîæå íàêðûòèå Ãàëóà.

Çàäà÷à 9.28. Ïóñòü [M̃ : M ] � íàêðûòèå, G � åãî ãðóïïà Ãàëóà, à G′ ⊂ G � åå ïîäãðóïïà.
Ðàññìîòðèì ôàêòîð M̃/G′. Äîêàæèòå, ÷òî [M̃ : M̃/G′] � íàêðûòèå Ãàëóà, ñ ãðóïïîé Ãàëóà G′.

Îïðåäåëåíèå 9.8. Ïóñòü M̃ −→M � íàêðûòèå. Ôàêòîðíàêðûòèåì [M̃ : M ] íàçûâàåòñÿ íà-
êðûòèå M̃ ′ −→M , çàäàííîå âìåñòå ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íàêðûòèé M̃ −→ M̃ ′ −→M , ãäå M̃ −→ M̃ ′

ñþðüåêòèâíî.

Çàäà÷à 9.29 (!). (îñíîâíàÿ òåîðåìà òåîðèè Ãàëóà) Ïóñòü [M̃ : M ] � íàêðûòèå Ãàëóà ñ ãðóïïîé
Ãàëóà G. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâèå, ñîïîñòàâëÿþùåå ïîäãðóïïå G′ ⊂ G ôàêòîðíàêðûòèå [M̃/G′ :
M ]. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ñîîòâåòñòâèå óñòàíàâëèâàåò áèåêöèþ ìåæäó ìíîæåñòâîì ïîäãðóïï è
ìíîæåñòâîì êëàññîâ èçîìîðôèçìà ôàêòîðíàêðûòèé.

Çàäà÷à 9.30. Ïóñòü M1 −→M2 −→M3 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàêðûòèé, ïðè÷åì [M1 : M3] �
íàêðûòèå Ãàëóà. Ðàññìîòðèì åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ

M1 ×M3 M1
Ψ−→ M2 ×M3 M2.

Ïóñòü g ∈ Gal([M1 : M3]), à eg ⊂ M1 ×M3 M1 � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè {(m, g(m))} â M1 ×M3 M1.
Äîêàæèòå, ÷òî g ∈ Gal([M1 : M2]) ⊂ Gal([M1 : M3]) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè ïðîåêöèè â
M2 ×M3 M2 êîìïîíåíòà eg ïåðåõîäèò â äèàãîíàëüíóþ êîìïîíåíòó.
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Çàäà÷à 9.31. Ïóñòü M1 −→M2 −→M3 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàêðûòèé Ãàëóà. Äîêàæèòå, ÷òî
åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ

M1 ×M3 M1
Ψ−→ M2 ×M3 M2.

çàäàåò ñþðüåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì Gal([M1 : M3])
ψ−→ Gal([M2 : M3]). Äîêàæèòå, ÷òî kerψ =

Gal([M1 : M2]).

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî ãðóïïà Ãàëóà Gal([Mi : M3]) îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì
ñâÿçíûõ êîìïîíåíò Mi ×M3 Mi, è ïðèìåíèòå ïðåäûäóùóþ çäà÷ó.

Çàäà÷à 9.32 (!). Ïóñòü M̃ −→M � íàêðûòèå Ãàëóà, à G′ −→ M̃/G′ � áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó ôàêòîðíàêðûòèÿìè è ïîäãðóïïàìè â ãðóïïå Ãàëóà, ïîñòðîåííîå âûøå. Äîêàæèòå, ÷òî G′

ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà [M̃/G′ : M ] � íàêðûòèå Ãàëóà.

Íàêðûòèÿ ëèíåéíî ñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ

Îïðåäåëåíèå 9.9. Ïóñòü M � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ãåîäåçè÷åñêîé â M
íàçûâàåòñÿ òàêîé ïóòü [a, b]

γ−→ M , ÷òî d(γ(x), γ(y)) = |x− y|. Äëèíà ãåîäåçè÷åñêîé � ýòî ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó åå êîíöàìè. Ïóòü íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî ãåîäåçè÷åñêèì, åñëè åãî ìîæíî ðàçáèòü
â îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ãåîäåçè÷åñêèõ ñåãìåíòîâ. Äëèíà êóñî÷íî ãåîäåçè÷åñêîãî ïóòè
îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà äëèí ñîñòàâëÿþùèõ ýòîò ïóòü ãåîäåçè÷åñêèõ îòðåçêîâ. Ìû îáîçíà÷àåì
äëèíó ïóòè γ ÷åðåç |γ|.

Îïðåäåëåíèå 9.10. Ïóñòü Γ � ãðàô, à MΓ � åãî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ìû ãîâîðèì,
÷òî Γ ñâÿçåí, åñëè åãî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñâÿçíî.

Çàäà÷à 9.33 (!). Äîêàæèòå, ÷òî ãðàô ñâÿçåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáûå äâå âåðøèíû
ñîåäèíÿþòñÿ êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ðåáåð. Äîêàæèòå, ÷òî ñâÿçíûé ãðàô ëèíåéíî ñâÿçåí.

Çàäà÷à 9.34 (!). Ïóñòü Γ � ñâÿçíûé ãðàô. Ïî ïîñòðîåíèþ, íà êàæäîì ðåáðå rα ⊂ Mγ ãðàôà
ââåäåíû êîîðäèíàòû, îòîæäåñòâëÿþùèå åãî ñ [0, 1]. Ïóñòü γ � êóñî÷íî ëèíåéíûé ïóòü â ΓM ,

òî åñòü ïóòü, ñîñòàâëåííûé èç êîíå÷íîãî ÷èñëà îòðåçêîâ âèäà [ai, bi]
φi−→ [λi, µi] ⊂ rα, ãäå φi

ëèíåéíà. Îïðåäåëèì |γ| :=
∑
|λi, µi|, êàê ñóììó äëèí âñåõ îòðåçêîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ýòîò ïóòü.

Îïðåäåëèì d(x, y) := inf |γ|, ãäå γ ïðîáåãàåò âñå êóñî÷íî ëèíåéíûå ïóòè, âåäóùèå èç x â y.
Äîêàæèòå, ÷òî d(x, y) çàäàåò ìåòðèêó, è MΓ ãåîäåçè÷åñêè ñâÿçåí.

Îïðåäåëåíèå 9.11. Ýòà ìåòðèêà íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíîé ìåòðèêîé íà òîïîëîãè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå ãðàôà.

Îïðåäåëåíèå 9.12. Ãåîäåçè÷åñêè ñâÿçíîå ìíîãîîáðàçèå M íàçûâàåòñÿ çâåçä÷àòûì, åñëè ëþ-
áûå äâå òî÷êè M ñîåäèíÿþòñÿ åäèíñòâåííîé ãåîäåçè÷åñêîé.

Çàäà÷à 9.35. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî â Rn (ñî ñòàíäàðòíîé ìåòðèêîé)
çâåçä÷àòîå.

Çàäà÷à 9.36 (*). Íàéäèòå íà M = R2 òàêóþ ìåòðèêó, ÷òî ãåîäåçè÷åñêè ñâÿçíî, à èç ëþáîé
òî÷êè â ëþáóþ èäåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ãåîäåçè÷åñêèõ.
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Çàäà÷à 9.37 (*). Ïóñòü Γ � äåðåâî, òî åñòü êîíå÷íûé ñâÿçíûé ãðàô, ó êîòîðîãî n âåðøèí è
n− 1 ðåáðî. Äîêàæèòå, ÷òî MΓ ñî ñòàíäàðòíîé ìåòðèêîé çâåçä÷àòîå.

Çàäà÷à 9.38 (*). Ïóñòü Γ � òàêîé êîíå÷íûé ãðàô, ÷òî ΓM çâåçä÷àòîå. Äîêàæèòå, ÷òî Γ � äåðåâî.

Çàäà÷à 9.39 (!). Ïóñòü M � ëîêàëüíî êîìïàêòíîå, ãåîäåçè÷åñêè ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî, M̃
π−→

M � ñâÿçíîå íàêðûòèå, à x è y � äâå òî÷êè â M̃ . Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Sx,y âñåõ ïóòåé íà
M̃ , ñîåäèíÿþùèõ x è y, ïðîåêöèÿ êîòîðûõ â M êóñî÷íî ãåîäåçè÷íà. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ
ôóíêöèþ íà M̃ × M̃

d̃(x, y) = inf
γ∈Sx,y

|π(γ)|

Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ìåòðèêà. Äîêàæèòå, ÷òî d̃(x, y) > d(π(x), π(y)).

Çàäà÷à 9.40 (*). Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è, äîêàæèòå, ÷òî M̃ ãåîäåçè÷åñêè ñâÿçíî.

Çàäà÷à 9.41. Ïóñòü M � ãåîäåçè÷åñêè ñâÿçíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à M̃ −→M � åãî
íàêðûòèå. Äîêàæèòå, ÷òî ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ïðîîáðàçà ãåîäåçè÷åñêîé � ãåîäåçè÷åñêàÿ â (M̃, d̃).

Óêàçàíèå. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîîáðàç ãåîäåçè÷åñêîé ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé â îêðåñòíîñòè êàæ-
äîé òî÷êè. Çàòåì âîñïîëüçóéòåñü íåðàâåíñòâîì d̃(x, y) > d(π(x), π(y)).

Çàäà÷à 9.42 (!). Ïóñòü (M,d) � çâåçä÷àòîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à M̃
π−→ M � åãî ñâÿç-

íîå íàêðûòèå. Ïóñòü, êðîìå òîãî, x ∈ M̃ � ëþáàÿ òî÷êà, à Ux � ìíîæåñòâî òî÷åê y ∈M , êîòîðûå
ìîæíî ñîåäèíèòü ñ x ãåîäåçè÷åñêîé. Äîêàæèòå, ÷òî Ux îòêðûòî è çàìêíóòî â M̃ , è ÷òî (Ux, d̃)
çâåçä÷àòîå. Âûâåäèòå èç ýòîãî, ÷òî åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ M̃

π−→ M � èçîìåòðèÿ è ãîìåîìîð-
ôèçì.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé.

Çàäà÷à 9.43. Ïóñòü M = [0, 1]× [0, 1] � êâàäðàò, à M̃ −→M � åãî ñâÿçíîå íàêðûòèå. Äîêàæèòå,
÷òî ýòî ãîìåîìîðôèçì.

Çàäà÷à 9.44. Ïóñòü M � ëèíåéíî ñâÿçíîå è îäíîñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî, à M̃
π−→ M � ñâÿçíîå

íàêðûòèå. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ãîìåîìîðôèçì.

Óêàçàíèå. Äîêàæèòå, ÷òî M̃ ëèíåéíî ñâÿçíî. Ïóñòü x, y ∈ π−1(x0) � äâå òî÷êè, à γ̃ � ïóòü,
êîòîðûé èõ ñîåäèíÿåò. Òîãäà γ := π(γ̃) ýòî ïåòëÿ. Ïîñêîëüêó M îäíîñâÿçíî, γ ïðîäîëæàåòñÿ äî
îòîáðàæåíèÿ èç êâàäðàòà â X ⊂ M (äîêàæèòå ýòî). Ðàññìîòðèì ïðîîáðàç ýòîãî êâàäðàòà â M̃ ,
è ïóñòü X̃ êîìïîíåíòà ïðîîáðàçà, êîòîðàÿ ñîäåðæèò γ̃. Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé,
äîêàæèòå, ÷òî X̃

π−→ X ýòî ãîìåîìîðôèçì, è âûâåäèòå èç ýòîãî, ÷òî x = y.

Çàäà÷à 9.45. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è, äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå íàêðûòèåM ðàñùåïëÿåòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 9.13. ÏóñòüM � ëþáîå (íå îáÿçàòåëüíî ëèíåéíî ñâÿçíîå) ñâÿçíîå òîïîëîãè÷åñêîå
ïðåñòðàíñòâî. M íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíûì, åñëè ëþáîå íàêðûòèå M ðàñùåïëÿåòñÿ.

Çàìå÷àíèå. Â ñèëó ïðåäûäóùåé çàäà÷è, ýòî îïðåäåëåíèå ñîãëàñîâàíî ñ îïðåäåëåíèåì îäíîñâÿç-
íîñòè äëÿ ëèíåéíî ñâÿçíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, äàííûì â ëèñòêå Òîïîëîãèÿ 8.
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Îïðåäåëåíèå 9.14. Ïóñòü M ñâÿçíî. Íàêðûòèå M̃ −→M íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì, åñëè
îíî îäíîñâÿçíî.

Çàäà÷à 9.46 (!). à. Äîêàæèòå, ÷òî óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå åñòü íàêðûòèå Ãàëóà.

á. Äîêàæèòå, ÷òî óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

Óêàçàíèå. Ïóñòü M̃ , M̃ ′ � äâà óíèâåðñàëüíûõ íàêðûòèÿ M . Ïîñêîëüêó M̃ ×M M̃ ′ ÿâëÿåòñÿ
íàêðûòèåì M̃ , M̃ ′, îíî ðàñùåïëÿåòñÿ íàä M̃ , M̃ ′. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ëþáàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà
M̃ ×M M̃ ′ èçîìîðôíî ïðîåêòèðóåòñÿ â M̃ , M̃ ′.

Çàäà÷à 9.47. Ïóñòü M1 −→M2 è M2 −→M3 � íàêðûòèÿ,

à. [**] Âåðíî ëè, ÷òî êîìïîçèöèÿ M1 −→M3 � òîæå íàêðûòèå?

á. [!] Ïóñòü ó êàæäîé òî÷êè 3 åñòü îäíîñâÿçíàÿ îêðåñòíîñòü. Äîêàæèòå, ÷òî M1 −→M3 �
íàêðûòèå.

Ñóùåñòâîâàíèå óíèâåðñàëüíîãî íàêðûòèÿ

Çàäà÷à 9.48. Ïóñòü M ëèíåéíî ñâÿçíî, M̃
π−→M � ñâÿçíîå íàêðûòèå, à x ∈M � ëþáàÿ òî÷êà.

Äîêàæèòå, ÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà π−1(x) íå áîëüøå, ÷åì ìîùíîñòü π1(M).

Çàäà÷à 9.49. Äîêàæèòå, ÷òî ìîùíîñòü π−1(x) íå áîëüøå, ÷åì ìîùíîñòü ìíîæåñòâà M [0,1] îòîá-
ðàæåíèé èç [0, 1] â M .

Çàäà÷à 9.50 (*). Ïóñòü M̃
π−→M � ñâÿçíîå íàêðûòèå ñâÿçíîãî M , à x ∈ M ëþáàÿ òî÷êà. Äî-

êàæèòå, ÷òî ìîùíîñòü π−1(x) íå áîëüøå, ÷åì |22S|, ãäå |22S| - ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ïîäìíîæåñòâ
S × S.

Óêàçàíèå. Âûáåðåì x1, x2 ∈ π−1(x). Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ íàáîð òàêèõ ñâÿçíûõ îòêðûòûõ
ìíîæåñòâ {Ũα} ∈ π−1(S), ÷òî Ũα0 ïåðåñåêàåòñÿ ñ îáúåäèíåíèåì âñåõ Ũα, íå ðàâíûõ Uα0 , ïðè÷åì

{x1, x2} = π−1(x) ∩
(⋃

Ũα

)
Ñóæàÿ áàçó S, åñëè íåîáõîäèìî, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî π ðàñùåïëÿåòñÿ íàä π(Uα) äëÿ âñåõ
α. Äîêàæèòå, ÷òî x2 çàäàåòñÿ îäíîçíà÷íî, åñëè çàäàíî x1, {π(Uα)}, è îòìå÷åíî, êàêèå èç Uα
ïåðåñåêàþòñÿ.

Çàäà÷à 9.51. ÏóñòüM ñâÿçíîå, à V � ìíîæåñòâî çàäàííîé íèæå ìîùíîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç R
ìíîæåñòâî âñåõ òîïîëîãèé, çàäàííûõ íà êàêîì-òî ïîäìíîæåñòâå X ⊂M ×V òàêèì îáðàçîì, ÷òî
åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ X −→M ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ñâÿçíîå íàêðûòèå
M èçîìîðôíî êàêîìó-òî ýëåìåíòó R, åñëè

à. M ëèíåéíî ñâÿçíî, à ìîùíîñòü V ðàâíà |M [0,1]|

á. (*) Ìîùíîñòü V ðàâíà |22S|, ãäå S - áàçà òîïîëîãèè â M .
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Çàìå÷àíèå. Ýòà çàäà÷à ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î �ìíîæåñòâå êëàññîâ èçîìîðôèçìà íàêðûòèé�.
Íàïîìíèì, ÷òî íå âñå ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåêòû ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè; òàê, ìíîæåñòâîì íå
ÿâëÿåòñÿ êëàññ âñåõ ìíîæåñòâ. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî êàêîé-òî êëàññ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì, íàäî
îãðàíè÷èòü åãî ìîùíîñòü.

Îïðåäåëåíèå 9.15. Ïóñòü {Mα
πα−→ M} � íàáîð îòîáðàæåíèé íà M , ïðîèíäåêñèðîâàííûé

íàáîðîì èíäåêñîâ I (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íûì, èëè äàæå íåñ÷åòíûì). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ
òàêèõ (mα1 ,mα1 , . . . ) ∈

∏
Mα, ÷òî πα(mα) = m äëÿ êàêîãî-òî m ∈M . Ýòî ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ

ðàññëîåííûì ïðîèçâåäåíèåì {Mα} è îáîçíà÷àåòñÿ
∏

M Mα.

Çàäà÷à 9.52. Ïóñòü M � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à {Mα
πα−→ M} � íàáîð åãî íàêðûòèé.

Ââåäåì íà
∏

M Mα òîïîëîãèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü U ⊂M îòêðûòî, à {Uα ⊂Mα} � íàáîð
îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, íàêðûâàþùèõ U . Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâà âèäà

∏
U Uα ⊂

∏
M Mα çàäàþò

áàçó òîïîëîãèè íà
∏

M Mα. Äîêàæèòå, ÷òî
∏

M Mα õàóñäîðôîâî

à. [*] Âåðíî ëè, ÷òî åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ
∏

M Mα −→M � íàêðûòèå?

á. [!] Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó êàæäîé òî÷êè íàéäåòñÿ îäíîñâÿçíàÿ îêðåñòíîñòü. Äîêàæèòå, ÷òî
åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ

∏
M Mα −→M � íàêðûòèå.

Îïðåäåëåíèå 9.16. Â òàêîé ñèòóàöèè
∏

M Mα íàçûâàåòñÿ ðàññëîåííûì ïðîèçâåäåíèåì Mα

íàä M , ëèáî ïðîñòî ïðîèçâåäåíèåì íàêðûòèé Mα
πα−→ M .

Çàäà÷à 9.53. Ïóñòü âñå íàêðûòèÿ {Mα
πα−→ M} ðàñùåïëÿþòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî

∏
M Mα òîæå

ðàñùåïëÿåòñÿ.

Çàäà÷à 9.54 (!). Ïóñòü {Mα
πα−→ M} � íàêðûòèÿ Ãàëóà. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ êîìïîíåíòà

ñâÿçíîñòè èõ ïðîèçâåäåíèÿ íàä M � òîæå íàêðûòèå Ãàëóà.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü çàäà÷åé 9.53.

Çàäà÷à 9.55. Ïóñòü M̃ � íàêðûòèå M . Ïîñòðîéòå åñòåñòâåííóþ áèåêöèþ ìåæäó ìíîæåñòâàìè
Mor(

∏
M Mα, M̃) è

∏
Mor(Mα, M̃)

Çàäà÷à 9.56 (*). Ïóñòü {Mα
πα−→ M} � ìíîæåñòâî âñåõ íàêðûòèé S1 −→ S1, t−→ nt, ïðîèí-

äåêñèðîâàííûõ n ∈ Z. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà
∏

M Mα èçîìîðôíà R−→ R/Z =
S1.

Çàäà÷à 9.57. Ïóñòü M̃
π−→ M � íàêðûòèå, ïðè÷åì M̃ èM ñâÿçíûå, x ∈M , x1, x2 ∈ π−1(x),W �

êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè M̃×M M̃ , ñîäåðæàùàÿ x1×x2, àW1 � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè M̃×M M̃×M M̃ ,
ñîäåðæàùàÿ x1 × x2 × x2. Äîêàæèòå, ÷òî åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ W1 −→W (çàáûâàíèå òðåòüåãî
àðãóìåíòà) ýòî èçîìîðôèçì.

Çàäà÷à 9.58. Â òàêîé æå ñèòóàöèè, ïóñòü {xα} � íàáîð òî÷åê â π−1(x), ïðîèíäåêñèðîâàííûõ
α ∈ I, W � ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìïîíåíòà â ðàññëîåííîì ïðîèçâåäåíèè

∏
M,I M̃ I êîïèé M̃ , à

W1 - êîìïîíåíòà â
(∏

M,I M̃
)
×M M̃ , ñîäåðæàùàÿ {xα} è x0, ïðè÷åì x0 ∈ {xα}. Äîêàæèòå, ÷òî

åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ W1 −→W ýòî èçîìîðôèçì.
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Çàäà÷à 9.59 (!). Ïóñòü M̃
π−→ M � ñâÿçíîå íàêðûòèå, à x ∈ M . Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå∏

M,{π−1(x)} M̃ M̃ ñ ñîáîé, ïðîèíäåêñèðîâàííîå ìíîæåñòâîì π−1(x), è ïóñòü M̃G � ñâÿçíàÿ êîìïî-

íåíòà â
∏

M,{π−1(x)} M̃ , ñîäåðæàùàÿ ïðîèçâåäåíèå âñåõ xα ∈ {π−1(x)}. Äîêàæèòå, ÷òî M̃G ×M M̃

ðàñùåïëÿåòñÿ íàä M̃G. Äîêàæèòå, ÷òî M̃G −→M � íàêðûòèå Ãàëóà.

Çàìå÷àíèå. Ìû äîêàçàëè, ÷òî ëþáîå íàêðûòèå ÿâëÿåòñÿ ôàêòîð-íàêðûòèåì íàêðûòèÿ Ãàëóà.

Çàäà÷à 9.60. Ïóñòü M � ñâÿçíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, R � ìíîæåñòâî âñåõ êëàññîâ
èçîìîðôèçìà ñâÿçíûõ íàêðûòèé M , {Mα

πα−→ M} � ñîîòâåòñòâóþùèé íàáîð íàêðûòèé, à M̃ ⊂∏
M Mα � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè èõ ïðîèçâåäåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ñâÿçíîãî íàêðû-

òèÿ M̃ ′ −→ M̃ íàéäåòñÿ ñþðüåêòèâíûé ìîðôèçì íàêðûòèé M̃ −→ M̃ ′.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ïðåäûäóùåé çàäà÷åé.

Çàäà÷à 9.61. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è, äîêàæèòå, ÷òî M̃ � íàêðûòèå Ãàëóà.

Çàäà÷à 9.62 (!). Âûâåäèòå èç ýòîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî M̃ −→M , íàêðûòèå M̃ ×M M̃ ′ −→ M̃ ðàñ-
ùåïëÿåòñÿ.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü 9.24.

Çàäà÷à 9.63 (!). Ïóñòü M � ëþáîå ñâÿçíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à M̃ −→M � íàêðû-
òèå Ãàëóà, ïîñòðîåííîå âûøå. Äîêàæèòå, ÷òî M̃ îäíîñâÿçíî.

Çàìå÷àíèå. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ó ëþáîãî ñâÿçíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íàéäåòñÿ óíè-
âåðñàëüíîå íàêðûòèå. Êàê áûëî âûøå äîêàçàíî, óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå åäèíñòâåííî.

Çàäà÷à 9.64 (!). Ïóñòü M ëèíåéíî ñâÿçíî, M̃ � åãî óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå, à Gal([M̃ : M ])
� ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðóïïà Ãàëóà. Äîêàæèòå, ÷òî Gal([M̃ : M ]) èçîìîðôíî ôóíäàìåíòàëüíîé
ãðóïïå M .

Îïðåäåëåíèå 9.17. Ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ
ãðóïïà π1(M) := Gal([M̃ : M ]), ãäå M̃ - óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå.

Îïðåäåëåíèå 9.18. Ïîäãðóïïû G1, G2 ⊂ G íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè, åñëè íàéäåòñÿ òàêîé
g ∈ G, ÷òî G1 ïåðåâîäèòñÿ â G2 àâòîìîðôèçìîì x−→ xg.

Çàäà÷à 9.65 (*). Ïóñòü M1 −→M � íåêîòîðîå íàêðûòèå, à M̃ −→M1 −→M � óíèâåðñàëüíîå
íàêðûòèå. Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó G1 ⊂ Gal([M̃ : M ]) = π1(M), ïîëó÷åííóþ â ðåçóëüòàòå ïðèìå-
íåíèÿ îñíîâíîé òåîðåìû òåîðèè Ãàëóà. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ñîîòâåòñòâèå çàäàåò áèåêöèþ ìåæäó
êëàññàìè èçîìîðôèçìà íàêðûòèé M è êëàññàìè ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï â π1(M).

Çàäà÷à 9.66 (!). Íàéäèòå âñå íàêðûòèÿ îêðóæíîñòè, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà. Ïîñòðîéòå
èõ ÿâíî.

Çàäà÷à 9.67 (*). Ïóñòü M � ñâÿçíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, âñå êîìïîíåíòû ëèíåéíîé
ñâÿçíîñòè êîòîðîãî îäíîñâÿçíû. Ìîæåò ëè îíî èìåòü íåòðèâèàëüíóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó?
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Çàäà÷à 9.68 (*). Ïóñòü B � ìíîæåñòâî ïîëèíîìîâ P (t) = tn + an−1t
n−1 + an−2t

n−2 + · · ·+ a0 íàä
C, ó êîòîðûõ âñå êîðíè ðàçíûå, à B1 � ìíîæåñòâî âñåõ íàáîðîâ (x1, . . . , xn) ∈ Cn ïîïàðíî ðàçëè÷-
íûõ ÷èñåë xi ∈ C. Ââåäåì íà B è B1 åñòåñòâåííóþ òîïîëîãèþ ïîäìíîæåñòâà â Cn. Ðàññìîòðèì
îòîáðàæåíèå B1

π−→ B, (x1, . . . , xn)−→
∏

(t− xi). Äîêàæèòå, ÷òî π � íàêðûòèå Ãàëóà. Íàéäèòå
åãî ãðóïïó Ãàëóà.

Çàäà÷à 9.69 (*). Ïîñòðîéòå ñâÿçíîå íàêðûòèå, êîòîðîå íå áóäåò íàêðûòèåì Ãàëóà.
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