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1 Ââåäåíèå

Ýòà ëåêöèÿ åñòü ïðîäîëæåíèå ðàññêàçà î äîêàçàòåëüñòâå Êàëàáè-ßó, âû-
ëîæåííîãî ñþäà: http://lj.rossia.org/community/ljr-math/14747.html

C2 è C3-îöåíêè â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Êàëàáè-ßó ñ÷èòàþòñÿ áî-
ëåå ýëåìåíòàðíûìè, ÷åì C0-îöåíêè; îò÷àñòè èç-çà ñóùåñòâîâàíèÿ àíà-
ëîãè÷íûõ îöåíîê â ëîêàëüíîì ñëó÷àå ([C]; òàêæå ñì. îáçîð Òðóäèíãåðà
íà ICM-2006 [T] è åãî ðàáîòû ïîñëåäíèõ ëåò). Ðàçóìååòñÿ, äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà C2-îöåíîê èñïîëüçóþòñÿ óæå äîêàçàííûå C0-îöåíêè, íî äàæå
âûâîä C2-îöåíîê èç C0-îöåíîê � òðóäîåìêèé è íåòðèâèàëüíûé.

Â îòëè÷å îò ñèòóàöèè, îïèñàííîé Ñîôèåé ×åí è Òðóäèíãåðîì, C2-
îöåíêè äëÿ ðåøåíèé êîìïëåêñíîãî Ìîíæà-Àìïåðà íåëîêàëüíû, à òðå-
áóþò êîìïàêòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ. Ðàáîòà Ñîôèè ×åí äàåò ëîêàëüíûå
C2-îöåíêè äëÿ ðåøåíèé òàêîãî óðàâíåíèÿ:

F (W (ϕ)) = Ψ.

Çäåñü Ψ � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, ϕ-íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, à F � îòîáðàæåíèå
èç 2-òåíçîðîâ â ôóíêöèè, âûïóêëîå è íåâûðîæäåííîå â òîì æå ñìûñëå,
â êîòîðîì âûïóêëû è íåâûðîæäåííû äåòåðìèíàíò è ôóíäàìåíòàëüíûå
ñèììåòðè÷åñêèå ïîëèíîìû îò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùåé
ìàòðèöû. Âûðàæåíèå W (ϕ) ∈ Λ1M ⊗ Λ1(M) � 2-òåíçîð âèäà

W (ϕ) = D2ϕ + a(x)dϕ ∧ dϕ + b(x)|dϕ|2g + c,

ãäå g � ðèìàíîâà ìåòðèêà, a(x) è b(x) � çàäàííûå ôóíêöèè, à c - òåíçîð. Ê
ñîæàëåíèþ, äëÿ ïðèìåíåíèÿ îöåíîê, âûâåäåííûõ ×åí, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû
b(x) < −ε < 0, à äëÿ êîìïëåêñíîãî Ìîíæà-Àìïåðà a = b = c = 0. Òî æå
óñëîâèå òðåáóåòñÿ â ðàáîòàõ Òðóäèíãåðà ñ ñîàâòîðàìè.
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Âûâîä C2-îöåíîê ïðèâîäèòñÿ â íåñêîëüêèõ ñòàòüÿõ Çáèãíåâà Áëîöêî-
ãî íà åãî ñàéòå 1. Tàì âñå èíòåðåñíî, íî ìíå îêàçàëàñü îñîáåííî ïîëåçíîé
ñòàòüÿ [Bl].

Ëîêàëüíûå C2-îöåíêè ðåøåíèé êîìïëåêñíîãî Ìîíæà-Àìïåðà ïðèâî-
äÿòñÿ â ñòàòüå Øóëüöà [S], ãäå îí âûâîäèò èõ èç C1-îöåíîê. Ïîñêîëüêó
C1-îöåíêè äëÿ ðåøåíèé êîìïëåêñíîãî Ìîíæà-Àìïåðà íà êîìïàêòíîì
ìíîãîîáðàçèè ïîëó÷èòü òðóäíåå, ÷åì C2-îöåíêè, ïðèìåíèòü ýòó ðàáîòó
ê òåîðåìå Êàëàáè-ßó íåëüçÿ. Âïðî÷åì, ïî ìíåíèþ Ñëàâîìèðà Êîëîäçåÿ
(ññûëàþùåãîñÿ íà Áëîöêîãî) ðàáîòà Øóëüöà ñîäåðæèò îøèáêó, êîòîðóþ
äî ñèõ ïîð íèêòî íå èñïðàâèë.

2 C2-îöåíêè

ÒÅÎÐÅÌÀ: (B locki, [Bl]) Ïóñòü (M,ω) � êîìïàêòíîå êýëåðîâî ìíîãî-
îáðàçèå, dimC M = n, à ϕ ∈ C4(M) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ìîíæà-Àìïåðà

(ω + ∂∂ϕ)n = fωn,

ãäå f � ãëàäêàÿ, ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà åñòü êîíñòàíòà C > 0,
çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò M,ω, sup ϕ − inf ϕ, sup f è inf(f/(n − 1)∆ log f)
òàêàÿ, ÷òî ∆ϕ < C âåçäå íà M .

Äëÿ òåîðåìû Êàëàáè-ßó çàâèñèìîñòü îò f íå ñëèøêîì âàæíà, è ìû
íå áóäåì åå îòñëåæèâàòü; âàæíî, ÷òî åñòü êîíñòàíòû, êîòîðûå ÿâíî çà-
âèñÿò îò f è åå ïðîèçâîäíûõ, è îãðàíè÷èâàþò ∆ϕ.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ: Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðèíàäëåæèò Ïîãîðåëî-
âó, êîòîðûé òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èë îöåíêè íà ðåøåíèÿ âåùåñòâåííîãî
óðàâíåíèÿ Ìîíæà-Àìïåðà. Ââåäåì íà M ëîêàëüíî êîìïëåêñíûå êîîðäè-
íàòû; ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè h : M −→ R â ãîëîìîðôíîì íàïðàâëåíèè
îáîçíà÷èì hi, â àíòèãîëîìîðôíîì hi. Ïóñòü

α := log(∆ϕ + n)−Aϕ,

ãäå A � êîíñòàíòà, êîòîðóþ ìû çàäàäèì ïîçæå. Ïóñòü g � êýëåðîâ ïîòåí-
öèàë äëÿ ω (îïðåäåëåííûé ëîêàëüíî), à u = g + ϕ. Òîãäà ∆ϕ + n = ∆u,
ïîýòîìó

αp =
(∆u)p

∆u
−Aϕp,

1http://gamma.im.uj.edu.pl/∼blocki/publ/index.html
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è

αpp =
(∆u)pp

∆u
− |(∆u)p|2

(∆u)2
+ A−Aupp. (2.1)

Âîçüìåì òî÷êó O, ãäå α äîñòèãàåò ìàêñèìóìà. Ìû äîêàæåì, ÷òî â O ∆ϕ
îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé, êîòîðàÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç f è åãî ïðîèçâîäíûå
è êðèâèçíó M . Ïîñêîëüêó ϕ îãðàíè÷åííî â ñèëó C0-îöåíîê, èç ýòîãî
ñëåäóåò C2-îöåíêà. Êîìïàêòíîñòü M íóæíà òîëüêî â ýòîì ìåñòå, âñå
ïîñëåäóþùèå àðãóìåíòû ëîêàëüíû â îêðåñòíîñòè O.

Âûáåðåì ãîëîìîðôíûå êîîðäèíàòû â O òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìåòðè-
êà èìåëà äèàãîíàëüíûé âèä, ñ åäèíèöàìè íà äèàãîíàëè, gijk çàíóëÿëîñü,
à ϕij áûëî äèàãîíàëüíî. Â òî÷êå O ïðîèçâîäíûå ∆u ïî êîîðäèíàòàì
çàïèñûâàþòñÿ òàê:

(∆u)p =
∑

j

ujjp,

(∆u)pp =
∑

j

ujjpp +
∑

j

Rjjppujj , (2.2)

ãäå Rjjpp = −gjjpp � êðèâèçíà. Îáîçíà÷èì çà f̃ ôóíêöèþ f det(gpq) =
det(upq). Òîãäà

(log f̃)j = up,qupqj .

Çäåñü up,q îáîçíà÷àåò áèâåêòîð, ïîëó÷åííûé èç ãåññèàíà upq ïîñðåäñòâîì
èçîìîðôèçìà T 1,0(M) ∼= Λ0,1(M), ïîëó÷åííîãî èç ìåòðèêè. Îòìåòèì,
÷òî â O up,p = u−1

p,p, ïîòîìó ÷òî gij â O � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
Äèôôåðåíöèðóÿ åùå ðàç, ïîëó÷àåì

∆(log f̃)jj = up,qupqjj − up,tus,qupqjustj . (2.3)

Ïîýòîìó
(log f̃)jj = (log f)jj + gp,qgpqjj − gp,tgs,qgpqjgstj .

Ñóììèðóÿ ýòî âûðàæåíèå ïî j, ïîëó÷àåì

∆(log f̃) = ∆(log f) + W1,

ãäåW1 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êðèâèçíó. Âîñïîëüçîâàâøèñü âûðàæåíèåì (2.3)
äëÿ (log f̃)jj , ïîëó÷àåì â O

∑
j,p

uppjj

upp
= ∆(log f) +

∑
j,p,q

|upqj |2

uppuqq
+ W1 (2.4)
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Ïîñêîëüêó ó α â O ìàêñèìóì, αpp 6 0 â O. À êîëü ñêîðî u ïëþðèñóá-
ãàðìîíè÷íî, èìååì 0 > αpp

upp
. Ñóììèðóÿ ïî p è ïðèìåíÿÿ âûðàæåíèå (2.1)

äëÿ αpp, ïîëó÷àåì

0 >
∑

p

αpp

upp
=

1
∆u

[
(∆u)pp

upp
− |(∆u)p|2

upp ·∆u

]
+ A

∑
p

1
upp

− nA. (2.5)

Ðàçíîñòü â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â ïðàâîé ÷àñòè (2.5) ìîæíî îöåíèòü
áîëåå ïðîñòûì âûðàæåíèåì. Â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-
Øâàðöà,

|(∆u)p|2 =

∑
j

ujjp

2

6
∑

j

(ujjp)2 6 ∆u
∑

j

|ujjp|2

ujj

.

Ïîýòîìó âû÷èòàåìîå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

∑
p

|(∆u)p|2

upp ·∆u
6
∑
p,j

|ujjp|2

ujj · upp
6
∑
p,q,j

|upqj |2

uppuqq
(2.6)

×àñòíîå
(∆u)pp

upp
ìîæíî óïðîñòèòü, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé (2.4):

(∆u)pp

upp
=
∑
j,p

ujjpp

upp
=

=
∑
j,p

uppjj

upp
+
∑

j

Rjjpp

ujj

upp
=

=
∑
j,p,q

|upqj |2

uppuqq
+ W2 +

∑
j

Rjjpp

ujj

upp

(2.7)

ãäå W2 çàâèñèò îò f è êðèâèçíû M . Âû÷èòàÿ (2.6) èç (2.7), ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî äëÿ ðàçíîñòè â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â ïðàâîé
÷àñòè (2.5):[

(∆u)pp

upp
− |(∆u)p|2

upp ·∆u

]
>
∑
j,p,q

|upqj |2

uppuqq
+ W2 −

∑
j,p,q

|upqj |2

uppuqq
+
∑
j,p

Rjjpp

ujj

upp

=W2 +
∑
j,p

Rjjpp

ujj

upp
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Ìû ñóùåñòâåííî óïðîñòèëè (2.5):

0 > A
∑

p

1
upp

− nA +
1

∆u
W2 +

1
∆u

∑
j,p

Rjjpp

ujj

upp
(2.8)

Ïîñêîëüêó
∏

upp = f(O), èç íåðàâåíñòâà ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷å-
ñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì ñëåäóåò, äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî
q, ∑

p

1
upp

>
∑
p6=q

1
upp

> n−1

√
(n− 1)uqq

f(O)
.

Âîçâîäÿ â n− 1-þ ñòåïåíü è ñóììèðóÿ ïî q, ïîëó÷àåì(∑
p

1
upp

)n−1

> C1∆u

ãäå C1 = f(O)
n−1 . Ýòî ïîçâîëÿåò îöåíèòü ñóììó

∑
j,p Rjjpp

ujj

upp
(ïîñëåäíèé

÷ëåí ïðàâîé ÷àñòè (2.8)):∣∣∣∣∣∣
∑
j,p

Rjjpp

ujj

upp

∣∣∣∣∣∣ 6 C2

∑
j,p

ujj

upp
6 C2

∑
p

∆u

upp
6 C3(∆u)

n
n−1 ,

ãäå êîíñòàíòà C2 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êðèâèçíó, à C3 ÷åðåç C2 è C1. Ïðè-
ìåíÿÿ ýòî ê (2.8), ïîëó÷àåì

0 > A(C1∆u)
n

n−1 − nA∆u + W2 − C3(∆u)
n

n−1 . (2.9)

Âûáåðåì A äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ÷òîáû B := C1A−C3 > 0 (òóò èñïîëü-

çóåòñÿ, ÷òî C1 = f(O)
n−1 > 0). Òîãäà èç (2.9) ïîëó÷èòñÿ

B(∆u)
n

n−1 6 nA∆u + W2,

÷òî äàåò îöåíêó ñâåðõó íà ∆u.
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