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1 Ââåäåíèå

Òåîðåìà Êàëàáè-ßó ÿâëÿåòñÿ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå "îñíîâíîé òåîðå-
ìîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè", èáî ïðàêòè÷åñêè ëþáîé òðóä ïî ìíîãî-
îáðàçèÿì Êàëàáè-ßó, ãèïåðêýëåðîâûì ëèáî çåðêàëüíîé ñèììåòðèè îñíî-
âûâàåòñÿ íà òåîðåìå Êàëàáè-ßó è åå èñïîëüçóåò. Ïëþñ ê òîìó, åñòåñòâåí-
íî, âñÿ ñòðóííàÿ ôèçèêà.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû íàñåëåíèþ íåïîíÿòíî, åå èñïîëüçóþò
â êà÷åñòâå "÷åðíîãî ÿùèêà"; ëþäåé, ðàçáèðàâøèõ äîêàçàòåëüñòâî öåëè-
êîì, î÷åíü ìàëî. ß ðàññêàæó âêðàòöå, êàê îíî óñòðîåíî, è âîñïðîèçâåäó
ñàìóþ ïðîñòóþ èç íóæíûõ îöåíîê.

Èòàê, ìû èìååì äåëî ñ êîìïàêòíûì êýëåðîâûì ìíîîîáðàçèåì

(M, I, g, ω, ρ),dimCM = n.

Çäåñü I - îïåðàòîð êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû, g ìåòðèêà, ω(x, y) := g(x, Iy)
ýðìèòîâà ôîðìà, à ρ := ΘK êðèâèçíà êàíîíè÷åñêîãî êëàññà, ÿâëÿþùàÿ-
ñÿ (1,1)-ôîðìîé. Êðèâèçíîé Ðè÷÷è ìíîãîîáðàçèÿ M íàçûâàåòñÿ ñèì-
ìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà

√
−1ρ(x, Iy). Îáû÷íîå îïðåäåëåíèå êðèâèçíû Ðè÷÷è

äðóãîå (è áîëåå îáùåå), íî äëÿ êýëåðîâîé ãåîìåòðèè ýòî óäîáíåå.
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M íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Êàëàáè-ßó, åñëè íà íåì çàäàíî
íåâûðîæäåííîå ñå÷åíèå êàíîíè÷åñêîãî êëàññà Ω. Â ýòîì ñëó÷àå, åñòå-
ñòâåííî, ρ êîãîìîëîãè÷íî íóëþ. Åñëè ρ = 0, M íàçûâàåòñÿ Ðè÷÷è-

ïëîñêèì. Ðè÷÷è-ïëîñêèå êýëåðîâû ìåòðèêè íàçûâàþòñÿ ìåòðèêàìè Êà-
ëàáè-ßó.

ÒÅÎÐÅÌÀ 1 (Êàëàáè-ßó) Ïóñòü (M, I, g, ω, ρ,Ω). - ìíîãîîáðàçèå
Êàëàáè-ßó. Òîãäà â êëàññå êîãîìîëîãèé [ω] ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà
ìåòðèêà Êàëàáè-ßó.

Åäèíñòâåííîñòü ìåòðèêè Êàëàáè-ßó áûëà äîêàçàíà Êàëàáè â íà÷àëå
1950-õ, ñóùåñòâîâàíèå - ïðåäëîæåíî Êàëàáè êàê ãèïîòåçà, è äîêàçàíî
ßó â 1976; çà ýòîò ðåçóëüòàò ßó äàëè ðàçëè÷íûå ïðåìèè.

Òà ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà, çà êîòîðóþ îòâå÷àåò Êàëàáè, âåñüìà êðà-
ñèâàÿ. Ñíà÷àëà íàäî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñâîéñòâî ðè÷÷è-ïëîñêîñòè â
òåðìèíàõ óðàâíåíèÿ Ìîíæà-Àìïåðà, ýòî äåëàåòñÿ òàê.

2 Êîìïëåêñíîå óðàâíåíèå Ìîíæà-Àìïåðà

2.1 Òåîðåìà Êàëàáè-ßó è óðàâíåíèå Ìîíæà-Àìïåðà

Çàìåòèì, ÷òî êàíîíè÷åñêèé êëàññ M òðèâèàëèçîâàí ôîðìîé Ω. Â ýòîé
òðèâèàëèçàöèè, ìåòðèêà íà êàíîíè÷åñêîì êëàññå çàïèñûâàåòñÿ òàê:

|Ω|2 =
Ω ∧ Ω
VolM

ãäå VolM - ôîðìà ðèìàíîâà îáúåìà íà M . Ýòî îïðåäåëåíèå ìåòðèêè íà
êàí. êëàññå. Êðèâèçíà êàíîíè÷åñêîãî êëàññà çàïèñûâàåòñÿ, ïî èçâåñòíîé
ôîðìóëå, òàê

ρ = ddc log |Ω|2

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

VolM =
1

2nn!
ωn.

Ïîýòîìó ρ = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ωn

Ω ∧ Ω
= const. (2.1)

Îáîçíà÷èì çà dc "ñêðó÷åííûé äèôôåðåíöèàë äå Ðàìà"−IdI. Äâå ðàçíûå
êýëåðîâû ôîðìû â îäíîì êëàññå êîãîìîëîãèé îòëè÷àþòñÿ íà ddcϕ, ãäå
ϕ ýòî ôóíêöèÿ. Ýòî ñëåäóåò èç èçâåñòíîé "ddc-ëåììû".
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ËÅÌÌÀ (ddc-ëåììà) Åñëè η òî÷íàÿ (p,q)-ôîðìà íà êîìïàêòíîì êýëå-
ðîâîì ìíîãîîáðàçèè, òî η = ddcη′, äëÿ êàêîé-òî (p-1,q-1)-ôîðìû η′.

Ïîýòîìó ðè÷÷è-ïëîñêóþ êýëåðîâó ìåòðèêó ìîæíî èñêàòü â âèäå ω+
ddcϕ. Óðàâíåíèå (2.1) â òàêîé ñèòóàöèè ðàâíîñèëüíî òàêîìó

(ω + ddcϕ)n

ωn
= ef , (2.2)

ãäå ef = Ω∧Ω
ωn .

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ "óðàâíåíèå Ìîíæà-Àìïåðà". Íàïèøåì

MA(ϕ) :=
(ω + ddcϕ)n

ωn
.

Â ñèëó (2.1), ìåòðèêà ω + ddcϕ ÿâëÿåòñÿ Ðè÷÷è-ïëîñêîé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà MA(ϕ) = ef .

Îòìåòèì, ÷òî èç (2.2) ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî (1,1)-ôîðìà ω + ddcϕ ïîëî-
æèòåëüíî îïðåäåëåíà. Äåéñòâèòåëüíî, äåòåðìèíàíò ýòîé ôîðìû ïîëî-
æèòåëåí, çíà÷èò ñèãíàòóðà åå ïîñòîÿííà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â òî÷êå, ãäå
ϕ äîñòèãàåò ìèíèìóìà, (1,1)-forma ddcϕ ïîëîæèòåëüíà, çíà÷èò, ω+ddcϕ
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.

Ïîýòîìó âîò òàêîå óòâåðæäåíèå ðàâíîñèëüíî òåîðåìå Êàëàáè-ßó

ÒÅÎÐÅÌÀ 2. Ïóñòü (M,ω) - êîìïàêòíîå êýëåðîâî ìíîãîîáðàçèå
(íå îáÿçàòåëüíî Êàëàáè-ßó), à f - ëþáàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà M , òàêàÿ,
÷òî ∫

M
efωn =

∫
M
ωn. (2.3)

Òîãäà MA(ϕ) = ef èìååò ðåøåíèå ϕ, ïðè÷åì åäèíñòâåííîå (ñ òî÷íîñòüþ
äî êîíñòàíòû).

Èìåííî åãî è äîêàçûâàþò.

2.2 Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé Ìîíæà-Àìïåðà

Ïóñòü ω1, ω2 - êýëåðîâû ôîðìû, ñîîòâåòñòâóþùèå äâóì ðàçíûì ðåøåíè-
ÿì óðàâíåíèÿ Ìîíæà-Àìïåðà, ωi = ω+ ddcϕi, è ϕ = ϕ1 −ϕ2. Ïîñêîëüêó
ωn

1 = ωn
2 , èìååì

0 = ωn
1 − ωn

2 = (ω1 − ω2) ∧ (ωn−1
1 + ωn−2

1 ∧ ω2 + ωn−3
1 ∧ ω2

2 + ...)

Îáîçíà÷èì (n − 1, n − 1)-ôîðìó â ñêîáêàõ çà P . Ýòî óðàâíåíèå ïåðåïè-
ñûâàåòñÿ êàê

ddcϕ ∧ P = 0.
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Ôîðìà P ïîëîæèòåëüíà; âîñïîëüçîâàâøèñü íåõèòðîé ëèíåéíîé àëãåáðîé,
íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî P = αn−1, ãäå α åñòü ïîëîæèòåëüíàÿ (1, 1)-
ôîðìà. Íî óðàâíåíèå ddcϕ∧ αn−1 = 0 îçíà÷àåò, ÷òî ϕ ãàðìîíè÷íà îòíî-
ñèòåëüíî îïåðàòîðà Ëàïëàñà, ñâÿçàííîãî ñ α. Çíà÷èò, ϕ - êîíñòàíòà.

2.3 Ìåòîä íåïðåðûâíîñòè

ßó äîêàçàë ñâîþ òåîðåìó ïîñðåäñòâîì èçîáðåòåííîãî èì "ìåòîäà íåïðå-
ðûâíîñòè". À äåëàåòñÿ ýòî òàê.

Íàïèøåì óðàâíåíèå ñ ïàðàìåòðîì t ∈ [0, 1],

MA(ϕ) = Ate
tf , (2.4)

ãäå At - âåùåñòâåííàÿ êîíñòàíòà, âûáèðàåìàÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû∫
M ωn =

∫
M Ate

tfωn. Ïðè t = 0 ýòî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå ϕ = 0,
à ïðè t = 1 ïðåâðàùàåòñÿ â èñêîìîå. Îáîçíà÷èì çà S ïîäìíîæåñòâî
[0, 1], ïðè êîòîðîì (2.4) èìååò ðåøåíèå. ßó äîêàçàë, ÷òî S îäíîâðåìåííî
îòêðûò è çàìêíóò, òàêèì îáðàçîì, ñîâïàäàåò ñ [0,1]. Ýòî è íàçûâàåòñÿ
"ìåòîä íåïðåðûâíîñòè".

Îïåðàòîð MA(ϕ) ýëëèïòè÷åñêèé, è åãî ëèíåàðèçàöèÿ ýòî îïåðàòîð
Ëàïëàñà. Ïîýòîìó íà ñîîòâåòñòâóþùåì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâåMA äåé-
ñòâóåò êàê èçîìîðôèçì, â ÷àñòíîñòè, ÿâëÿåòñÿ íàëîæåíèåì. ×òîáû äî-
êàçàòü, ÷òî ðåøåíèå Ìîíæà-Àìïåðà, ïîëó÷åííîå òàêèì îáðàçîì (îáîá-
ùåííîå, ñîîòâåòñòâåííî, âîçìîæíî, îñîáîå) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé,
òðåáóåòñÿ îöåíêà íà ýòî ðåøåíèå è åãî ïðîèçâîäíûå. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî
ïðåäåë ðåøåíèé Ìîíæà-Àìïåðà îïÿòü ðåøåíèå Ìîíæà-Àìïåðà, íóæíî
íå÷òî âðîäå òåîðåìû Àðöåëà-Àñêîëè, òî åñòü ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâ-
íîñòü è îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèé. Äëÿ ýòîãî òîæå íóæíû îöåíêè. Òàêèì
îáðàçîì, òåîðåìà Êàëàáè-ßó âûòåêàåò èç "àïðèîðíûõ îöåíîê"íà ðåøå-
íèÿ è èõ ïðîèçâîäíûå, â òåðìèíàõ M , ω è f .

3 Àïðèîðíûå îöåíêè íà ðåøåíèÿÌîíæà-Àìïåðà

Íàïîìíþ, ÷òî C0-íîðìà íà ñå÷åíèÿõ ðàññëîåíèÿ B ñ ìåòðèêîé íà êîì-
ïàêòíîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè çàäàåòñÿ êàê

|ϕ|C0 = sup |ϕ|.

Åñëè æ íà B çàäàíà ñâÿçíîñòü ∇, ìîæíî âçÿòü åå k-þ ñòåïåíü (ïðèìåíÿÿ
ãäå íàäî ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà), ∇k : B −→ (Λ1)⊗kB. Òîãäà |ϕ|Ck åñòü
C0-íîðìà ∇kϕ,

|ϕ|Ck = sup |∇kϕ|,
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ÒÅÎÐÅÌÀ 3. Â óñëîâèÿõ Òåîðåìû 2, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ - ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ Êàëàáè-ßó, MA(ϕ) = ef , ïðè÷åì

∫
M ϕVolM = 0 (ïîñëåä-

íåå óñëîâèå íóæíî, ïîòîìó ÷òî ϕ îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû).
Òîãäà ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû A0, A2, A3, çàâèñÿùèå îò ω è f , òàêèå, ÷òî
íîðìà ϕ îãðàíè÷åíà ñëåäóþùèì îáðàçîì

|ϕ|C0 < A0, |ϕ|C2 < A2, |ϕ|C3 < A3,

Îöåíêè ýòè äîêàçûâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî: íóëåâàÿ, èç íåå âûâîäèò-
ñÿ âòîðàÿ è òðåòüÿ. Íóëåâàÿ ñàìàÿ òðóäíàÿ, íî êîíöåïòóàëüíî, íàîáîðîò,
íàèáîëåå âíÿòíàÿ. ß ðàññêàæó òîëüêî ïðî íåå.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà ýòîé îöåíêè òàêàÿ.

1. Ïîëó÷àåì L2-îöåíêó íà ϕ.

2. Èç Lp-îöåíêè âûâîäèì Lpµ-îöåíêó, ãäå µ = 2n
2n−1 . Ïî èíäóêöèè ïî-

ëó÷àåì, |ϕ|Lp äëÿ âñåõ p2 îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé, âûðàæàþùåéñÿ
÷åðåç f è ω.

3. Ýòî äàåò îöåíêó íà |ϕ|L∞ . Íî L∞-íîðìà è åñòü C0-íîðìà.

3.1 Ïîëó÷åíèå àïðèîðíîé L2-îöåíêè ðåøåíèéÌîíæà-Àì-

ïåðà

Ïóñòü ω1 = ω + ddcϕ - ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ìîíæà-Àìïåðà ωn
1 = efω.

Òîãäà

(1−ef )ωn = ωn−ωn
1 = ddcϕ∧(ωn−1+ωn−2∧ω1+ωn−3∧ω2

1 +...) = ddcϕ∧P,

ãäå P = αn−1 - (n − 1, n − 1)-ôîðìà, îïðåäåëåííàÿ ÷óòü âûøå. Ïî ïî-
ñòðîåíèþ, ÿñíî, ÷òî α > ω (ò.å. ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ôîðìû α − ω
íåîòðèöàòåëüíû. Ïîýòîìó

Vol(α,M)(dϕ, dϕ)α =
∫

M
dϕ ∧ dcϕ ∧ P

>
∫

M
dϕ ∧ dcϕ ∧ ωn−1 = VolM (dϕ, dϕ)ω

ãäå Vol(α,M) îáîçíà÷àåò ðèìàíîâ îáúåì M , âçÿòûé îòíîñèòåëüíî ýðìè-
òîâîé ôîðìû α. Äîìíîæèâ ôîðìó ω íà êîíñòàíòó, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
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ðèìàíîâ îáúåì VolM ðàâåí 1. Ìû áóäåì ðàáîòàòü â ýòîì ïðåäïîëîæåíèè.
Òîãäà èç âûøåïðèâåäåííîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî∫

M
dϕ ∧ dcϕ ∧ P > |dϕ|2L2 (3.5)

Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé Ñòîêñà, íàïèøåì

0 =
∫

M
d(ϕ ∧ dcϕ ∧ P ) =

∫
ϕddcϕ ∧ P +

∫
M
dϕ ∧ dcϕ ∧ P. (3.6)

Ïîñêîëüêó (1− ef )ωn = ddcϕ ∧ P, èìååì∫
ϕddcϕ ∧ P 6 |ϕ|L1C

ãäå C = sup |1− ef |. Ïîýòîìó (3.6) âëå÷åò

C|ϕ|L1 >
∫

M
dϕ ∧ dcϕ ∧ P > |dϕ|2L2 (3.7)

(ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç (3.5).)
Íàïîìíþ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà:

ËÅÌÌÀ (íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà)
Íà êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè, èìååì

|x|Lp |y|Lp > |xy|Lr ,

åñëè r = pq
p+q , è r, p, q > 0.

Ïîäñòàâëÿÿ y = 1, ïîëó÷àåì

|x|Lp(VolM )1/p > |x|Lr

Ïîñêîëüêó VolM = 1, ýòî íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî |x|Lp íåóáûâàåò êàê
ôóíêöèÿ p. Â ÷àñòíîñòè,

|ϕ|L1 6 |ϕ|L2 .

Òàêæå èìååì |dϕ|L2 6 λ−1|ϕ|L2 , ãäå λ - íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
ëàïëàñèàíà íà ôóíêöèÿõ. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â (3.7), ïîëó÷àåì

Cλ−1|ϕ|L2 > |ϕ|2L2 .

ò.å. |ϕ|L2 6 Cλ−1. L2-îöåíêà ïîëó÷åíà.
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3.2 Âûâåäåíèå Lpµ-îöåíêè èç Lp-îöåíêè

Õî÷ó îòìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ|ϕ|p−1 îïðåäåëåíà äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåí-
íîãî p, è åå äèôôåðåíöèàë ðàâåí

d(ϕ|ϕ|p−1) = (p− 1)|ϕ|p−2dϕ

Èìååì

0 =
∫

M
d(ϕ|ϕ|p−1 ∧ dcϕ ∧ P )

=
∫

M
ϕ|ϕ|p−1ddcϕ ∧ P + (p− 1)

∫
M
|ϕ|p−2dϕ ∧ dcϕ ∧ P.

(3.8)

Ïîëüçóÿñü (1 − ef )ωn = ddcϕ ∧ P, ïîëó÷àåì, ÷òî ïåðâûé ÷ëåí ñëåâà îò
ðàâåíñòâà (3.8) îöåíèâàåòñÿ êàê∫

M
ϕ|ϕ|p−1ddcϕ ∧ P 6 C|ϕ|p−1

Lp−1 (3.9)

Òàêæå èìååì∫
M
|ϕ|p−2dϕ ∧ dcϕ ∧ P =

4
p2

∫
M
d(|ϕ|p/2) ∧ dc(|ϕ|p/2) ∧ P.

Ðàññóæäåíèå, àíàëîãè÷íîå ïðèâåäåííîìó âûøå, äàåò∫
M
|ϕ|p−2dϕ ∧ dcϕ ∧ P > |d(|ϕ|p/2)|2L2 .

Ñðàâíèâàÿ ýòî ñ (3.9), ïîëó÷àåì

C|ϕ|p−1
Lp−1 >

4(p− 1)
p2

|d(|ϕ|p/2)|2L2 .

Ýòî îáîáùåíèå àíàëîãè÷íîãî íåðàâåíñòâà, ïîëó÷åííîãî ïðè âûâîäå L2-
îöåíêè. Â ïðåäëîïîæåíèè p > 2, êîíñòàíò ñïðàâà îò íåðàâåíñòâà ìîæíî
óïðîñòèòü, èáî îíà ìåíüøå 1/p. Ïîýòîìó

Cp|ϕ|p−1
Lp−1 > |d(|ϕ|p/2)|2L2 . (3.10)

Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé Ñîáîëåâà

ËÅÌÌÀ (Ñîáîëåâ).
Ïóñòü ψ - ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ íà m-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè, µ := m

m−1 . Òîãäà

|ψ|2L2µ 6 const(|dψ|2L2 + |ψ|2L2)
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Äîêàçàòåëüñòâî:

Åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâ

L2
1(M)−→ L2µ

íåïðåðûâíî.

Òåïåðü, èç (3.10) ñðàçó âûòåêàåò

Cp|ϕ|p−1
Lp−1 > |ϕ|pLµp − |ϕ|pLp

Íóæíàÿ íàì ôîðìà íåðàâåíñòâà òàêàÿ

|ϕ|pLµp 6 |ϕ|pLp + Cp|ϕ|p−1
Lp−1. (3.11)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ R(p) := |ϕ|pLp . Ýòà ôóíêöèÿ íåóáûâàåò, ÷òî ëåãêî
âèäåòü èç íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà (ìû ïðåäïîëàãàåì

∫
M VolM = 1). Òîãäà

íåðàâåíñòâî (3.11) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

R(µp) 6 (CpR(p− 1) +R(p))µ. (3.12)

Íàì íóæíà îöåíêà íà R(p)1/p. Èç (3.12) ïîëó÷àåì, ÷òî

R(µp) 6 (CpR(p))µ. (3.13)

Ïóñòü x = log p, è R1(x) = logR(ex). Íåðàâåíñòâî (3.13) ïåðåïèñûâàåòñÿ
â âèäå

R1(v + x) 6 C + µ(x+R1(x)),

ãäå v = logµ. Ýòî ðåêóðñèâíîå íåðàâåíñòâî ãàðàíòèðóåò, ÷òî R1 ðàñòåò
íå áûñòðåå, ÷åì ýêñïîíåíöèàëüíî

R1(kv) 6 µkC1

ãäå C1 > max(Cµ, 3vµ). Èíà÷å ãîâîðÿ,

R1(x) 6 constµx,

Ïîëó÷àåì
R(p) 6 exp(C1µ

log p) = exp(C1p)

ãäå êîíñòàíòà C1 çàâèñèò òîëüêî îò ãåîìåòðèè M è f . Èç ýòîãî íåìåä-
ëåííî ïîëó÷àåì îöåíêó íà |ϕ|Lp = R(p)1/p. Çíà÷èò, |ϕ|Lp îãðàíè÷åííî
óíèâåðñàëüíîé êîíñòàíòîé äëÿ âñåõ p. Òàêèå ôóíêöèè, êàê ëåãêî âèäåòü,
îãðàíè÷åíû òîé æå ñàìîé êîíñòàíòîé, èáî

lim
p−→∞

|ϕ|Lp = sup |ϕ|.

Ìû äîêàçàëè C0-îöåíêó.
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4 Òåîðåìà Îáàíà-Êàëàáè-ßó

4.1 Ìåòðèêè Êýëåðà-Ýéíøòåéíà

Ðàññóæäåíèÿ Êàëàáè è ßó îò÷àñòè îáîáùàþòñÿ äëÿ ìíîãîîáðàçèé ñ
íåíóëåâûì êàíîíè÷åñêèì êëàññîì. Ïóñòü çàäàíî êýëåðîâî ìíîãîîáðàçèå

(M, I, g, ω, ρ),dimCM = n.

ρ îáîçíà÷àåò êðèâèçíó êàíîíè÷åñêîãî êëàññà, òî åñòü ôîðìó, ïðåäñòàâëÿ-
þùóþ c1(M). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êëàññ êîãîìîëîãèé ω ïðîïîðöèîíàëåí
c1(M): ε[ω] = [ρ]. Â ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèé Êàëàáè-ßó, ýòà êîíñòàíòà ðàâ-
íà 0. Ìåòðèêà ω íàçûâàåòñÿ ìåòðèêîé Êýëåðà-Ýéíøòåéíà, åñëè ýòî
ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì:

εω = ρ

Åñëè êîíñòàíòà ε íåîòðèöàòåëüíàÿ, ìåòðèêà Êýëåðà-Ýéíøòåéíà ñóùå-
ñòâóåò è åäèíñòâåííà â äàííîì êëàññå êîãîìîëîãèé [ω], ïðè óñëîâèè
ε[ω] = [ρ]. Ýòî îáîáùåíèå òåîðåìû Êàëàáè-ßó íàçûâàåòñÿ òåîðåìà Îáà-
íà-Êàëàáè-ßó, åå äîêàçàëè ßó è Îáàí (Aubin) ÷åðåç íåñêîëüêî ëåò
ïîñëå òîãî, êàê ßó äîêàçàë ýòî æå óòâåðæäåíèå äëÿ ε = 0. Äëÿ îòðèöà-
òåëüíîãî ε çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ íåâåðîÿòíî òðóäíîé - ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
Îáàíà-Êàëàáè-ßó ìîæåò íå áûòü, èëè èõ ìîæåò áûòü íåñêîëüêî. Ýòî
áûëî èçâåñòíî åùå Êàëàáè.

Ìíîãîîáðàçèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå ε[ω] = [ρ] ñ ïîëîæèòåëüíîé êîí-
ñòàíòîé - ìíîãîîáðàçèÿ îáùåãî òèïà (êàíîíè÷åñêèé êëàññ îáèëåí), äëÿ
îòðèöàòåëüíîé êîíñòàíòû îíè íàçûâàþòñÿ íîãîîáðàçèÿìè Ôàíî (îáè-
ëåí àíòèêàíîíè÷åñêèé êëàññ). Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ìåòðèê Êýëåðà-Ýéí-
øòåéíà íà ìíîãîîáðàçèÿõ Ôàíî îêàçàëàñü ÷ðåçâû÷àéíî âàæíà â àëãåáðà-
è÷åñêîé ãåîìåòðèè, èáî ñâîäèòñÿ ê âîïðîñàì ñòàáèëüíîñòè ìíîãîîáðàçèé
â èõ ïðîñòðàíñòâàõ ìîäóëåé. Ñåé÷àñ ýòîé íàóêîé çàíèìàþòñÿ î÷åíü ìíî-
ãî íàðîäó (Äîíàëüäñîí, Òèàí, Ìàáó÷è etc).

Ïóñòü ω1 = ω + ddcu - äðóãàÿ ìåòðèêà â òîì æå êëàññå êîãîìîëîãèé.
Ïîñêîëüêó êðèâèçíà ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìîäóëü ãî-
ëîìîðôíîãî âåêòîðà êàê ρ = log |v|2, êðèâèçíà êàíîíè÷åñêîãî êëàññà â
ìåòðèêå ω1 áóäåò çàïèñûâàòüñÿ êàê

ρ1 = ρ− ddc logMA(u),

ãäå MA(u) = (ω+ddcu)n

ωn . Çàïèøåì ρ + ddcf = εω. Òåïåðü óðàâíåíèå
Êýëåðà-Ýéíøòåéíà ω1 = ερ1 ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê

ddcf +−ddc logMA(u)) = εddcu.
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Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ddc íà ôóíêöèÿõ èíúåêòèâíî (ïî ìîäóëþ êîíñòàíò),
ýòî óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî êàê

logMA(u)) + εu = f + const .

Ýòî óðàâíåíèå (f äàíî, u íåèçâåñòíàÿ) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå Îáàíà-
Êàëàáè-ßó; êîãäà ε = 0, îíî ïðåâðàùàåòñÿ â óðàâíåíèå Ìîíæà-Àìïåðà.
Êàê è óðàâíåíèå Ìîíæà-Àìïåðà, óðàâíåíèå Îáàíà-Êàëàáè-ßó èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå íà ëþáîì êýëåðîâîì ìíîãîîáðàçèè, áåç îãðàíè-
÷åíèé íà êàíîíè÷åñêèé êëàññ.

4.2 Óðàâíåíèå Îáàíà-Êàëàáè-ßó

Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé Îáàíà-Êàëàáè-ßó è C0-îöåíêè äëÿ ε > 0 ïðî-
ùå, ÷åì ïðè ε = 0, à äëÿ ε < 0 îíè ãîðàçäî òðóäíåå.

ÒÅÎÐÅÌÀ Ïóñòü (M,ω) - êîìïàêòíîå êýëåðîâî ìíîãîîáðàçèå, f
ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, ε - ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííîå u òàêîå, ÷òî

logMA(u)) + εu = f. (4.14)

ãäå MA(u) = (ω+ddcu)n

ωn .
ß äîêàæó åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé è C0-îöåíêè.
C0-îöåíêè íà u ýëåìåíòàðíûå. Ðàññìîòðèì òî÷êó x0, ãäå ó u ìàêñè-

ìóì. Â ýòîé òî÷êå ôîðìà ddcu îòðèöàòåëüíà, ñëåäîâàòåëüíî,MA(u) 6 1.
Ïîñêîëüêó

εu(x) = logMA(u))(x) + f(x) 6 f(x),

èìååì εu > sup f . Àíàëîãè÷íî, εu 6 sup f . Òî åñòü ìèíèìóì u è ìàêñè-
ìóì u îãðàíè÷åííû êîíñòàíòàìè, çàâèñÿùèìè òîëüêî îò f è ε.

Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé òîæå ëåãêî âèäåòü. Åñëè u1, u2 ðåøåíèÿ
(4.14), u := u1 − u2, òî

logMA(u1)− logMA(u2) = log
(ω2 + ddcu)n

ωn
2

,

ãäå ω2 = ω + ddcu2. Ïîýòîìó èìååì

log
(ω2 + ddcu)n

ωn
2

+ εu = 0. (4.15)

Â ñèëó òîãî æå ñàìîãî àðãóìåíòà, â òî÷êå ìàêñèìóìà u ω2 + ddcu 6 ω2,
ïåðâûé ÷ëåí â (4.15) îòðèöàòåëüíûé, è εu íåïîëîæèòåëåí. Àíàëîãè÷íî,
â òî÷êå ìèíèìóìà u íåîòðèöàòåëåí. Ïîýòîìó u = 0.
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