þÉÓÌÁ œÉÒÔÉÎÇÅÒÁ É ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÅ ŒÌÏÖÅÎÉÑ

íÉÛÁ œÅÒÂÉÃËÉÊ,

verbit@maths.gla.ac.uk, verbit@mccme.ru,

óŒÅÔÌÏÊ ÐÁÍÑÔÉ á.î.ôÀÒÉÎÁ ÐÏÓŒÑÝÁÅÔÓÑ

ðÕÓÔØ X ,→ M ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÉÍÍÅÒ- ÓÉÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ËÜÌÅÒÏŒÙÈ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅ- ÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, dim X ¿ 0. íÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ÞÉ- ÓÌÏ œÉÒÔÉÎÇÅÒÁ W (X) - ÞÉÓÌÅÎÎÙÊ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ ÉÍ- ÍÅÒÓÉÉ X ,→ M. íÙ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ, ÞÔÏ W (X) ⩾ 0, É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÂÒÁÚ ÉÍÍÅÒÓÉÉ X ,→ M ÔÒÉÁÎÁÌÉÔÉÞÅÎ, Ô.Å. ÇÏÌÏÍÏÒ- ÆÅÎ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÍ I; J; K, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÏÊ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÏÊ ÎÁ M. åÓÌÉ X_1 −→ X_2 −→ :::X_n −→ M ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÈ ŒÌÏÖÅÎÉÊ, ÔÏ W (X_1) ⩽ W (X_2) ⩽ ::: ⩽ W (X_n).

Contents

1 œŒÅÄÅÎÉÅ 1

2 çÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÙ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ 3

3 þÉÓÌÁ œÉÒÔÉÎÇÅÒÁ É ÔÒÉÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÑ 6

4 þÉÓÌÁ œÉÒÔÉÎÇÅÒÁ É ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÅ ÉÍÍÅÒÓÉÉ 10

1 œŒÅÄÅÎÉÅ

èÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÇÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÎÏ (ÓÍ. (2.1)). éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ F ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÇÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ (ÍÏÒÆÉÚÍÙ - ŒÓÅ ÉÍÍÅÒÓÉÉ, ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÙÅ Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ É ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ) Œ ËÁ- ÔÅÇÏÒÉÀ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÈ ËÜÌÅÒÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ (ÍÏÒ- ÆÉÚÍÙ - ŒÓÅ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÅ ÉÍÍÅÒÓÉÉ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ËÜÌÅÒÏŒ ËÌÁÓÓ).

ëÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÇÉÐÏÔÅÚÙ ëÁÌÁÂÉ, ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ñÕ (ôÅÏÒÅÍÁ 2.3), ËÁÖÄÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÅ ËÜÌÅÒÏŒÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÁÄÅ- ÌÅÎÏ ÇÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ŒÙ- ÂÏÒÏÍ ËÜÌÅÒÏŒÁ ËÌÁÓÓÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎËÔÏÒ F ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÂÉÅËÃÉÀ ÎÁ ËÌÁÓÓÁÈ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ. ó ÄÒÕ- ÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, F ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ: ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÅ ÉÍÍÅÒÓÉÉ, ÎÅ ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÙÅ Ó ÇÉÐÅÒËÜÌÅ- ÒÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ. ðÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÊ ÉÍÍÅÒÓÉÉ ÂÙÌ ÎÁÊÄÅÎ Œ [V2].

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅ « ÉÚ K3-ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ M Œ ÅÅ ÓÈÅÍÕ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÔÏÞÅË M^{[3]}, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÕÀ ÔÏÞËÕ x ∈ M Œ ÐÕÞÏË ÉÄÅÁÌÏŒ O_M=m^2_x, ÇÄÅ m_x ⊂ O_M ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÉÄÅÁÌ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÚÁÎÕÌÑÀÝÉÈÓÑ Œ x. œ [V2] ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ « ÎÅ ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÁ Ó ÌÀÂÏÊ ÇÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÎÁ M^{[3]}. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÄÒÕÇÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÈ ŒÌÏÖÅÎÉÊ ÉÚ K3-ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ Œ ÅÅ ÓÈÅÍÕ çÉÌØÂÅÒÔÁ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÏÂ- ÝÅÊ K3-ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÅÅ ÓÈÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉ- ÁÌØÎÙÈ ÇÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÙÈ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ([V2]). üÔÉ ÐÒÉÍÅÒÙ ÓÌÕÖÁÔ ÍÏÔÉŒÁÃÉÅÊ ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ŒÏÐÒÏÓÁ.

œÏÐÒÏÓ 1.1: ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÉÍÍÅÒÓÉÑ ’ : X ,→ M ËÏÍÁÐËÔÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. ëÁË ÕÚÎÁÔØ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÇÏÌÏ- ÍÏÒÆÎÏÊ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ X É M, ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÁ ÌÉ ÉÍÍÅÒÓÉÑ ’ Ó ÇÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÎÁ M?

ðÕÓÔØ M ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÅ ËÜÌÅÒÏŒÏ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÓÏ- ŒÍÅÓÔÉÍÏÊ Ó ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ É ËÜÌÅÒÏŒÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ (ÓÍ. úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.4). œ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ, ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ⊂ M ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ŒÅ- ÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ W (X), ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ œÉÒ- ÔÉÎÇÅÒÁ (ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.6). íÙ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ, ÞÔÏ W (X) ⩽ 1, É ÞÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÏ Ó ÇÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÎÁ M (ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.5). äÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÈ ÉÍÍÅÒÓÉÊ

X_1 ,→ X_2 ,→ X_3::: ,→ M

(dim H^{2;0}(X_i) = 1, dim H^1(X_i) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i > 1, dim X_1 > 0), ÍÙ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÞÉÓÅÌ œÉÒÔÉÎÇÅÒÁ:

W (X_1) ⩽ W (X_2) ⩽ W (X_3) ⩽ :::

(ôÅÏÒÅÍÁ 4.2) œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ k ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X_k ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÏ Ó ÇÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÅËÇ j > Ë, ÐÏÄ- ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X_j ÔÏÖÅ ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÏ Ó ÇÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ. (óÌÅÄ- ÓÔŒÉÅ 4.3).

2 çÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÙ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ

œ ÜÔÏÊ ÓÅËÃÉÉ ÍÙ ÐÒÉŒÏÄÉÍ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÏÓÎÏŒÎÙÈ (É ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔ- ÎÙÈ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ É ÔÅÏÒÅÍ ÇÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÓÓÙÌËÉ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ [Bes] É [Bea]

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1: ([Bes]) çÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÅÓÔØ ÒÉ- ÍÁÎÏŒÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÔÒÅÍÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÍÉ I; J; K, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ

(i) íÅÔÒÉËÁ ÎÁ M ËÜÌÅÒÏŒÁ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë I; J; K

(ii) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓÔÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ I, J É K ËÁË ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T M, I^2 = J^2 = K^2 = −1. ôÏÇÄÁ I, J, K ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ I ∘ J = −J ∘ I = K, ÏÐÒÅÄÅÌÑÑ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ô í.

ðÏÓËÏÌØËÕ T M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÒÁÔÎÁ 4, Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÔÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ M ÞÅÔÎÁ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÁ L ∈ H , L^2 = −1, ÓÏÏÔŒÅÔÓŒÕÀÝÉÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ T M ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ M ÐÏÞÔÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÐÏÞÔÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ([Bes]). ôÁËÉÅ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÙ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ŒÉÄÁ aI + bJ + cK, a^2 + b^2 + c^2 = 1; a; b; c ∈ R.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.2: ðÕÓÔØ M ÇÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, Á L, L^2 = −1 ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ M ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M, L ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÅ ËÁË ËÜÌÅÒÏŒÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ (M; L). œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÇÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏŒÍÅÓÔÉ- ÍÏÊ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ L. íÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ ËÜÌÅÒÏŒÁ ÍÅ- ÔÒÉËÁ ÎÁ (M; L) ÇÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÁ ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÁ Ó ÇÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ.

ðÕÓÔØ M ÇÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÒÉÍÁÎÏŒÕ ÍÅÔÒÉËÕ ÎÁ M ÞÅÒÅÚ (·; ·). ðÕÓÔØ !_I := (·; I(·)) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ËÜÌÅÒÏŒÕ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÏÒÍÕ ÎÁ M, ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÕÀ Ó I; ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ ÚÁ- ÍËÎÕÔÁ É ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ìÅŒÉ-þÉŒÉÔÁ. ðÏÄÏÂ- ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÙ !_J É !_K , ËÏÔÏÒÙÅ ÔÏÖÅ ÚÁÍËÎÕÔÙ É ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ.

ðÒÏÓÔÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏ-ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ([Bes]) ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ

˙ := !_J + √ −1!_K (2.1)

ÉÍÅÅÔ ÈÏÄÖÅŒ ÔÉÐ (2,0) ÎÁ (M; I). ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ ÚÁÍËÎÕÔÁ, ÏÎÁ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ˙ ŒÓÀÄÕ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁ. ïÎÁ ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (M; I). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÇÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÁ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÑ M É ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ L, ÐÏÄÌÅÖÁÝÅÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉÅ (M; L) ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÎÏ. çÉÐÏ- ÔÅÚÁ ëÁÌÁÂÉ, ÄÏËÁÚÁÎÎÁÑ ñÕ Œ [Y], ÄÁÅÔ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.3: ([Bea], [Bes]) ðÕÓÔØ X ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, É ! - ËÜÌÅÒÏŒÁ ÆÏÒÍÁ ÎÁ X. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÇÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÁ ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ X, ËÜÌÅÒÏŒÁ ÆÏÒÍÁ ËÏÔÏÒÏÊ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÁ !.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.4: çÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÁ ÍÅÔÒÉËÁ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÅÔ ÇÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ; Œ ÐÁÔÏÌÏÇÉÞÅ- ÓËÉÈ ÓÉÔÕÁÃÉÑÈ (ÎÁ ÐÌÏÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ) ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÞÉÔØÓÑ ÔÁË, ÞÔÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÇÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÓÏŒÍÅÓÔÉÍÙ Ó ÄÁÎÎÏÊ ÍÅ- ÔÒÉËÏÊ. éÚ (2.1) ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÞÔÏ ÍÅÔÒÉËÁ ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ É ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÅÔ ÇÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.5: ([Bea]) óŒÑÚÎÏÅ É ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÇÉ- ÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ ÅÓÌÉ M ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÏ ËÁË ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÇÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÊ ÍÅÎØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ:

M ≠ M_1 × M_2; where dim M_1 > 0 and dim M_2 > 0 ëÁÖÄÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÇÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÇÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÁ ÔÏÒÁ É ÎÅ- ÓËÏÌØËÉÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÇÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ([Bo]). æ.á.âÏÇÏÍÏÌÏŒ ÄÏËÁÚÁÌ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ:

ôÅÏÒÅÍÁ 2.6: [Bo] ðÕÓÔØ M ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÇÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÅ. ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

(i) M ÐÒÏÓÔÏ

(ii) H^1(M; R) = 0, dim H^{2;0}(M; L) = 1, ÇÄÅ L - ÌÀÂÁÑ ÉÚ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ.

ôÅÏÒÅÍÁ ëÁÌÁÂÉ-ñÕ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÁ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ Ó ÐÏ- ÍÏÝØÀ ôÅÏÒÅÍÙ 2.6.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.7: ([Bea], [Bes]) ðÕÓÔØ M, dim_C M = n ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÇÏ- ÌÏÍÏÒÆÎÏ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÅ ËÜÌÅÒÏŒÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ˙ ÅÇÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ, [!] ∈ H^{1;1}(M) ËÜÌÅÒÏŒ ËÌÁÓÓ É I ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ dim H^{2;0}(M) = 1, H^1(M; R) = 0, É ∫ M !^n = ∫ M (Re˙)^n: (2.2)

ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÇÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ (I; J; K; (·; ·)) ÎÁ M, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ËÜÌÅÒÏŒÏÊ ÆÏÒÍÙ !_I = (·; I·) ÒÁŒÅÎ [!], Á ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ !_J + √ −1 !_K ÒÁŒÎÁ ˙.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÁÌÁÂÉ-ñÕ (ôÅÏÒÅÍÁ 2.3), ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÇÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÁ ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ M Ó ËÜÌÅÒÏŒÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ [!]. ðÕÓÔØ H_1 = (I; J_1; K_1) - ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÔÒÏÊËÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÒÕË- ÔÕÒ, Á ˙_1 := !_{J1} + √ −1 !_{K1} - ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÓÉÍÐÌÅË- ÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ dim H^{2;0}(M) = 1, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÞÉÓÌÏ – ∈ C , ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ˙_1 = –˙. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ∫ M !^n = ∫ M (Re˙_1)^n = 1 2^{n=2} ( n n=2 ) ∫ M (˙_1 ∧ ˙_1)^{n2}

(ÓÍ. ìÅÍÍÁ 3.1), É ∫ M (Re˙)^n = 1 2^{n=2} ( n n=2 ) ∫ M (˙ ∧ ˙)^{n2} :

éÚ (2.2), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ∫ M (˙ ∧ ˙)^{n2} = ∫ M (˙_1 ∧ ˙_1)^{n2} :

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, |–| = 1. îÁÐÉÛÅÍ – ËÁË – = a + b √ −1 , a^2 + b^2 = 1.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ H Ó ÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ, É ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÙÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÔÒÏÊËÏÊ (I; J; K): J = aJ_1 + bK, K = −bJ_1 +aK_1. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÓÉÍ- ÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ !_J + √ −1˙_K ÒÁŒÎÁ –^{−1}˙_1 ÒÁŒÎÁ ˙. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÇÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÏÊ ÔÒÏÊËÉ (I; J; K) ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ŒÙÒÁÚÉŒ J É K ÞÅÒÅÚ˙ (ÓÍ. (2.1)). íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.7.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.8: ([V1]) ðÕÓÔØ X ⊂ M - ÚÁÍÎËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÇÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M. X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÉÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÅÓÌÉ X ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (M; L) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÎ- ÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ L.

ôÒÉÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÂÙÌÉ ÐÒÅÄÍÅÔÏÍ ÄÏÌÇÏÊ É ÐÌÏ- ÄÏÔŒÏÒÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ. óÁÍÙÅ ŒÁÖÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÔÒÉÁÎÁÌÉ- ÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÝÕÀ ÉÎÄÕÃÉÒÏ- ŒÁÎÎÕÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ L ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÇÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÏÍ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M. ôÏÇÄÁ ŒÓÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ-ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ (M; L) ÔÒÉÁÎÁÌÉÔÉÞÎÙ ([V1]). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ËÁÖÄÏÅ ÔÒÉÁÎÁÌÉÔÉ- ÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X ⊂ M ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ~X −→ X ([V3]), É ÜÔÁ ÄÅÓÉÎÇÕÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÇÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÁ. îÁËÏÎÅÃ, ÔÒÉÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÇÉÐÅÒ- ËÜÌÅÒÏŒÏÊ ÉÍÍÅÒÓÉÉ ~X ,→ M.

3 þÉÓÌÁ œÉÒÔÉÎÇÅÒÁ É ÔÒÉÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÄ- ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ

ðÕÓÔØ M - ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÇÉÐÅÒË- ÜÌÅÒÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ H = (I; J; K; (·; ·)). ëÁË ŒÓÅÇÄÁ, ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÚÁ ! = !_I = (·; I·) ËÜÌÅÒÏŒÕ ÆÏÒÍÕ M, ÚÁ

˙ = !_J + √ −1 !_K = (·; J·) + √ −1 (·; K·)

ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÕÀ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÏÒÍÕ, É ÚÁ ˙ ÅÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎ- ÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ˙ = !_J − √ −1 !_K .

œÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÉ, ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ.

ìÅÍÍÁ 3.1: ðÕÓÔØ M ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÓÎÁÂ- ÖÅÎÎÏÅ ÇÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, Á X ⊂ M ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, d = dim_C X. ôÏÇÄÁ ( d_1 2 d ) ∫ X ( ˙ ∧˙ 2 )^d_2 = ∫ X !^d_J = ∫ X !^d_K (3.1)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: 3.1 ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏ-ÁÌÇÅÂÒÁ- ÉÞÅÓËÏÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, !_J =^1_2 (˙+˙), É !_K = − √ −1 2 (˙− ˙), óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ∫ X !^d_J = 1 2^d ∑ i ( d i ) ∫ X ˙^i ∧ ˙^{d−i}

ðÏÓËÏÌØËÕ X ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏ, ∫ X ” = 0 ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ (p; q)-ÆÏÒÍÙ ”, ÅÓÌÉ p ≠ q. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ∫ X !^d_J = 1 2^d ( d_1 2 d ) ∫ X ˙^{d2} ∧ ˙^{d2} :

œÔÏÒÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ËŒÁÔÅÒÎÉÏ- ÎÏŒ SU(2) ÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍÁÈ ÎÁ M. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ SU(2) ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ìÁÐÌÁÓÁ, Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ M ([V0]). ðÏÓËÏÌØËÕ SU(2) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S^2 ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ, I, J, K ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ SU(2). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÆÏÒÍÙ !_I , !_J , !_K ÔÁËÖÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ SU(2) ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ, ÆÏÒÍÙ !^{dimC M}_I , !^{dimC M}_I i !^{dimC M}_I ÔÏÖÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ, É ÍÙ ÉÍÅÅÍ ∫ M !^{dimC M} I = ∫ M !^{dimC M} J = ∫ M !^{dimC M} K : éÚ ìÅÍÍÙ 3.1 ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ∫ M !^{dimC M} K = ∫ M !^{dimC M} J = ( dim_C M 1 2 dim_C M ) ∫ M ( ˙ ∧˙ 2 )^{dim}C^M_2 :

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ∫ M !^{dimC M} = ( dim_C M 1 2 dim_C M ) ∫ M ( ˙ ∧˙ 2 )^{dim}C^M_2 : ôÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÙÊ Ë ÔÒÉÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÀ X ⊂ M, ŒÌÅÞÅÔ ∫ X !^{dimC X} = ( dim_C X 1 2 dim_C X ) ∫ X ( ˙ ∧˙ 2 )^{dim}C^X_2 : (3.2)

äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ⊂ M, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÉÓÌÁ

deg_! X := ∫ X !^{dimC X} É deg_˙ X := ( dim_C X 1 2 dim_C X ) ∫ X ( ˙ ∧˙ 4 )^{dim}C^X_2

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.2: þÉÓÌÅ deg_! X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÜÌÅÒÏŒÁ ÓÔÅÐÅÎØ X, Á deg_˙ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ X.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.3: ëÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (3.2) , ÄÌÑ ÔÒÉÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÒÁŒÎÙ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.4: ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ

deg_! X = (dim_C X)! Vol(X);

ÇÄÅ Vol(X) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÂSSÅÍ X, ŒÚÑÔÙÊ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÎÁ X.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÌÅÖÉÔ Œ ÏÓÎÏŒÅ ŒÓÅÈ ÍÁÎÉ- ÐÕÌÑÃÉÊ Ó ÔÒÉÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ. åÇÏ ËÜÌÅÒÏŒÁ ŒÅÒ- ÓÉÑ, ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ œÉÒÔÉÎÇÅÒÁ, ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ Œ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ (ÓÍ. ÎÁÐÒ. [Sto]).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.5: ðÕÓÔØ M - ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÅ, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÇÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, Á X ⊂ M ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÞÅÔÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ d. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

deg_! X ⩾ | deg_˙ X|: (3.3) âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (3.3) ÓÔÒÏÇÏÅ, ÅÓÌÉ X ÎÅ ÔÒÉÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: íÙ ÓÌÅÄÕÅÍ [V1], ÇÄÅ ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÂÙÌ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÏÈÏÖÅÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ deg_{!J} X ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ∫ X !^{dimC X} J : œ ÓÉÌÕ ìÅÍÍÙ 3.1, deg_˙ X = deg_{!J} X:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, (3.3) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁË

| deg_{!J} X| ⩽ deg_! X:

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ deg_! X = 2^d Vol(X)

(ÓÍ. úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.4). ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ œÉÒÔÉÎÇÅÒÁ ([Sto], ÓÔÒ. 7) ŒÌÅÞÅÔ | deg_{!J} X| ⩽ d! Vol(X);

É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ⊂ M ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë J. üÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ (3.3). îÁËÏÎÅÃ, ÅÓÌÉ (3.3) ÓÔÒÏÇÏ, ÔÏ X ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë I É J. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÔÒÉÁÎÁÌÉÔÉÞÎÙ ([V1]).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.6: œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.5, ÍÙ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÅÍ ÞÉÓÌÏ œÉÒÔÉÎÇÅÒÁ W (X) ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ⊂ M ËÁË

W (X) :=^d √ | deg_˙(X)| deg_!(X)

: (3.4)

éÚ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.5 ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ W (X) ⩽ 1, É ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÔÒÏÇÏÅ, ÅÓÌÉ X ÎÅ ÔÒÉÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.7: íÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ (3.4) ÞÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÞÉ- ÓÌÏ œÉÒÔÉÎÇÅÒÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ËÜÌÅÒÏŒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

4 þÉÓÌÁ œÉÒÔÉÎÇÅÒÁ É ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÅ ÉÍÍÅÒ- ÓÉÉ ðÕÓÔØ M - ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. íÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ M ÇÏÌÏ- ÍÏÒÆÎÏ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ M ÓÎÁÂÖÅÎÏ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÇÏ- ÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ˙_M .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.1: ðÕÓÔØ ’ : X ,→ M ÉÍÍÅÒÓÉÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ ÓÉÍ- ÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÍÍÅÒÓÉÅÊ ÅÓÌÉ ’^∗˙_M = ˙_X .

þÉÓÌÁ œÉÔÒÉÎÇÅÒÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÉÅ Œ óÅËÃÉÉ 3, ÄÁÀÔ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ ÉÎ- ŒÁÒÉÁÎÔ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.2: ðÕÓÔØ

X_1 ,→ X_2 ,→ ::: ,→ X_n (4.1)

ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÈ ÉÍÍÅÒÓÉÊ ËÏÍÐÁËÔ- ÎÙÈ ËÜÌÅÒÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, dim X_1 > 0. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÉÍ- ÍÅÒÓÉÉ (4.1) ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ Ó ËÜÌÅÒÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ i > 1, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X_i ÐÒÏÓÔÏ (Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÄÁÎ- ÎÏÇÏ Œ óÅËÃÉÉ 2). ðÕÓÔØ W (X_i) - ŒÉÒÔÉÎÇÅÒÏŒÙ ÞÉÓÌÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ X_i (úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.7). ôÏÇÄÁ

W (X_1) ⩽ W (X_2) ⩽ ::: ⩽ W (X_n):

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.3: ðÕÓÔØ M ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÇÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, X ⊂ M ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ X ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Y ⊂ X, dim X > dim Y > 0, ËÏÔÏÒÏÅ ÔÒÉÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏ Œ M. ôÏÇÄÁ X ÔÏÖÅ ÔÒÉÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: œ ÓÉÌÕ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.5, ÍÙ ÉÍÅÅÍ W (Y ) = W (M). ôÅÏÒÅÍÁ 4.2 ŒÌÅÞÅÔ W (Y ) ⩽ W (X) ⩽ W (M). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, W (Y ) = W (X) = W (M). ðÒÉÍÅÎÑÑ ÏÐÑÔØ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.5 ÍÙ ÐÏÌÕ- ÞÁÅÍ, ÞÔÏ X ÔÒÉÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ôÅÏÒÅÍÙ 4.2: ðÕÓÔØ X_1 ,→ X_2 ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ ÓÉÍ- ÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÉÍÍÅÒÓÉÑ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ôÅÏÒÅÍÙ 4.2, ÎÁÍ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ W (X_1) ⩽ W (X_2). éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ œÉÒÔÉÎÇÅÒÁ

ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ deg_˙ X_2 = deg_!′ X_2; (4.2)

ÇÄÅ !^′ ÜÔÏ ËÜÌÅÒÏŒÁ ÆÏÒÍÁ ÎÁ X_2 ÚÁÄÁÎÎÁÑ !^′ = W (X_2)!.

œ ÓÉÌÕ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.7, ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (4.2) ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÇÉÐÅÒËÜÌÅÒÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ X_2, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ [!^′] ÅÅ ËÜÌÅÒÏŒ ËÌÁÓÓ, Á˙ - ÅÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ. éÓÐÏÌØÚÕÑ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.5, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ | deg_˙ X_1| ⩽ deg_!′ X_1: (4.3)

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ !^′, ÍÙ ÉÍÅÅÍ

deg_!′ X_1 = deg_! X_1 · W (X_2)^{dimC X1} : (4.4)

ðÏÄÅÌÉŒ ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ (4.3) ÎÁ deg_! X_1 É ÉÓÐÏÌØÚÕÑ (4.4), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

W (X_2)^{dimC X1} ⩾ deg_˙ X_1 deg_! X_1

= W (X_1)^{dimC X1}

íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ôÅÏÒÅÍÕ 4.2.

âÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔÉ: ñ ÐÒÉÚÎÁÔÅÌÅÎ äÉÍÅ ëÁÌÅÄÉÎÕ É óÁÛÅ ëÕÚÎÅÃÏŒÕ ÚÁ ÃÅÎÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ.

References

[Bea] Beauville, A. Varietes K-ahleriennes dont la premi„ere classe de Chern est nulle. J. Di¸. Geom. 18, pp. 755-782 (1983).

[Bes] Besse, A., Einstein Manifolds, Springer-Verlag, New York (1987) // ÐÅÒÅŒÏÄ:

üÊÎÛÔÅÊÎÏŒÙ íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, íÉÒ, íÏÓËŒÁ, 1990.

[Bo] âÏÇÏÍÏÌÏŒ, æ.á., çÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÙ ËÜÌÅÒÏŒÙ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, äÏËÌÁÄÙ áî óóóò 243, 1101-1104 (1978).

[C] Calabi, E., Metriques k-ahleriennes et ˛br„es holomorphes, Ann. Ecol. Norm.

Sup. 12 (1979), 269-294.

[GH] Gri‹ths, Ph., Harris, J., Principles of Algebraic Geometry, Wiley-Intersience, New York, 1978.

[Sto] Stolzenberg, G. Volumes, Limits and Extensions of Analytic Varieties, Lect.

Notes in Math. 19, 1966, Springer-Verlag.

[V0] M. Verbitsky, ï ÄÅÊÓÔŒÉÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ so(5) ÎÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ÇÉÐÅÒË- ÜÌÅÒÏŒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, æÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÅÇÏ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ, 24 (1990), 70-71.

[V1] Verbitsky M., Hyperk-ahler embeddings and holomorphic symplectic geometry II, alg-geom electronic preprint 9403006 (1994), 14 pages, LaTeX, also published in: GAFA 5 no. 1 (1995), 92-104.

[V2] Verbitsky M., Trianalytic subvarieties of the Hilbert scheme of points on a K3 surface, alg-geom/9705004, also published in: GAFA, Vol. 8 (1998) 732-782.

[V3] Verbitsky M., Hypercomplex Varieties, alg-geom/9703016 (1997), published in: Comm. Anal. Geom. 7 (1999), no. 2, 355{396.

[Y] Yau, S. T., On the Ricci curvature of a compact K-ahler manifold and the complex Monge-Amp„ere equation I. // Comm. on Pure and Appl. Math. 31, 339-411 (1978).