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1 Ââåäåíèå

1.1 Ïðèáëèçèòåëüíî êýëåðîâû 6-ìíîãîîáðàçèÿ

Ïðèáëèçèòåëüíî êýëåðîâû ìíîãîîáðàçèÿ, íûíå èçâåñòíûå êàê ìíîãîîáðàçèÿ
Ãðýÿ ([MNS2]), áûëè îïðåäåëåíû è èçó÷àëèñü Àëüôðåäîì Ãðýåì ([Gr1],
[Gr2], [Gr3], [Gr4]) â øèðîêîì êîíòåêñòå òåîðèè ñëàáûõ ãîëîíîìèé è åñòåñòâåííîãî
êðó÷åíèÿ îáùèõ U(n)-ñòðóêòóð. Ïî÷òè êîìïëåêñíîå ýðìèòîâî ìíîãîîáðàçèå
(M, I) íàçûâàåòñÿ ïðèáëèçèòåëüíî êýëåðîâûì, åñëè

∇X(I)X = 0,

äëÿ êàæäîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ X íàM (çäåñü ∇ îáîçíà÷àåò ñâÿçíîñòü Ëåâè-
×èâèòà). Èíà÷å ãîâîðÿ, òåíçîð ∇ω , ãäå ω îáîçíà÷àåò ýðìèòîâó (1, 1)-ôîðìó,
äîëæåí áûòü òîòàëüíî àíòèñèììåòðè÷íûì. Åñëè ê òîìó æå ∇X(ω) 6= 0 äëÿ
ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ X, ìíîãîîáðàçèåM íàçûâàåòñÿ ñòðîãî
ïðèáëèçèòåëüíî êýëåðîâî.

Èñïîëüçóÿ ãëóáîêèå ðåçóëüòàòû Êèðè÷åíêî è Êëåéòîíà-Ñóîííà (ñì. [K],
[CS]), Ï.-À. Íàäü â ðàáîòå [N] äîêàçàë, ÷òî ëþáîå ñòðîãî ïðèáëèçèòåëüíî
êýëåðîâî ìíîãîîáðàçèå ëîêàëüíî èçîìîðôíî ïðîèçâåäåíèþ ëîêàëüíî îäíîðîäíûõ
ïðîñòðàíñòâ, ñòðîãî ïðèáëèçèòåëüíî êýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè
6, è ïðîñòðàíñòâ òâèñòîðîâ êâàòåðíèîííî-êýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé ñ ïîëîæèòåëüíîé
êðèâèçíîé Ðè÷÷è, ñíàáæåííûõ ìåòðèêîé Èëçà-Ñàëàìîíà ([ES]).

Â ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå òåðìèí �ïðèáëèçèòåëüíî êý-
ëåðîâî� îáûêíîâåííî îáîçíà÷àåò ñòðîãî ïðèáëèçèòåëüíî êýëåðîâû 6-ìíî-
ãîîáðàçèÿ. Â íàñòîùåé ñòàòüå ìû áóäåì ñëåäîâàòü ýòîé òðàäèöèè, ÷àñòî
îïóñêàÿ �ñòðîãî� è �6-ìåðíîå�.

Èñòîðèþ ýòîãî ïîíÿòèÿ, áîëüøîå ÷èñëî ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèé è
áèáëèîãðàôèþ òåêóùèõ ðàáîò â îáëàñòè ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [MNS1] è
[V3].

Äëÿ íàñ óäîáíåå îïðåäåëÿòü ïðèáëèçèòåëüíî êýëåðîâû 6-ìíîãîîáðàçèÿ
â òåðìèíàõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì, ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïðåäëîæåíèå 1.1: Ïóñòü äàíî ýðìèòîâî ïî÷òè êîìïëåêñíîå 6-ìíîãîî-
áðàçèå (M, I, ω). Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû.

2



Òåîðèÿ Õîäæà íà ìíîãîîáðàçèÿõ Ãðýÿ Ì. Âåðáèöêèé, 27 îêòÿáðÿ 2005

(i) Òåíçîð∇X(I)Y êîñîñèììåíòðè÷åí ïî îòíîøåíèþ ê ïåðåñòàíîâêàì âåêòîðíûõ
ïîëåé X, Y , è íå ðàâåí íóëþ.

(ii) Ôîðìà ∇ω ∈ Λ1(M)⊗ Λ2(M) íåíóëåâàÿ è òîòàëüíî êîñîñèììåòðè÷íàÿ
(èíà÷å ãîâîðÿ, ∇ω � 3-ôîðìà).1

(iii) Ñòðóêòóðíàÿ ãðóïïà M äîïóñêàåò ðåäóêöèþ ê SU(3); èíà÷å ãîâîðÿ,
íà M çàäàíà (3,0)-ôîðìà Ω, óäîâëåòâîðÿþùàÿ |Ω| = 1, è âûïîëíåíî
ñëåäóþùåå

dω =3λRe Ω,

d Im Ω =− 2λω2
(1.1)

ãäå λ � íåíóëåâàÿ âåùåñòâåííàÿ êîíñòàíòà.

Äîêàçàòåëüñòâî: Õîðîøî èçâåñòíî; ñì. íàïð. [V3].

Îïðåäåëåíèå 1.2: SU(3)-ìíîãîîáðàçèå (M,ω,Ω, I) íàçûâàåòñÿ ïðèáëèçèòåëüíî
êýëåðîâûì, åñëè âûïîëíåíî óðàâíåíèå (1.1).

1.2 Ïðèáëèçèòåëüíî êýëåðîâû ìíîãîîáðàçèÿ â ãåîìåòðèè

è ôèçèêå

Â ðàáîòå [V3] áûëî äîêàçàíî, ÷òî åñëè ïðèáëèçèòåëüíî êýëåðîâî ìíîãîîáðàçèå
M íå èçîìåòðè÷íî ëîêàëüíî 6-ìåðíîé ñôåðå, ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà
íàM îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìåòðèêîé. Â [F] ýòî áûëî äîêàçàíî è äëÿ S6.
Òàêæå â [V3] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìåòðèêà íà M îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé.

Îáîçíà÷èì çà C(M) ðèìàíîâ êîíóñ (M, g). Ïî îïðåäåëåíèþ, ðèìàíîâ
êîíóñ ýòî ïðîèçâåäåíèå R>0 × M , ñíàáæåííîå ìåòðèêîé t2g + dt2, ãäå t
îáîçíà÷àåò åäèíè÷íûé ïàðàìåòð â R>0

Îïðåäåëåíèå ïðèáëèçèòåëüíî êýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü
â òåðìèíàõ ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè, ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïðåäëîæåíèå 1.3: Ïóñòü (M, g) � ðèìàíîâî 6-ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà M
äîïóñêàåò ñòðîãî ïðèáëèçèòåëüíî êýëåðîâó ïî÷òè êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíûå óñëîâèÿ.

(i) M äîïóñêàåò íåíóëåâîé êèëëèíãîâ ñïèíîð (ñïèíîð ψ òàêîé, ÷òî ∇Xψ =
λX·ψ äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿX ∈ TM è ôèêñèðîâàííîé, íåíóëåâîé
êîíñòàíòû λ).

(ii) Ãðóïïà ãîëîíîìèé C(M) ðàâíà G2.

Äîêàçàòåëüñòâî: Õîðîøî èçâåñòíî (ñì. íàïð. [Gru]).

1Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èç ôîðìóëû Êàðòàíà âûòåêàåò dω = ∇ω.
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Ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ àñïåêòîâ òåîðèè êèëëèíãîâûõ
ñïèíîðîâ, â òîì ÷èñëå èõ ïðèìåíåíèÿ â 6-ìåðíîé ãåîìåòðèè, ìîæíî íàéòè
â êíèãå [BFGK].

Èç óñëîâèÿ (i) ïîíÿòíî, ÷òî ïðèáëèçèòåëüíî êýëåðîâû ìíîãîîáðàçèÿ
ÿâëÿþòñÿ ýéíøòåéíîâûìè; äåéñòâèòåëüíî, òîëüêî ýéíøòåéíîâû ìíîãîîáðàçèÿ
äîïóñêàþò êèëëèíãîâû ñïèíîðû.

Ïðèáëèçèòåëüíî êýëåðîâû ìíîãîîáðàçèÿ ïîÿâëÿþòñÿ êàê ðåøåíèÿ íåìàëîãî
÷èñëà âàæíûõ êëàññèôèêàöèîííûõ çàäà÷: â êëàññèôèêàöèè ìíîãîîáðàçèé,
äîïóñêàþùèõ êèëëèíãîâû ñïèíîðû, â êëàññèôèêàöèè êîíè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé
G2-ìíîãîîáðàçèé, â êëàññèôèêàöèè ìíîãîîáðàçèé, äîïóñêàþùèõ ñâÿçíîñòü
ñ òîòàëüíî àíòèñèììåòðè÷íûì è ïàðàëëåëüíûì òåíçîðîì êðó÷åíèÿ ([CS])
è òàê äàëåå. Ýòè ìíîãîîáðàçèÿ èãðàþò åùå áîëåå âàæíóþ ðîëü â ôèçèêå,
áóäó÷è ðåøåíèÿìè ñòðóííûõ òåîðèé êëàññà II B ([FI]). Â ýòîì ñìûñëå,
ïðèáëèçèòåëüíî êýëåðîâû ìíîãîîáðàçèÿ íå ìåíåå âàæíû, ÷åì ïðèâû÷íûå
ìíîãîîáðàçèÿ Êàëàáè-ßó.

Êîíè÷åñêèå îñîáåííîñòè G2-ìíîãîîáðàçèé, ïðîÿâëÿþùèåñÿ êàê êîíóñà
ïðèáëèçèòåëüíî êýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé, èìåþò ïðèëîæåíèÿ â ñòðóííîé
ôèçèêå, èáî ÷åðåç íèõ âûðàæàþòñÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñóïåðãðàâèòàöèè,
ÿâëÿþùèõñÿ ïðîèçâåäåíèÿìè ïðîñòðàíñòâ àíòè-äåñèòòåðîâñêîãî òèïà è ýéíøòåéíîâûõ
ðåøåíèé (ñì. íàïð. [AFHS]). Â ïîñëåäíèå ãîäû, êîíè÷åñêèå îñîáåííîñòè G2-
ìíîãîîáðàçèé, âîçíèêàþùèå â ïðèáëèçèòåëüíî êýëåðîâîé ãåîìåòðèè, áûëè
èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòðóííûõ ìîäåëåé ñ õèðàëüíîé ìàòåðèåé ([AtW],
[AcW]).

1.3 Ëîêàëüíàÿ ñòðóêòóðà ïðèáëèçèòåëüíî êýëåðîâûõ

6-ìíîãîîáðàçèé

Ïóñòü çàäàíî ïðèáëèçèòåëüíî êýëåðîâî ìíîãîîáðàçèå (M, I, ω,Ω). Ïîñêîëüêó
dω = 3λRe Ω, êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà M íåèíòåãðèðóåìà; â ñàìîì äåëå,
äèôôåðåíöèàë (1, 1)-ôîðìû ω ëåæèò â Λ3,0(M)⊕Λ0,3(M), à ýòî íåâîçìîæíî,
åñëè (M, I) èíòåãðèðóåìî.

Ïðåïÿòñòâèå ê èíòåãðèðóåìîñòè ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû çàäàåòñÿ
òàê íàçûâàåìûì òåíçîðîì Íèåíõîéñà,

N∗ : T 1,0(M)⊗ T 1,0(M)−→ T 0,1(M),

îòîáðàæàþùèì ïàðó (1,0)-âåêòîðíûõ ïîëåé â (0,1)-÷àñòü èõ êîììóòàòîðà.
Äëÿ íàøèõ öåëåé, óäîáíåå îïåðèðîâàòü äâîéñòâåííûì òåíçîðîì:

N : Λ0,1(M)−→ Λ2,0(M). (1.2)

Èç ôîðìóëû Êàðòàíà ÿñíî, ÷òî N ðàâíî (2,−1)-÷àñòè äèôôåðåíöèàëà äå
Ðàìà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî âûðàçèòü N ÷åðåç ∇I, îáû÷íûì îáðàçîì:

N∗(X,Y ) = (∇XI)Y − (∇Y I)X

ãäåX,Y � (1, 0)-âåêòîðíûå ïîëÿ. Íà ïðèáëèçèòåëüíî êýëåðîâîì ìíîãîîáðàçèè,
∇(I) ìîæåò áûòü âûðàæåíî ïîñðåäñòâîì 3-ôîðìû dω = ∇ω. Ýòî äàåò
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ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

N∗(X,Y ) = dω(X,Y, ·)], (1.3)

ãäå dω(X,Y, ·)] � âåêòîðíîå ïîëå, äâîéñòâåííîå 1-ôîðìå dω(X,Y, ·). Ïîñêîëüêó
dω = 3λRe Ω, ñîîòíîøåíèå (1.3) ïîçâîëÿåò âûðàçèòü N ÷åðåç Ω è ω.

Ïóñòü ξ1, ξ2, ξ3 ∈ Λ1,0(M) - îðòîíîðìàëüíûé ðåïåð â êîêàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå,
òàêîé, ÷òî Ω = ξ1 ∧ ξ2 ∧ ξ3. Óðàâíåíèå (1.3) äàåò

N(ξ1) = λξ2 ∧ ξ3, N(ξ2) = −λξ1 ∧ ξ3, N(ξ3) = λξ1 ∧ ξ2, (1.4)

Ýòî âû÷èñëåíèå õîðîøî èçâåñòíî; åãî äåòàëüíîå èçëîæåíèå ìîæíî íàéòè â
ðàáîòå [V3].

1.4 Ðàçëîæåíèå Õîäæà äèôôåðåíöèàëà äå Ðàìà è åñòåñòâåííûå

îïåðàòîðû Ëàïëàñà

Ðåçóëüòàòû ýòîé ñòàòüè ìîæíî âêðàòöå ïåðåñêàçàòü òàê. Ïóñòü

d = d2,−1 + d1,0 + d0,1 + d−1,2,

êîìïîíåíòû ðàçëîæåíèÿ Õîäæà äèôôåðåíöèàëà äå Ðàìà (ñì. ðàçäåë 2.1).
Ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: d2,−1 =: N , d−1,2 =: N , d1,0 =: ∂,
d0,1 =: ∂.

Îáû÷íûå êýëåðîâû òîæäåñòâà èìåþò ôîðìó �êîììóòàòîð êîìïîíåíòû
ðàçëîæåíèÿ Õîäæà äèôôåðåíöèàëà äå Ðàìà ñ îïåðàòîðîì Õîäæà Λ ïðîïîðöèîíàëåí
ýðìèòîâî-ñîïðÿæåííîìó ê äðóãîé êîìïîíåíòå äèôôåðåíöèàëà äå Ðàìà�.
Ìû âûâîäèì àíàëîãè÷íûé íàáîð ñîîòíîøåíèé äëÿ ïðèáëèçèòåëüíî êýëåðîâûõ
ìíîãîîáðàçèé (Òåîðåìà 2.1, Ïðåäëîæåíèå 4.1). Ýòè ñîîòíîøåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ
äëÿ èçó÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ åñòåñòâåííûõ îïåðàòîðîâ Ëàïëàñà íà ïðèáëèçèòåëüíî
êýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ðàçíîñòü

∆∂ −∆∂ = R (1.5)

ýòî ñêàëÿðíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé íà (p, q)-ôîðìàõ êàê λ2(p − q)(3 −
p − q) (ñì. Ñëåäñòâèå 2.3). Äëÿ ëàïëàñèàíà äå Ðàìà ∆d = dd∗ + d∗d, èìååò
ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

∆d = ∆∂−∂ + ∆N + ∆N (1.6)

(ñì. (4.6)). Ýòà ôîðìóëà èñïîëüçóåòñÿ, ÷òîáû îïèñàòü ãàðìîíè÷åñêèå ôîðìû
íà êîìïàêòíîì ïðèáëèçèòåëüíî êýëåðîâîì ìíîãîîáðàçèèM . Ìû äîêàçûâàåì,
÷òî η ãàðìîíè÷íà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå êîìïîíåíòû ðàçëîæåíèÿ
Õîäæà îïåðàòîðîâ d è d∗ çàíóëÿþòñÿ íà η (Òåîðåìà 5.2). Èç ýòîãî ñëåäóåò,
÷òî ãàðìîíè÷åñêèå ôîðìû íà M äîïóñêàþò ðàçëîæåíèå Õîäæà:

H∗(M) =
⊕

Hp,q(M).
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Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (1.5), ìû ïîëó÷àåì, ÷òîHp,q(M) = 0 åñëè íå âûïîëíåíî
p = q, ëèáî (q = 2, p = 1), ëèáî (q = 1, p = 2). Ìû òàêæå äîêàçûâàåì, ÷òî
âñå ãàðìîíè÷åñêèå ôîðìû η ∈ Hp,q(M), äëÿ (q = 2, p = 1), (q = 1, p = 2)
èëè p = q = 2 êîïðèìèòèâíû, òî åñòü óäîâëåòâîðÿþò η ∧ ω = 0, ãäå ω -
ýðìèòîâà ôîðìà M (ñì. Çàìå÷àíèå 5.4).

2 Êýëåðîâû ñîîòíîøåíèÿ íà ïðèáëèçèòåëüíî

êýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ

2.1 Îïåðàòîðû ∂, ∂ íà ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ

Ïóñòü äàíî ïî÷òè êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå (M, I), à

d : Λi(M)−→ Λi+1(M)

� åãî äèôôåðåíöèàë äå Ðàìà. Ðàçëîæåíèå Õîäæà äàåò

d =
⊕

i+j=1

di,j , di,j : Λp,q(M)−→ Λp+i,q+j(M) (2.1)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå Ëåéáíèöà, ìû âèäèì, ÷òî êàæäàÿ èç êîìïîíåíò
ðàçëîæåíèÿ Õîäæà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè, êîòîðûå îíà ïðèíèìàåò
íà ïðîñòðàíñòâàõ Λ0(M), Λ1(M), ïîðîæäàþùèõ àëãåáðó äå Ðàìà. Íà Λ0(M),
òîëüêî d1,0, d0,1, à íà Λ1(M) òîëüêî d2,−1, d1,0, d0,1, d−1,2 ìîãóò áûòü íåíóëåâûìè
Ñëåäîâàòåëüíî, òîëüêî 4 êîìïîíåíòû ðàçëîæåíèÿ (2.1) ìîãóò áûòü íå ðàâíû
íóëþ:

d = d2,−1 + d1,0 + d0,1 + d−1,2,

Ïîñêîëüêó N := d2,−1, N := d−1,2 çàíóëÿþòñÿ íà Λ0(M), ýòè êîìïîíåíòû
C∞(M)-ëèíåéíû. Íà ñàìîì äåëå,

N : Λ0,1(M)−→ Λ2,0(M)

ýòî òåíçîð Íèåíõîéñà (1.2) ìíîãîîáðàçèÿ (M, I), ïðîäîëæåííûé íà âñå ïðîñòðàíñòâî
Λ∗(M) ïîñðåäñòâîì ïðàâèëà Ëåéáíèöà. Ìû îáîçíà÷àåì d1,0 êàê ∂ : Λp,q(M)−→ Λp+1,q(M),
à d0,1 êàê ∂ : Λp,q(M)−→ Λp,q+1(M). Ðàçëàãàÿ óðàâíåíèå d2 = 0 ïî êîìïîíåíòàì,
ìû ïîëó÷àåì

N2 + {N, ∂}+({∂,N}+ ∂2) + ({N,N}+ {∂, ∂})

+({∂,N}+ ∂
2
) + {N, ∂}+N

2

=d2 = 0

(2.2)

ãäå {·, ·} îáîçíà÷àåò ñóïåðêîììóòàòîð. ×ëåíû â ñêîáêàõ â óðàâíåíèè (2.2)
ýòî ðàçíûå êîìïîíåíòû ðàçëîæåíèÿ Õîäæà d2, íî ïîñêîëüêó d2 = 0, âñå ýòè
êîìïîíåíòû çàíóëÿþòñÿ:

N2 ={N, ∂} = {∂,N}+ ∂2 =

={N,N}+ {∂, ∂} = {∂,N}+ ∂
2

={N, ∂} = N
2

= 0

(2.3)
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Îïåðàòîðû ∂2 è ∂2 ìîãóò áûòü íåíóëåâûìè.
Ñëåäóþùàÿ ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ âåðñèÿ êýëåðîâûõ ñîîòíîøåíèé ïîíàäîáèòñÿ

íàì â äàëüíåéøåì.

Òåîðåìà 2.1: Ïóñòü äàíî ïî÷òè êîìïëåêñíîå ýðìèòîâî ìíîãîîáðàçèå
(M, I), ω ∈ Λ1,1(M) åãî ýðìèòîâà ôîðìà, à Λω : Λi(M)−→ Λi−2(M) -
ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð ê Lω(η) = ω ∧ η. Ðàññìîòðèì îïåðàòîðû

∂, ∂ : Λi(M)−→ Λi+1(M),

îïðåäåëåííûå âûøå, è îáîçíà÷èì çà ∂∗, ∂∗ : Λi(M)−→ Λi−1(M) èõ ñîïðÿæåííûå
îïåðàòîðû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî dω ∈ Λ3,0(M) ⊕ Λ0,3(M), èëè, ÷òî òî æå
ñàìîå, ∂ω = ∂ω = 0. Òîãäà

[Λω, ∂] =
√
−1 ∂

∗
, [Λω, ∂] = −

√
−1 ∂∗ (2.4)

è
[Lω, ∂

∗] =
√
−1 ∂, [Λω, ∂] =

√
−1 ∂

∗ (2.5)

Äîêàçàòåëüñòâî:×òîáû äîêàçàòü Òåîðåìó 2.1, èñïîëüçóåòñÿ àðãóìåíò, êîòîðûé
äîêàçûâàåò îáû÷íûå êýëåðîâû òîæäåñòâà â ñèòóàöèè, êîãäà íåâîçìîæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ êîîðäèíàòàìè. Òàêèì îáðàçîì âûâîäÿòñÿ êýëåðîâû ñîîòíîøåíèÿ
äëÿ ãèïåðêýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé ñ êðó÷åíèåì, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå [V1], è
êýëåðîâû ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ëîêàëüíî êîíôîðìíî ãèïåðêýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé
â ðàáîòå [V2].

Ñîîòíîøåíèÿ (2.4) è (2.5) ýðìèòîâî ñîïðÿæåíû, à ñëåäîâàòåëüíî, ýêâèâàëåíòíû.
Òîæäåñòâà (2.5) ïîëó÷àþòñÿ îäíî èç äðóãîãî êîìïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì,
ïîýòîìó îíè òîæå ýêâèâàëåíòíû. ×òîáû äîêàçàòü Òåîðåìó 2.1, äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü òîëüêî îäíî èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé, íàïðèìåð ýòî

[Lω, ∂
∗] =

√
−1 ∂. (2.6)

Äîêàçàòåëüñòâî ïîäîáíîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò îáùåé ìîäåëè, êîòîðàÿ äåòàëüíî
èçëàãàåòñÿ â [V1] è [V2], à òàêæå â Ïðèëîæåíèè ê íàñòîÿùåé ñòàòüå. Ñóùåñòâóåò
àëãåáðàè÷åñêîå ïîíÿòèå äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà íà ãðàäóèðîâàííîé
ñóïåðêîììóòàòèâíîé àëãåáðå, îïðåäåëåííîå Ãðîòåíäèêîì (Îïðåäåëåíèå 6.1).
Â ñìûñëå ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, ∂∗, ∂∗ îïåðàòîðû âòîðîãî ïîðÿäêà íà àëãåáðå
Λ∗(M) (Ïðåäëîæåíèå 6.8), à îïåðàòîð Lω Λ∗(M)-ëèíåéíûé (íóëåâîãî ïîðÿäêà).
Ñëåäîâàòåëüíî, [Lω, ∂

∗] (áóäó÷è êîììóòàòîðîì àëãåáðàè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
îïåðàòîðîâ 0-ãî è 2-ãî ïîðÿäêà íà Λ∗(M)) � àëãåáðàè÷åñêèé äèôôåðåíöèàëüíûé
îïåðàòîð ïåðâîãî ïîðÿäêà. Îïåðàòîð

√
−1 ∂ òàêæå èìååò ïîðÿäîê 1, èáî

óäîâëåòâîðÿåò ïðàâèëó Ëåéáíèöà. ×òîáû äîêàçàòü ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå
ìåæäó îïåðàòîðàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà íà àëãåáðå, òàêîå, êàê (2.6), äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü åãî íà ëþáîì íàáîðå ìóëüòèïëèêàòèâíûõ îáðàçóþùèõ (Çàìå÷àíèå
6.4). ×òîáû äîêàçàòü Òåîðåìó 2.1, îñòàåòñÿ óáåäèòüñÿ, ÷òî (2.6) âûïîëíåíî
íà íåêîòîðîì íàáîðå îáðàçóþùèõ, íàïðèìåð, íà 1-ôîðìàõ è 0-ôîðìàõ.

Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ C∞(M) èìååò ìåñòî óðàâíåíèå

[Lω, ∂
∗]f = −∂∗(fω). (2.7)
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ∂∗ = −∗∂∗ è ∗(fω) = fωn−1, ãäå n = dimC M . Ñëåäîâàòåëüíî,

[Lω, ∂
∗]f = ∗(∂f ∧ ωn−1) =

√
−1 ∂f

ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîé (1, 0)-ôîðìû η ìû èìååì ∗(η ∧ ωn−1) =
√
−1 η, è

∂f = ∂f . Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî ñîîòíîøåíèå (2.6) âûïîëíÿåòñÿ íà ôóíêöèÿõ
(0-ôîðìàõ).

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ∂∗-çàìêíóòûå 1-ôîðìû ïîðîæäàþò ðàññëîåíèå 1-
ôîðì íàä C∞(M). Äåéñòâèòåëüíî, íà 2-ôîðìàõ ìû èìååì (∂∗)2 = 0, è,
ñëåäîâàòåëüíî, âñå ∂∗-òî÷íûå 1-ôîðìû ∂∗-çàìêíóòû. Ëîêàëüíûì âû÷èñëåíèåì
ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ∂∗(Λ2(M)) ïîðîæäàåò Λ1(M) íàä C∞(M).

Ðàññìîòðèì 1-ôîðìó η ∈ Λ1(M). ×òîáû äîêàçàòü Òåîðåìó 2.1, îñòàåòñÿ
ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, ÷òî [Lω, ∂

∗](η) =
√
−1 ∂η. Ïîñêîëüêó ∂∗-çàìêíóòûå 1-

ôîðìû ïîðîæäàþò Λ∗(M), ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî η ∂∗-çàìêíóòà. Â ýòîì
ñëó÷àå

[Lω, ∂
∗](η) =− ∂∗Lωη = ∗∂ ∗ (ω ∧ η)

= ∗ ∂(ωn−2 ∧ I(η)) = ∗(ωn−2 ∧ ∂(Iη)).
(2.8)

Ïîñêîëüêó η ∂∗-çàìêíóòà, ìû èìååì ωn−1 ∧ ∂(Iη) = 0, è ïîýòîìó ôîðìà
ωn−2 ∧ ∂η êîïðèìèòèâíà (óäîâëåòâîðÿåò (ωn−2 ∧ ∂η) ∧ ω = 0). Äëÿ ëþáîé
êîïðèìèòèâíîé (2n−2)-ôîðìû α = κ∧ωn−2, ôîðìà ∗α ìîæåò áûòü çàïèñàíà
ÿâíî â òåðìèíàõ κ: ∗α = −I(κ). Ñëåäîâàòåëüíî,

∗(ωn−2 ∧ ∂I(η)) = −I∂Iη =
√
−1 ∂η.

Ñðàâíèâàÿ ýòî ñ (2.8), ìû óáåæäàåìñÿ, ÷òî

[Lω, ∂
∗](η) =

√
−1 ∂η

Ìû äîêàçàëè Òåîðåìó 2.1.

2.2 Êâàäðàò îïåðàòîðà Íèåíõîéñà

Â äàëüíåéøåì, íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå ïîëåçíîå òîæäåñòâî.

Ïðåäëîæåíèå 2.2: Ïóñòü (M, I, ω,Ω) � ïðèáëèçèòåëüíî êýëåðîâî 6-
ìíîãîîáðàçèå, dω = λRe Ω, à

C := N +N = d2,−1 + d−1,2

� (2,−1)⊕(−1, 2)-÷àñòü äèôôåðåíöèàëà äå Ðàìà. Òîãäà ñëåäóþùèå C∞(M)-
ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ

Λp,q(M)−→ Λp+1,q+1(M)

ðàâíû:

(i) C2
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(ii) −{∂, ∂} (ãäå {·, ·} îáîçíà÷àåò ñóïåðêîììóòàòîð).

(iii) ñêàëÿðíûé îïåðàòîð
√
−1 λ2(p− q)Lω, îòîáðàæàþùèé η ∈ Λp,q(M) â
√
−1 λ2(p− q)η ∧ ω.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàâåíñòâî C2 = −{∂, ∂} î÷åâèäíî, ïîòîìó ÷òî (1, 1)-
÷àñòü d2 ðàâíà C2 + {∂, ∂}, à d2 = 0 (ñì. (2.2)). ×òîáû äîêàçàòü óðàâíåíèå

C2 =
√
−1 λ2(p− q)Lω, (2.9)

ìû çàìå÷àåì, ÷òî îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.9) � äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (C2

ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì, ïîñêîëüêó ýòî àíòèêîììóòàòîð íå÷åòíîãî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñ ñîáîé). Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü òîæäåñòâî
(2.9) íà îáðàçóþùèõ àëãåáðû Λ∗(M), íàïðèìåð íà Λ0(M) è Λ1(M). Íà
Λ0(M), è C è (p− q) çàíóëÿþòñÿ, è ñîîòíîøåíèå (2.9) î÷åâèäíî. Ïðîâåðèì
(2.9) íà Λ1,0(M) (äîêàçàòåëüñòâî òîæäåñòâà (2.9) íà Λ0,1(M) ïîëó÷àåòñÿ
àíàëîãè÷íî). Âûáåðåì îðòîíîðìàëüíûé áàçèñ ξ1, ξ2, ξ3 ∈ Λ1,0(M), òàêèì
îáðàçîì, ÷òî

ω = −
√
−1 (ξ1 ∧ ξ1 + ξ2 ∧ ξ2 + ξ3 ∧ ξ3), Ω = ξ1 ∧ ξ2 ∧ ξ3

Ïóñòü η � (0, 1)-ôîðìà, ñêàæåì, η = ξ1 (ýòî ïðåäïîëîæåíèå íå îãðàíè÷èòåëüíî,
ïîñêîëüêó îáå ñòîðîíû óðàâíåíèÿ (2.9) ïî îïðåäåëåíèþ C∞(M)-ëèíåéíû).
Òîãäà N(η) = λξ2 ∧ ξ3, êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèé (1.4). Ïîäîáíûì îáðàçîì,
ïðàâèëî Ëåéáíèöà è óðàâíåíèå (1.4) äàþò

NN(η) = λ2(ξ1 ∧ ξ3 ∧ ξ3 + ξ1 ∧ ξ1 ∧ ξ2) =
√
−1 λ2η ∧ ω. (2.10)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

C2(η) = (N +N)2η = NN(η), (2.11)

ïîñêîëüêó Nη = 0 (ýòî ôîðìà õîäæåâà òèïà (−1, 3)), à N2 = N
2

= 0, êàê
ñëåäóåò èç (2.2). Êîìáèíèðóÿ (2.10) è (2.11), ìû ïîëó÷àåì (2.9). Ïðåäëîæåíèå
2.2 äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 2.3: Ïóñòü (M, I, ω,Ω) � ïðèáëèçèòåëüíî êýëåðîâî 6-ìíîãî-
îáðàçèå, dω = λRe Ω, è ∂, ∂ � (1, 0)- è (0, 1)-÷àñòè äèôôåðåíöèàëà äå Ðàìà.
Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðû Ëàïëàñà:

∆∂ := ∂∂∗ + ∂∗∂, ∆∂ := ∂∂
∗

+ ∂
∗
∂.

Òîãäà ∆∂ −∆∂ = R, ãäå R � ñêàëÿðíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé íà (p, q)-
ôîðìàõ óìíîæåíèåì íà λ2(3− p− q)(p− q).

Äîêàçàòåëüñòâî: Êàê ñëåäóåò èç Ïðåäëîæåíèÿ 2.2, {∂, ∂} =
√
−1 (p −

q)Lω. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îïåðàòîð H := [Lω,Λω] äåéñòâóåò íà (p, q)-
ôîðìàõ êàê óìíîæåíèå íà (3− p− q) (ñì. íàïð. [GH]). Ïîýòîìó

{Λω, {∂, ∂}} =
√
−1R. (2.12)
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Ïðèìåíÿÿ ñóïåðêîììóòàòèâíóþ âåðñèþ òîæäåñòâà ßêîáè è Òåîðåìó 2.1 ê
(2.12), ìû ïîëó÷àåì
√
−1R = {Λω, {∂, ∂}} = {{Λω, ∂}, ∂}+ {∂, {Λω, ∂}} =

√
−1 ∆∂ −

√
−1 ∆∂ .

(2.13)
Ýòî äîêàçûâàåò Ñëåäñòâèå 2.3.

3 Ëàïëàñèàí äå Ðàìà è ∆∂, ∆∂, ∆∂−∂

3.1 Âûðàæåíèå äëÿ ∆d

Ïóñòü M � ïðèáëèçèòåëüíî êýëåðîâî 6-ìíîãîîáðàçèå, d = N + ∂ + ∂ + N
ðàçëîæåíèå Õîäæà äëÿ äèôôåðåíöèàëà äå Ðàìà, à ∆∂ , ∆∂ � îïåðàòîðû
Ëàïëàñà îïðåäåëåííûå âûøå, ∆∂ := {∂, ∂∗}, ∆∂ := {∂, ∂∗}. Ðàññìîòðèì
îáû÷íûé ëàïëàñèàí íà äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðìàõ,∆d = {d, d∗}. Â äîïîëíåíèå
ê Ñëåäñòâèþ 2.3, ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýòèìè îïåðàòîðàìè.

Òåîðåìà 3.1: Ïóñòü M � ïðèáëèçèòåëüíî êýëåðîâî 6-ìíîãîîáðàçèå, à
∆∂ , ∆∂ , ∆d � îïåðàòîðû Ëàïëàñà, îïðåäåëåííûå âûøå. Òîãäà

∆d = ∆∂ + ∆∂ + ∆N+N − {∂, ∂∗} − {∂, ∂∗}. (3.1)

ãäå îïåðàòîð∆N+N îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóïåðêîììóòàòîð C∞-ëèíåéíîãî îïåðàòîðà
C := N +N è åãî ñîïðÿæåííîãî:

∆N+N := CC∗ + C∗C.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1 çàíèìàåò îñòàòîê ñåêöèè 3.

3.2 N = λ[LΩ, Λω]

Ñëåäóþùèå ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå
Òåîðåìû 3.1.

Óòâåðæäåíèå 3.2: Ïóñòü (M, I, ω,Ω) � ïðèáëèçèòåëüíî êýëåðîâî 6--
ìíîãîîáðàçèå, dω = λRe Ω, N � (2,−1)-÷àñòü äèôôåðåíöèàëà äå Ðàìà, à
Λω � îïåðàòîð Õîäæà, îïðåäåëåííûé âûøå. Òîãäà

λ[LΩ,Λω] = N, (3.2)

ãäå LΩ(η) := Ω ∧ η.

Äîêàçàòåëüñòâî:Êàê äåëàåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 2.1, ìû ðàññìàòðèâàåì
LΩ,Λω êàê àëãåáðàè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû íà ãðàäóèðîâàííîé
ñóïåðêîììóòàòèâíîé àëãåáðå Λ∗(M) (ñì. Îïðåäåëåíèå 6.1). Â ýòîì ñìûñëå,
LΩ ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì íóëåâîãî ïîðÿäêà, à Λω � îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà,
÷òî ñëåäóåò èç Óòâåðæäåíèÿ 6.7. Ïîýòîìó êîììóòàòîð [LΩ,Λω] � îïåðàòîð
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ïåðâîãî ïîðÿäêà. Â ñèëó Çàìå÷àíèÿ 6.4, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü (3.2) íà 0-
ôîðìàõ è 1-ôîðìàõ. Ýòî äåëàåòñÿ ÿâíûì ïîäñ÷åòîì â êîîðäèíàòàõ, çàäàííûõ
óðàâíåíèåì (1.4).

3.3 Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ N , N , ∂, ∂

Ìû âûâîäèì êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ, àíàëîãè÷íûå êîììóòàöèîííûì
ñîîòíîøåíèÿì Êýëåðà è Êîäàèðû.

Ïðåäëîæåíèå 3.3: Â îáîçíà÷åíèÿõ Òåîðåìû 3.1, ñëåäóþùèå àíòèêîììóòàòîðû
çàíóëÿþòñÿ.

{N∗, ∂} = {N∗, ∂} = {N, ∂∗} = {N, ∂∗} = 0. (3.3)

Áîëåå òîãî,
{∂∗, ∂} = −{N, ∂∗} = −{N∗, ∂},

{∂∗, ∂} = −{N, ∂∗} = −{N∗, ∂∗},
(3.4)

Äîêàçàòåëüñòâî:Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ñîîòíîøåíèÿ (3.3) ìîãóò áûòü ïîëó÷åííû
ïðèìåíåíèåì ýðìèòîâà è êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ ê ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ:

{N∗, ∂} = 0. (3.5)

Ðàçëàãàÿ d2 = 0 íà õîäæåâû êîìïîíåíòû, ìû ïîëó÷àåì {N, ∂} = 0 (ñì.
(2.3)). Èç Óòâåðæäåíèÿ 3.2 ñëåäóåò, ÷òî ýòî ýêâèâàëåíòíî

{{LΩ,Λω}, ∂} = 0. (3.6)

Î÷åâèäíî ∂Ω = 0, à ñëåäîâàòåëüíî,

{LΩ, ∂} = 0. (3.7)

Ïðèìåíÿÿ ñóïåðêîììóòàòèâíûé àíàëîã òîæäåñòâà ßêîáè ê óðàâíåíèþ (3.6)
è èñïîëüçóÿ (3.7), ìû ïîëó÷àåì

0 = {LΩ, {Λω, ∂}} =
√
−1 {LΩ, ∂

∗}. (3.8)

Äåéñòâóÿ íà (3.8) ïîñðåäñòâîì {Λω, ·} è ñíîâà èñïîëüçóÿ ñóïåð-àíàëîã òîæäåñòâà
ßêîáè, ïîëó÷àåì

0 = {Λω, {LΩ, ∂
∗}} = −λ{N, ∂∗}.

Ýòî äîêàçûâàåò (3.5) è (3.3).
Îñòàåòñÿ äîêàçàòü òîæäåñòâî (3.4). Ïðèìåíÿÿ ðàçëîæåíèå Õîäæà ê d2 =

0 ìû ïîëó÷àåì
1
2
{∂, ∂}+ {N, ∂} = 0 (3.9)
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(ñì. (2.3)). Ïðèìåíÿÿ àðãóìåíò, êîòîðûé ìû èñïîëüçîâàëè, ÷òîáû ïîëó÷èòü
(3.7), íàõîäèì òàêæå

{N, ∂} =− λ−1{{Λω, LΩ}, ∂}
=λ−1{{LΩ, {Λω, ∂}} − λ−1{Λω, {LΩ, ∂}}
=−

√
−1 λ−1{LΩ, ∂

∗}.

Âìåñòå ñ (3.9), ýòî äàåò

1
2
{∂, ∂} =

√
−1 λ−1{LΩ, ∂

∗}. (3.10)

Äåéñòâóÿ íà (3.10) ïîñðåäñòâîì {Λω, ·}, ïîëó÷àåì
√
−1 {∂, ∂∗} =

√
−1 λ−1{{Λω, LΩ}, ∂∗} = −

√
−1 {N, ∂∗}.

Ìû ïîëó÷èëè ïåðâîå òîæäåñòâî èç (3.4):

{∂, ∂∗} = −{N, ∂∗}. (3.11)

Îñòàëüíûå òîæäåñòâà (3.4) ïîëó÷àþòñÿ èç (3.11) ýðìèòîâûì è êîìïëåêñíûì
ñîïðÿæåíèåì. Ìû äîêàçàëè Ïðåäëîæåíèå 3.3.

3.4 Ðàçëîæåíèå Õîäæà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà

Òåïåðü ìû ìîæåì çàêîí÷èòü äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3.1. Ðàçëàãàÿ d, d∗ íà
èõ õîäæåâû êîìïîíåíòû, ïîëó÷àåì

∆d =
(
{N∗, ∂}+ {N, ∂∗}+ {N∗, ∂}+ {N, ∂∗}

)
+

(
{∂∗, ∂}+ {∂∗, ∂}+ {N, ∂∗}+ {N, ∂∗}+ {N∗, ∂}+ {N∗, ∂}

)
+∆∂ + ∆∂ + ∆N+N .

(3.12)

Ïåðâûé ÷ëåí â ñêîáêàõ ðàâåí íóëþ â ñèëó óðàâíåíèÿ (3.3), âòîðîé æå ðàâåí
−{∂, ∂∗} − {∂, ∂∗}, êàê ñëåäóåò èç (3.4). Ïîëó÷àåì

∆d = ∆∂ + ∆∂ + ∆N+N − {∂, ∂∗} − {∂, ∂∗}. (3.13)

Ìû äîêàçàëè Òåîðåìó 3.1.

Óðàâíåíèå (3.13) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî êàê ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå
ìåæäó îïåðàòîðàìè Ëàïëàñà.

Ñëåäñòâèå 3.4: Â îáîçíà÷åíèÿõ Òåîðåìû 3.1, îáîçíà÷èì çà∆∂−∂ ëàïëàñèàí
{∂ − ∂, ∂∗ − ∂

∗}. Òîãäà
∆d = ∆∂−∂ + ∆N+N . (3.14)
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Äîêàçàòåëüñòâî: Êàê ÿñíî èç óðàâíåíèÿ (3.13), äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (3.14)
äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî

∆∂−∂ = ∆∂ + ∆∂ − {∂, ∂
∗} − {∂, ∂∗}

Ýòî òîæäåñòâî ïîëó÷àåòñÿ ðàñêðûòèåì ñêîáîê.

4 Êýëåðîâû òîæäåñòâà äëÿ N , N

Â äàëüíåéøåì, íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ, àíàëîãè÷íûå êýëåðîâûì
òîæäåñòâàì (Òåîðåìà 2.1), íî äëÿ C∞(M)-ëèíåéíîé �âíåøíåé� ÷àñòè äèôôåðåíöèàëà
äå Ðàìà, N è N .

Ïðåäëîæåíèå 4.1: Ïóñòü (M, I, ω,Ω) � ïðèáëèçèòåëüíî êýëåðîâî 6--
ìíîãîîáðàçèå, N , N � (2,−1)- è (−1, 2)-÷àñòè äèôôåðåíöèàëà äå Ðàìà,
N∗, N∗ èõ ýðìèòîâî ñîïðÿæåííûå, à Λω ýðìèòîâî ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð
ê Lω(η) := ω ∧ η. Òîãäà

[Λω, N
∗] = 2

√
−1N, [Λω, N

∗
] = −2

√
−1N.

[Lω, N ] = 2
√
−1N

∗
, [Lω, N ] = −2

√
−1N∗.

(4.1)

Äîêàçàòåëüñòâî: Òîæäåñòâà (4.1) ïîëó÷àþòñÿ îäíî èç äðóãîãî ïîñðåäñòâîì
êîìïëåêñíîãî è ýðìèòîâà ñîïðÿæåíèÿ, ïîýòîìó îíè ýêâèâàëåíòíû. Òàêèì
îáðàçîì, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü

[Lω, N
∗] = 2

√
−1N. (4.2)

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ôîðìóëû ñëåäóåò òåì æå ïðèíöèïàì, êàê è äîêàçàòåëüñòâî
Òåîðåìû 2.1. Ñíîâà, îáå ñòîðîíû óðàâíåíèÿ (4.2) � àëãåáðàè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå
îïåðàòîðû ïåðâîãî ïîðÿäêà íà àëãåáðå Λ∗(M), â ñìûñëå Ãðîòåíäèêà (Îïðåäåëåíèå
6.1). Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî (4.2) âûïîëíÿåòñÿ íà 0-ôîðìàõ è 1-
ôîðìàõ (Çàìå÷àíèå 6.4). Íà 0-ôîðìàõ, îáå ñòîðîíû (4.2) î÷åâèäíî çàíóëÿþòñÿ.
×òîáû äîêàçàòü (4.2), îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü

N∗Lω(η) = 2
√
−1N(η), (4.3)

ãäå η � 1-ôîðìà. Ïîñêîëüêó îáå ñòîðîíû (4.3) çàíóëÿþòñÿ íà (1,0)-ôîðìàõ,
ìû ìîæåì òàêæå ïðåäïîëîæèòü, ÷òî η ∈ Λ0,1(M).

Ïóñòü ξ1, ξ2, ξ2 � îðòîíîðìàëüíûé áàçèñ â Λ1,0(M), óäîâëåòâîðÿþùèé

ω = −
√
−1 (ξ1 ∧ ξ1 + ξ2 ∧ ξ2 + ξ3 ∧ ξ3), Ω = ξ1 ∧ ξ2 ∧ ξ3.

Ïîñêîëüêó îáå ñòîðîíû óðàâíåíèÿ (4.2) C∞(M)-ëèíåéíû, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü
(4.2) òîëüêî äëÿ η = ξ1, ξ2, ξ2. Ïðåäïîëîæèì äëÿ ïðèìåðà, ÷òî η = ξ1. Òîãäà

Lωη = −
√
−1 ξ1 ∧ (ξ2 ∧ ξ2 + ξ3 ∧ ξ3).
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Èñïîëüçóÿ (1.4), ìû ïîëó÷àåì

N∗Lωη = −
√
−1 ξ3 ∧ ξ2 +

√
−1 ξ2 ∧ ξ3 = 2

√
−1 ξ2 ∧ ξ3 = 2

√
−1 N(η).

Èç ýòîãî ñëåäóåò (4.2). Ïðåäëîæåíèå 4.1 äîêàçàíî.

Ïðåäëîæåíèå 4.1 èñïîëüçóåòñÿ â ýòîé ñòàòüå ðîâíî îäèí ðàç, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 4.2: Ïóñòü M � ïðèáëèçèòåëüíî êýëåðîâî 6-ìíîãîîáðàçèå,
N ,N � (2,−1)- è (−1, 2)-÷àñòè äèôôåðåíöèàëà äå Ðàìà,N∗,N∗ ñîïðÿæåííûå
îïåðàòîðû, è ∆N , ∆N , ∆N+N ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðû Ëàïëàñà. Òîãäà

∆N+N = ∆N + ∆N

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè, ïîëó÷àåì

∆N+N = ∆N + ∆N + {N,N∗}+ {N,N∗}.

Ïîýòîìó, ÷òîáû äîêàçàòü Ñëåäñòâèå 4.2, äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî

{N,N∗} = 0, {N,N∗} = 0.

Îäíî èç ýòèõ óðàâíåíèé ïîëó÷àåòñÿ èç äðóãîãî êîìïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì;
ñëåäîâàòåëüíî, îíè ýêâèâàëåíòíû. Äîêàæåì, íàïðèìåð, ÷òî {N,N∗} = 0.
Êàê ñëåäóåò èç Ïðåäëîæåíèÿ 4.1,

{N,N∗} = −
√
−1
2

{N, {Λω, N}}. (4.4)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, {N,N} = 0, ÷òî ÿñíî èç óðàâíåíèÿ (2.3). Èñïîëüçóÿ
ñóïåðêîììóòàòèâíóþ âåðñèþ óðàâíåíèÿ ßêîáè, ïîëó÷àåì

0 = {Λω, {N,N}} = {{Λω, N}, N}+ {N, {Λω, N}} = 2{N, {Λω, N}}.

Ïîýòîìó (4.4) âëå÷åò {N,N∗} = 0. Ìû äîêàçàëè Ñëåäñòâèå 4.2.

Çàìå÷àíèå 4.3: Ïðèìåíÿÿ Ñëåäñòâèå 4.2, Ñëåäñòâèå 3.4 è Òåîðåìó 3.1,
ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

∆d = ∆∂ + ∆∂ + ∆N + ∆N − {∂∗, ∂} − {∂, ∂∗} (4.5)

è
∆d = ∆∂−∂ + ∆N + ∆N . (4.6)
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5 Ãàðìîíè÷åñêèå ôîðìû íà ïðèáëèçèòåëüíî

êýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ

5.1 Ãàðìîíè÷åñêèå ôîðìû è îïåðàòîðû Ëàïëàñà ∆∂, ∆∂

Äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôîðì íà êîìïàêòíîì ïðèáëèçèòåëüíî êýëåðîâîì ìíîãîîáðàçèè,
ñîîòíîøåíèÿ (3.1) Òåîðåìû 3.1 ìîæíî ñóùåñòâåííî óñèëèòü.

Òåîðåìà 5.1: Ïóñòü M � êîìïàêòíîå ïðèáëèçèòåëüíî êýëåðîâî 6-ìíî-
ãîîáðàçèå. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà η ãàðìîíè÷íà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà

η ∈ ker ∆∂ ∩ ker ∆∂ ∩ ker ∆N+N . (5.1)

Äîêàçàòåëüñòâî: ßñíî, ÷òî åñëè (5.1) âûïîëíåíî, òî ∂η = ∂η = ∂∗η =
∂
∗
η = 0, è òîãäà ∆dη = 0 â ñèëó Òåîðåìû 3.1.
Èç Ñëåäñòâèÿ 3.4 ïîëó÷àåì:

∆dη = 0 ⇔
(

∆∂−∂η = 0, è ∆N+Nη = 0
)
. (5.2)

Ïîýòîìó, äëÿ ëþáîé ∆d-ãàðìîíè÷åñêîé ôîðìû η, ìû èìååì ∆∂−∂η = 0, òî
åñòü (∂ − ∂)η = 0 è (∂∗ − ∂

∗
)η = 0. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó dη = (N +N)η =

0, îïåðàòîð ∂ + ∂ = d − N − N òàêæå çàíóëÿåòñÿ íà ôîðìå η. Âû÷èòàÿ
èç (∂ + ∂)η = 0 ñîîòíîøåíèå (∂ − ∂)η = 0, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ∂η = 0.
Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äîêàçûâàþò îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ èç

∂η = ∂η = ∂∗η = ∂
∗
η = 0

Ìû ïîëó÷èëè (5.1). Òåîðåìà 5.1 äîêàçàíà.

5.2 Ðàçëîæåíèå Õîäæà íà êîãîìîëîãèÿõ

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîé ñòàòüè íåìåäëåííî ñëåäóåò èç Òåîðåìû 5.1.

Òåîðåìà 5.2: Ïóñòü M � êîìïàêòíîå, ïðèáëèçèòåëüíî êýëåðîâî 6-ìíî-
ãîîáðàçèå, à Hi(M) � ïðîñòðàíñòâî ãàðìîíè÷åñêèõ i-ôîðì íà M . Òîãäà
Hi(M) ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ãàðìîíè÷åñêèõ ôîðì ÷èñòîãî õîäæåâà
òèïà:

Hi(M) =
⊕

i=p+q

Hp,q(M). (5.3)

Áîëåå òîãî, Hp,q(M) = 0, åñëè íå âûïîëíåíî p = q, (p = 2, q = 1) èëè
(q = 1, p = 2).

Äîêàçàòåëüñòâî: Èç Òåîðåìû 5.1 ñëåäóåò, ÷òî ôîðìà η ãàðìîíè÷íà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∂η = ∂η = ∂∗η = ∂

∗
η = 0 è ∆N+Nη = 0. Èç

Ñëåäñòâèÿ 4.2 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ïîñëåäíåå èç ýòèõ óðàâíåíèé ðàâíîñèëüíî
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Nη = Nη = N∗η = N
∗
η = 0. Ïîýòîìó ôîðìà η ãàðìîíè÷íà òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà âñå õîäæåâû êîìïîíåíòû îïåðàòîðîâ d, d∗ íà íåé çàíóëÿþòñÿ:

∂η = ∂η = ∂∗η = ∂
∗
η = Nη = Nη = N∗η = N

∗
η = 0. (5.4)

Ñëåäîâàòåëüíî, âñå õîäæåâû êîìïîíåíòû ôîðìû η òîæå óäîâëåòâîðÿþò
(5.4). Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî âñå ýòè êîìïîíåíòû òîæå ãàðìîíè÷íû. Ìû ïîëó÷èëè
ðàçëîæåíèå (5.3).

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî Hp,q(M) çàíóëÿåòñÿ äëÿ (p, q) íå óäîâëåòâîðÿþùèõ
p = q ëèáî (p = 2, q = 1) ëèáî (q = 1, p = 2), ìû èñïîëüçóåì Ñëåäñòâèå
2.3. Ïóñòü η � íåíóëåâàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ (p, q)-ôîðìà. Òîãäà ñêàëÿðíûé
îïåðàòîð R = ∆∂ − ∆∂ çàíóëÿåòñÿ íà η, R = λ2(3 − p − q)(p − q). Íî â
ýòîì ñëó÷àå ëèáî p = q, ëèáî p + q = 3. Ìû íåìåäëåííî ïîëó÷àåì, ÷òî
p = q, ëèáî (p = 2, q = 1), ëèáî (q = 1, p = 2), ëèáî (p = 3, q = 0), ëèáî
(q = 0, p = 3). Ïîñëåäíèå äâà ñëó÷àÿ î÷åâèäíî íåâîçìîæíû: íà Λ3,0(M),
Λ0,3(M), îïåðàòîð N + N èíúåêòèâåí (ýòî ÿñíî, íàïðèìåð, èç (1.4)), à
çíà÷èò, íå ìîæåò çàíóëÿòüñÿ; ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç óðàâíåíèÿ (5.4) ñëåäóåò
N +N(η) = 0. Ìû äîêàçàëè Òåîðåìó 5.2.

Çàìå÷àíèå 5.3: Ñðåäíèå êîãîìîëîãèè êîìïàêòíîãî, ïðèáëèçèòåëüíî
êýëåðîâà 6-ìíîãîîáðàçèÿ çàìå÷àòåëüíî ïîõîæè íà ñðåäíèå êîãîìîëîãèè êý-
ëåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ. Â ÷àñòíîñòè, â ýòîé ñèòóàöèè îïðåäåëåí ïðîìåæóòî÷íûé
ÿêîáèàí T := H2,1(M)/H3(M,Z). Êàê è â êýëåðîâîé ñèòóàöèè, T � êîìïëåêñíûé
òîð. Çàäàíî åñòåñòâåííîå ïñåâäîãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå èç ïðîñòðàíñòâà
ïñåâäîãîëîìîðôíûõ ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ íàM â ïðîìåæóòî÷íûé ÿêîáèàí.

Çàìå÷àíèå 5.4: Âñå ãàðìîíè÷åñêèå ôîðìû η ∈ Hp,q(M), (p = 2, q = 1)
èëè (q = 1, p = 2) ïðèìèòèâíû è êîïðèìèòèâíû, òî åñòü óäîâëåòâîðÿþò
Lω(η) = 0 (ïðèìèòèâíîñòü) è Λω(η) = 0 (êîïðèìèòèâíîñòü). Äåéñòâèòåëüíî,
{N,N} çàíóëÿåòñÿ íà η, êàê ñëåäóåò èç (5.4). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç Ïðåäëîæåíèÿ
2.2 âûòåêàåò, ÷òî {N,N}(η) = (p−q)ω∧η, à çíà÷èò, ω∧η = 0. Êðîìå òîãî, âñå
ãàðìîíè÷åñêèå ôîðìû η ∈ Hp,p(M) ïðèìèòèâíû äëÿ p = 1 è êîïðèìèòèâíû
äëÿ p = 2. Ýòî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèÿ (5.4). Íàïðèìåð, äëÿ
(1,1)-ôîðìû η, ìû ïîëó÷àåì N(η) = Λω(η) ·Ω, à çíà÷èò, η ïðèìèòèâíà, åñëè
N(η) = 0.

6 Ïðèëîæåíèå. Àëãåáðàè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå

îïåðàòîðû íà àëãåáðå äå Ðàìà

6.1 Àëãåáðàè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû:

îñíîâíûå ñâîéñòâà

ÏóñòüA∗ :=
⊕i

Ai � ãðàäóèðîâàííîå ñóïåðêîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé.
Äëÿ ëþáîãî a ∈ Ai, îáîçíà÷èì çà La îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà a: La(η) = aη.
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Ñóïåðêîììóòàòîð äâóõ ãðàäóèðîâàííûõ ýíäîìîðôèçìîâ x, y ∈ End(A∗, A∗)
îáîçíà÷àåòñÿ

{x, y} := xy − (−1)x̃ỹyx,

ãäå x̃ îáîçíà÷àåò ÷åòíîñòü x.
Â äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ îá ýëåìåíòàõ ãðàäóèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ, ìû

áóäåì âñåãäà èìåòü â âèäó ÷èñòûå ýëåìåíòû, òî åñòü ýëåìåíòû íå÷åòíîé
èëè ÷åòíîé ñòåïåíè. ×åòíîñòü x̃ ðàâíà 1 äëÿ íå÷åòíûõ ýëåìåíòîâ, è 0 äëÿ
÷åòíûõ.

Îïðåäåëåíèå 6.1: ÏðîñòðàíñòâîDi(A∗) ⊂ End(A∗, A∗) àëãåáðàè÷åñêèõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïîðÿäêà íå áîëüøå i� ãðàäóèðîâàííîå
ïîäïðîñòðàíñòâî End(A∗, A∗), îïðåäåëåííîå èíäóêòèâíî, ñëåäóþùèì îáðàçîì

(i) D0(A) � ïðîñòðàíñòâî A∗-ëèíåéíûõ ýíäîìîðôèçìîâ A∗; ïîñêîëüêó A∗
� êîëüöî ñ åäèíèöåé, D0(A∗) ∼= A∗.

(ii) Dn+1(A∗) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ãðàäóèðîâàííîå ïîäïðîñòðàíñòâî â

End(A∗, A∗),

ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýíäîìîðôèçìîâ ρ ∈ End(A∗, A∗) (÷åòíûõ èëè íå÷åòíûõ),
êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò {La, ρ} ∈ Dn(A∗), äëÿ âñåõ a ∈ A.

Ýòî ïîíÿòèå áûëî îïðåäåëåíî À. Ãðîòåíäèêîì. Èñïîëüçóÿ èíäóêöèþ,
ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî D∗(A∗) :=

⋃
Di(A∗) � ôèëüòðîâàííàÿ àëãåáðà:

Di(A∗) ·Dj(A∗) ⊂ Di+j(A∗), (6.1)

à òàêæå
{Di(A∗), Dj(A∗)} ⊂ Di+j−1(A∗). (6.2)

Îïðåäåëåíèå 6.2: Ïóñòü δ : A∗ −→A∗ � ÷åòíûé èëè íå÷åòíûé ýíäîìîðôèçì.
Ìû ãîâîðèì, ÷òî δ � äèôôåðåíöèðîâàíèå, åñëè

δ(ab) = δ(a)b+ (−1)ãδ̃aδ(b),

äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A∗.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå äèôôåðåíöèðîâàíèÿA∗ ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè
äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà, è çàíóëÿþòñÿ íà åäèíèöå
àëãåáðû A∗. Îáðàòíîå òîæå âåðíî: åñëè D ⊂ D1(A∗) � äèôôåðåíöèàëüíûé
îïåðàòîð ïåðâîãî ïîðÿäêà, D(1) = 0, òî D � äèôôåðåíöèðîâàíèå, ÷òî ÿñíî
èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 6.3: Ïóñòü D ∈ D1(A∗) � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð
ïåðâîãî ïîðÿäêà íà àëãåáðå A∗. Òîãäà D−LD(1) � äèôôåðåíöèðîâàíèå A∗.
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Äîêàçàòåëüñòâî:Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü Óòâåðæäåíèå 6.3 â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî D(1)=0. Ïóñòü a, b ∈ A � ÷åòíûå èëè íå÷åòíûå ýëåìåíòû. Ïîñêîëüêó
îïåðàòîð {D,La} A∗-ëèíåéíûé, èìååì

D(ab)− (−1)ãD̃aD(b) ={D,La}(b) = {D,La}(1)b

=D(a)b+ (−1)ãD̃aD(1) = D(a)b.

Çàìå÷àíèå 6.4: Èç Óòâåðæäåíèÿ 6.3 ÿñíî, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíûé
îïåðàòîð ïåðâîãî ïîðÿäêà íàA∗ îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè, êîòîðûå îí ïðèíèìàåò
íà 1 è íà ëþáîì íàáîðå ìóëüòèïëèêàòèâíûõ îáðàçóþùèõ A∗.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå òàêæå î÷åâèäíî.

Óòâåðæäåíèå 6.5: ÏóñòüD ∈ End(A∗)� ýíäîìîðôèçì A∗, à V � íàáîð
ìóëüòèïëèêàòèâíûõ îáðàçóþùèõ A∗. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ν ∈ V ,
ìû èìååì {Lν , D} ∈ Di(A∗). ÒîãäàD � àëãåáðàè÷åñêèé äèôôåðåíöèàëüíûé
îïåðàòîð (i+ 1)-ãî ïîðÿäêà.

6.2 Àëãåáðàè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû íà

Λ∗(M)

Ïóñòü M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, à Λ∗(M) � åãî àëãåáðà äå Ðàìà. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ (â îáû÷íîì ñìûñëå)
è ïðîñòðàíñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà Λ∗(M)
ñîâïàäàþò. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîðÿäîê äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà
Λ∗(M) â ñìûñëå Ãðîòåíäèêà íå ñîâïàäàåò ñ ïîðÿäêîì äèôôåðåíöèàëüíîãî
îïåðàòîðà â îáû÷íîì ñìûñëå. Íàïðèìåð, ïîäñòàíîâêà âåêòîðíîãî ïîëÿ â
ôîðìó C∞(M)-ëèíåéíà, ñëåäîâàòåëüíî, îíà èìååò ïîðÿäîê 0. Ëåãêî âèäåòü,
÷òî ïîäñòàíîâêà âåêòîðíîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì àëãåáðû
Λ∗(M), è êàê àëãåáðàè÷åñêèé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð èìååò ïîðÿäîê
1.

Ãîâîðÿ î ïîðÿäêå äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà Λ∗(M), ìû âñåãäà
èìååì â âèäó ïîðÿäîê àëãåáðàè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Îòíûíå è äî êîíöà ýòîé ñòàòüè, ìû ïîëàãàåì ìíîãîîáðàçèåM ðèìàíîâûì.

Óòâåðæäåíèå 6.6: Ïóñòü M � ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, à η ∈ Λ1(M) �
1-ôîðìà. Îáîçíà÷èì Λη ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð ê Lη, Λη = − ∗ Lη∗. Òîãäà
Λη � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Äîêàçàòåëüñòâî: Î÷åâèäíî, Λη � îïåðàòîð ïîäñòàíîâêè âåêòîðíîãî
ïîëÿ η], äâîéñòâåííîãî ê η. Ïîäñòàíîâêà âåêòîðíîãî ïîëÿ ýòî äèôôåðåíöèðîâàíèå.
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Óòâåðæäåíèå 6.6 � ÷àñòíûé ñëó÷àé ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ, êîòîðîå
äîêàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìî.

Ïðåäëîæåíèå 6.7: ÏóñòüM � ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, à η ∈ Λn(M) �
n-ôîðìà. Îáîçíà÷èì çà Λη ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð ê Lη, Λη = (−1)η̃ ∗ Lη∗.
Òîãäà Λη � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïîðÿäêà n.

Äîêàçàòåëüñòâî:Ìû èñïîëüçóåì èíäóêöèþ ïî n. Äëÿ n = 0, âñå î÷åâèäíî.
Êàê ñëåäóåò èç Çàìå÷àíèÿ 6.5, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî Λη ∈ Dn(Λ∗(M)), äîñòàòî÷íî
óáåäèòüñÿ, ÷òî

{Λη, La} ∈ Dn−1(Λ∗(M)), (6.3)

äëÿ ëþáîãî a ∈ Λ0(M),Λ1(M). Äëÿ a ∈ Λ0(M), (6.3) î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó
Λη C∞(M)-ëèíåéíî, è ñëåäîâàòåëüíî {Λη, La} = 0. Äëÿ a ∈ Λ1(M), ëåãêî
âèäåòü, ÷òî

{Λη, La} = Λ(η y a])

ãäå a] � äâîéñòâåííîå âåêòîðíîå ïîëå, à y � ïîäñòàíîâêà. Óòâåðæäåíèå
èíäóêöèè íåìåäëåííî ïðèâîäèò ê (6.3).

6.3 Àëãåáðàè÷åñêèé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

è åãî ñîïðÿæåííûé

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ðàçäåëà � ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 6.8: Ïóñòü (M, g) � ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, à

D : Λ∗(M)−→ Λ∗+1(M)

àëãåáðàè÷åñêèé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïåðâîãî ïîðÿäêà. Îáîçíà÷èì
çàD∗ åãî ñîïðÿæåííûé,D∗ = −∗D∗. ÒîãäàD∗ � àëãåáðàè÷åñêèé äèôôåðåíöèàëüíûé
îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà.

Äîêàçàòåëüñòâî:
Øàã 1:Êàê ñëåäóåò èç Çàìå÷àíèÿ 6.5, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî îïåðàòîð

{{D∗, La}, Lb} Λ∗(M)-ëèíåéíûé, (6.4)

äëÿ âñåõ a, b ∈ Λ0(M),Λ1(M).

Øàã 2:

Ëåììà 6.9: Ïóñòü Λ∗(M) D1−→ Λ∗−1(M)� àëãåáðàè÷åñêèé äèôôåðåíöèàëüíûé
îïåðàòîð ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîíèæàþùèé ñòåïåíü íà 2. Òîãäà D1 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ñëåäóåò èç Çàìå÷àíèÿ 6.4.
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Øàã 3: Î÷åâèäíî,
{{D∗, La}, Lb}∗ = D∗1 ,

ãäå D1 := {{D,Λa},Λb}. Èç Óòâåðæäåíèÿ 6.6 è (6.2) ñëåäóåò, ÷òî D1 �
àëãåáðàè÷åñêèé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïåðâîãî ïîðÿäêà (ýòî êîììóòàòîð
íåñêîëüêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà). Åñëè a, b ∈
Λ1(M), òîD1 ïîíèæàåò ñòåïåíü íà 1. Â ñèëó Óòâåðæäåíèÿ 6.3,D1 � äèôôåðåíöèðîâàíèå.
ßñíî, ÷òî äèôôåðåíöèðîâàíèå, êîòîðîå çàíóëÿåòñÿ íà Λ0(M), C∞(M)-ëèíåéíî.
Ïîýòîìó â ýòîé ñèòóàöèè D1 C

∞(M)-ëèíåéíî.
Èç Ëåììû 6.9 âûòåêàåò, ÷òî êîììóòàòîð D1 ñ Λc çàíóëÿåòñÿ, äëÿ âñåõ

c ∈ Λ1(M):
{D1,Λc} = 0 (6.5)

Îïåðàòîð D∗1 = {{D∗, La}, Lb} C∞(M)-ëèíåéíûé (áóäó÷è ñîïðÿæåííûì
ê D1), è êîììóòèðóåò ñ ëþáûì La, êàê ñëåäóåò èç (6.5). Ïîýòîìó D∗1 �
Λ∗(M)-ëèíåéíûé. Ýòî äîêàçûâàåò (6.4) äëÿ a, b ∈ Λ1(M).

Øàã 4: Î÷åâèäíî, La = Λa, åñëè a ∈ Λ0(M). Òîãäà

{{D∗, La}, Lb} = {{D∗,Λa},Λb} = {{D,La}, Lb}∗ = 0, (6.6)

ïîñêîëüêóD � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ìû äîêàçàëè
(6.4) äëÿ a, b ∈ Λ0(M).

Øàã 5: Ïîñêîëüêó àëãåáðà Λ∗(M) ñóïåðêîììóòàòèâíà, {La, Lb} = 0 äëÿ
âñåõ a, b ∈ Λ∗(M). Èñïîëüçóÿ ñóïåðêîììóòàòèâíóþ âåðñèþ ñîîòíîøåíèÿ
ßêîáè, ìû ïîëó÷àåì

{{D∗, La}, Lb} = (−1)ãb̃{{D∗, Lb}, La}, (6.7)

äëÿ âñåõ a, b. Íà øàãå 3 è 4 ìû äîêàçàëè (6.4) äëÿ âñåõ a, b ∈ Λ1(M), a, b ∈
Λ0(M). Â ñèëó (6.7), ÷òîáû äîêàçàòü 6.8 îñòàåòñÿ óáåäèòüñÿ, ÷òî îïåðàòîð
{{D∗, La}, Lb} � Λ∗(M)-ëèíååí äëÿ a ∈ Λ0(M), b ∈ Λ1(M).

Øàã 6: Â ýòîì ñëó÷àå,

{D∗, La} = {D∗,Λa} = {D,La}∗ = L∗D(a) = ΛD(a).

Îáîçíà÷èì çà g òåíçîð ðèìàíîâîé ìåòðèêè íà M . Òîãäà

{{D∗, La}, Lb} = {ΛD(a), Lb} = g(D(a), b),

ïîñêîëüêó ΛD(a) � ïîäñòàíîâêà äâîéñòâåííîãî âåêòîðíîãî ïîëÿD(a)]. Ïîýòîìó
{{D∗, La}, Lb}� ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, à ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò îïåðàòîð Λ∗(M)-
ëèíåéíûé. Ïðåäëîæåíèå 6.8 äîêàçàíî.

Áëàãîäàðíîñòè: Àâòîð ïðèçíàòåëåí Ðîáåðòó Áðàéàíòó è Ïîëó-Àíäè
Íàäþ çà ïîó÷èòåëüíóþ ïåðåïèñêó. Ï.-À. Íàäþ ïðèíàäëåæèò èäåÿ äîáàâèòü
â òåêñò ñòàòüè Çàìå÷àíèå 5.4.
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