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Abstract
Ïóñòü A ∈ GL(n) � ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþ-
ùèé íà Cn ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè |αi| < 1. Ðàñ-
ñìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîãîîáðàçèå Õîïôà M =
(Cn\0)/〈A〉. Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî êàæäîå ñòàáèëüíîå
ãîëîìîðôíîå ðàññëîåíèå íà M ïîäíèìàåòñÿ äî G̃F -
ýêâèâàðèàíòíîãî êîãåðåíòíîãî ïó÷êà íà Cn, ãäå G̃F

∼=
(C∗)l êîììóòàòèâíàÿ ðåäóêòèâíàÿ ãðóïïà, äåéñòâóþ-
ùàÿ íà Cn è ñîäåðæàùàÿ A. Èñïîëüçóÿ ýòî, ìû äîêàçû-
âàåì, ÷òî âñå ðàññëîåíèÿ íà M ôèëüòðóåìûå, òî åñòü
ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðàñøèðå-
íèé êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ ðàíãà 6 1.
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1 Ââåäåíèå

Â ýòîé ðàáîòå ìû èçó÷àåì ìíîãîîáðàçèÿ Õîïôà âèäà M = (Cn\0)/〈A〉,
ãäå A ∈ GL(n,C) � ëèíåéíûé îïåðàòîð ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè
|αi| < 1 (òàêîé îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ñæàòèåì, èëè êîí-
òðàêöèåé). Äåôîðìèðóÿ A ê ñêàëÿðíîìó îïåðàòîðó λ · Id, 0 < |λ| < 1,
ìû íàõîäèì, ÷òî M äèôôåîìîðôíî S2n−1 × (R/Z) ∼= S2n−1 × S1. Ó
ìíîãîîáðàçèÿ M íå÷åòíûå ÷èñëà Áåòòè íå÷åòíû, à çíà÷èò M íå äîïóñ-
êàåò êýëåðîâîé ñòðóêòóðû. Ìíîãîîáðàçèå Õîïôà � ïåðâûé è íàèáîëåå
ôóíäàìåíòàëüíûé ïðèìåð íåêýëåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ, âñòðå÷àþùèéñÿ â
àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

Åñëè A äèàãîíàëüíî è èìååò ôîðìó A = τ · Id, òî M � ýëëèïòè÷å-
ñêîå ðàññëîåíèå íàä CPn−1, ñî ñëîÿìè, èçîìîðôíûìè (íåêàíîíè÷åñêè)
ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé Cτ = C∗/〈τ〉. Â ýòîì (ò. í. �êëàññè÷åñêîì�) ñëó÷àå
àëãåáðàè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòüM ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ äëÿ ìíîãîîáðà-
çèÿ Õîïôà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî A, àëãåáðàè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòüM ìîæåò
ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå îò 0 äî n− 1.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ ìíîãîîáðàçèé Õîïôà, à â îñîáåííîñòè ïî-
âåðõíîñòåé Õîïôà, õîðîøî èçó÷åíà (ñì. [Ka1], [Ka2], [BM2], [BM1], [M1]).
Äëÿ dimM = 2, äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíà ãåîìåòðèÿ ñòàáèëüíûõ ãî-
ëîìîðôíûõ ðàññëîåíèé íà M ([M2]).

Òèïè÷íîå ñòàáèëüíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå â òàêîé ñèòóàöèè íå
ôèëüòðóåìî, ò.å. íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðàñøè-
ðåíèé êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ ðàíãà 6 1. Â ýòîì àñïåêòå êàòåãîðèè êî-
ãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íàä ïîâåðõíîñòüþ Õîïôà ðàçèòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò
êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íàä àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì, ãäå
ëþáîé ïó÷îê, ïî î÷åâèäíûì ïðè÷èíàì, ôèëüòðóåì. Õîðîøî èçâåñòíî,
÷òî íà ìíîãèõ íåàëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ (òàêèõ, êàê îáùàÿ K3-
ïîâåðõîñòü èëè äâóìåðíûé òîð) ñòàáèëüíûå ðàññëîåíèÿ ðàíãà > 1 íå
ôèëüòðóåìû.

Åñëè dimCM > 2, ãåîìåòðèÿ ãîëîìîðôíûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé
íà ìíîãîîáðàçèè Õîïôà óñòðîåíà ïðèíöèïèàëüíî èíà÷å, ÷åì â ðàçìåð-
íîñòè 2. Â [Ve2] ïîêàçàíî, ÷òî ëþáîå ãîëîìîðôíîå ðàññëîåíèå (è ëþáîé
êîãåðåíòíûé ïó÷îê) íà êëàññè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè Õîïôà

M = (Cn\0)/〈λ · Id〉, n > 2, 0 < |λ| < 1
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ôèëüòðóåìûé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ìû äîêàçûâàåì ýòîò ðåçóëüòàò äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî äèàãîíàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Õîïôà.

Òåîðåìà 1.1: Ïóñòü äàí äèàãîíàëüíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð A ∈
GL(n,C), ñî âñåìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè |αi| < 1, àM = (Cn\0)/〈A〉
ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîãîîáðàçèå Õîïôà. Òîãäà ëþáîé êîãåðåíòíûé ïó÷îê
F ∈ Coh(M) ôèëüòðóåìûé, èíà÷å ãîâîðÿ, äîïóñêàåò ôèëüòðàöèþ

0 = F0 ⊂ F1 ⊂ ... ⊂ Fm = F

ñ ïîäôàêòîðàìè rkFi/Fi−1 6 1.

Äîêàçàòåëüñòâî: Èñïîëüçóÿ èíäóêöèþ, ìû âñåãäà ìîæåì ïðåäïî-
ëîæèòü, ÷òî ëþáîé F ′ ñ rkF ′ < rkF ôèëüòðóåìûé. Òîãäà F ôèëüòðóåìî,
åñëè ó F åñòü êîãåðåíòíûé ïîäïó÷îê ïîëîæèòåëüíîãî ðàíãà, ìåíüøåãî
rkF . Â òîì ñëó÷àå, êîãäà òàêîãî ïîäïó÷êà íåò, F ñòàáèëåí. Ïîýòîìó
Òåîðåìà 1.1 âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé òåîðåìû, äîêàçàííîé â Ñåêöèè 6
ìåòîäàìè êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè.

Òåîðåìà 1.2: Ïóñòü äàí äèàãîíàëüíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð A ∈
GL(n,C), ñî âñåìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè |αi| < 1, àM = (Cn\0)/〈A〉
ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîãîîáðàçèå Õîïôà. Âûáåðåì ëîêàëüíî êîíôîðìíî
êýëåðîâó ýðìèòîâó ìåòðèêó íà M , êàê â Ðàçäåëå 2.2. Ïóñòü äàíî ãîëî-
ìîðôíîå ðàññëîåíèå (èëè ðåôëåêñèâíûé êîãåðåíòíûé ïó÷îê) F íà M ,
ñòàáèëüíîå ïî îòíîøåíèþ ê ýòîé ýðìèòîâîé ñòðóêòóðå.1 Òîãäà F ôèëü-
òðóåìîå.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ñì. Çàìå÷àíèå 6.4.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.2 óñòðîåíî ñëåääóþùèì îáðàçîì. Èñïîëü-
çóÿ ñîîòâåòñòâèå Êîáàÿøè-Õèò÷èíà íà êîìïëåêñíûõ ýðìèòîâûõ
ìíîãîîáðàçèÿõ (Ñåêöèÿ 3), ìû ïîêàæåì, ÷òî ëþáîå ñòàáèëüíîå ðàññëî-
åíèå íà äèàãîíàëüíîì ìíîãîîáðàçèè Õîïôà ýêâèâàðèàíòíî ïî îòíîøå-
íèþ ê íåêîòîðîìó ãîëîìîðôíîìó ïîòîêó A(t) ∈ GL(n,C) (Ñëåäñòâèå
4.4). Âçÿâ ïîïîëíåíèå ýòîãî ïîòîêà, ìû ïîëó÷èì àáåëåâó ãðóïïó Ëè G̃F ,
êîòîðàÿ èçîìîðôíà (C∗)l (Ïðåäëîæåíèå 6.1). Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî F G̃F -
ýêâèâàðèàíòíî. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ñòàáèëüíûå ãîëîìîðôíûå
ðàññëîåíèÿ (èëè ðåôëåêñèâíûå ïó÷êè) íà M êàê îáúåêòû â êàòåãîðèè

1Îïðåäåëåíèå ñòàáèëüíîñòè íà ýðìèòîâûõ êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ äàåòñÿ â
Ñåêöèè 3.

3



Ãîëîìîðôíûå ðàññëîåíèÿ íà ìíîãîîáðàçèÿõ Õîïôà Ì. Âåðáèöêèé, 27 àâãóñòà 2004

(C∗)l-ýêâèâàðèàíòíûõ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà Cn\0 (Çàìå÷àíèå 6.4). Çà-
òåì ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî âñå îáúåêòû â ýòîé êàòåãîðèè ôèëüòðóåìû (Òå-
îðåìà 6.5).

2 Äèàãîíàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ Õîïôà è âàéñìà-

íîâà ãåîìåòðèÿ

2.1 Ââåäåíèå â âàéñìàíîâó ãåîìåòðèþ

Îïðåäåëåíèå 2.1: Ïóñòü M - êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå, dimCM > 1,
à M̃ åãî íàêðûòèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M̃ ñíàáæåíî êýëåðîâîé ôîðìîé
ωK , òàêèì îáðàçîì, ÷òî îòîáðàæåíèå ìîíîäðîìèè äåéñòâóåò íà (M̃, ωK)
ãîìîòåòèÿìè. Ôîðìà ωK çàäàåò êîíôîðìíûé êëàññ ýðìèòîâûõ ìåòðèê íà
M , êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì çà [ωK ]. Ïàðà (M, [ωK ]) íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî
êîíôîðìíî êýëåðîâûì (ËÊÊ) ìíîãîîáðàçèåì. Ýðìèòîâà ôîðìà
ωH íàM íàçûâàåòñÿ ËÊÊ-ôîðìîé, åñëè îíà ïðèíàäëåæèò êîíôîðìíîìó
êëàññó [ωK ].

Îïðåäåëåíèå 2.2: Ðàññìîòðèì ËÊÊ-ìíîãîîáðàçèå M ñ ËÊÊ-ôîð-
ìîé ωH . Îáðàòíûé îáðàç ωH íà M̃ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå fωK , ãäå f ãëàä-
êàÿ ôóíêöèÿ, à ωK êýëåðîâà ôîðìà íà M̃ . Ñëåäîâàòåëüíî dωH = ωH ∧θ,
ãäå θ = df

f ãëàäêàÿ 1-ôîðìà íà M . Ïîñêîëüêó θ = d log f , ôîðìà θ çà-
ìêíóòà. Ýòà ôîðìà íàçûâàåòñÿ ôîðìîé Ëè (M,ωH).

Çàìå÷àíèå 2.3: Äëÿ îáùåãî ýðìèòîâà êîìïëåêñíîãî ìíîãîîáðàçèÿ
(M,ωH), ôîðìà Ëè îïðåäåëÿåòñÿ êàê (dc)∗ωH , ãäå dc = I ◦d◦I−1 îáîçíà-
÷àåò ñêðó÷åííûé äèôôåðåíöèàë äå Ðàìà, à dc∗ îïåðàòîð, äâîéñòâåííûé
dc îòíîñèòåëüíî ýðìèòîâîé ìåòðèêè. Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ýòî îïðå-
äåëåíèå ñîâïàäàåò ñ ïðèâåäåííûì âûøå.

Îïðåäåëåíèå 2.4: Ïóñòü äàíî ýðìèòîâî êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå
(M,ωH), dimCM = n. Ìåòðèêà ωH íàçûâàåòñÿ ìåòðèêîé Ãîäóøîíà,
åñëè d∗dc∗ωH = 0, èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, ddc(ωn−1

H ) = 0.

Çàìå÷àíèå 2.5: Â ðàáîòå [Ga], Ïîëü Ãîäóøîí äîêàçàë, ÷òî òàêàÿ
ìåòðèêà ñóùåñòâóåò íà ëþáîì êîìïàêòíîì êîìïëåêñíîì ìíîãîîáðàçèè,
è åäèíñòâåííà â êàæäîì êîíôîðìíîì êëàññå.
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Çàìå÷àíèå 2.6: Íà êîìïàêòíîì ËÊÊ-ìíîãîîáðàçèè, ðåçóëüòàò Ãî-
äóøîíà ïðåâðàùàåòñÿ â ðåçóëüòàò î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè
ËÊÊ-ìåòðèêè ñ ãàðìîíè÷åñêîé ôîðìîé Ëè θ. Äåéñòâèòåëüíî, ôîðìà Ëè
dc∗ωH = θ âñåãäà çàìêíóòà, ñëåäîâàòåëüíî d∗dc∗ωH = 0 ýêâèâàëåíòíî
d∗θ = 0.

Â äàëüíåéøåì, ìû âñåãäà ôèêñèðóåì âûáîð ýðìèòîâîé ìåòðèêè íà
êîìïàêòíîì ËÊÊ-ìíîãîîáðàçèè, âûáèðàÿ ìåòðèêó Ãîäóøîíà.

Îïðåäåëåíèå 2.7: Ïóñòü äàíî ËÊÊ-ìíîãîîáðàçèå M , ñíàáæåííîå
ãîäóøîíîâîé ìåòðèêîé ωH , à θ åå ôîðìà Ëè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî θ ïà-
ðàëëåëüíà îòíîñèòåëüíî ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòà íà (M,ωH). Òîãäà M
íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Âàéñìàíà

Çàìå÷àíèå 2.8: Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì Êàìèøèìû è Îðíåà ([KO]),
êîìïàêòíîå ËÊÊ-ìíîãîîáðàçèå M âàéñìàíîâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà îíî äîïóñêàåò ãîëîìîðôíîå âåêòîðíîå ïîëå, äåéñòâóþùåå íàM êîí-
ôîðìíî, è òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïîäíÿòèå ýòîãî äåéñòâèÿ íà êýëåðîâî íà-
êðûòèå M̃ � íå èçîìåòðèÿ (M̃, ωK).

Çàìå÷àíèå 2.9: Íåòðóäíî âèäåòü (ñì. [DO]) ÷òî èç ïàðàëëåëüíîñòè
θ âûòåêàåò ãîëîìîðôíîñòü âåêòîðà θ], äâîéñòâåííîãî θ (òàê íàçûâàåìîãî
ïîëÿ Ëè). Áîëåå òîãî, θ] äåéñòâóåò íà M èçîìåòðèÿìè, è åãî ïîäíÿòèå
íà M̃ çàäàåò íà (M̃, ωK) íåèçîìåòðè÷åñêîå êîíôîðìíîå ïðåîáðàçîâàíèå.
Ýòî äàåò ïåðâóþ ÷àñòü òåîðåìû Êàìèøèìû-Îðíåà.

Çà äàëüíåéøèìè ðåçóëüòàòàìè è äåòàëÿìè âàéñìàíîâîé ãåîìåòðèè,
÷èòàòåëü îòñûëàåòñÿ ê [DO], [GO], [OV1], [OV2], [OV3].

Â äàëüíåéøåì, íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà, êîòîðàÿ äîêàçàíà
â [Ve1] (òàêæå ñì. [OV2]).

Ëåììà 2.10: Ïóñòü äàíî âàéñìàíîâî ìíîãîîáðàçèå M , θ] åãî ïîëå
Ëè, à Σ êîìïëåêñíîå ãîëîìîðôíîå ñëîåíèå, ïîðîæäåííîå θ]. Îáîçíà÷èì
çà ω0 := dcθ âåùåñòâåííóþ (1,1)-ôîðìó, ãäå dc = I ◦ d ◦ I−1 ýòî ñêðó÷åí-
íûé èôôåðåíöèàë äå Ðàìà. Òîãäà ω0 > 0, è íóëü-ñëîåíèå ôîðìû ω0 � â
òî÷íîñòè Σ.

5



Ãîëîìîðôíûå ðàññëîåíèÿ íà ìíîãîîáðàçèÿõ Õîïôà Ì. Âåðáèöêèé, 27 àâãóñòà 2004

Çàìå÷àíèå 2.11: Ïóñòü LR âåùåñòâåííîå ïëîñêîå ëèíåéíîå ðàññëî-
åíèå íà M ñ òåìè æå êîýôôèöèåíòàìè ìîíîäðîìèè, êàê è ωK (â êîí-
ôîðìíîé ãåîìåòðèè, ýòî ðàññëîåíèå èçâåñòíî êàê âåñîâîå ðàññëîåíèå).
Êàæäîå íåâûðîæäåííîå ïîëîæèòåëüíîå ñå÷åíèå LR ñîîòâåòñòâóåò, åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì, ËÊÊ-ìåòðèêå íà M , è îáðàòíîå òîæå âåðíî. Ìåòðè-
êà Ãîäóøîíà îïðåäåëÿåò, òàêèì îáðàçîì, ñå÷åíèå µG ∈ LR. Ðàññìîòðèì
êîìïëåêñèôèêàöèþ L := LR ⊗R C êàê ãîëîìîðôíîå ýðìèòîâî ëèíåé-
íîå ðàññëîåíèå, ñ ãîëîìîðôíîé ñòðóêòóðîé èíäóöèðîâàííîé èç ïëîñêîé
ñâÿçíîñòè, è ýðìèòîâîé ñòðóêòóðîé, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíè-
åì |µG| = const. Îáîçíà÷èì çà ∇C ñâÿçíîñòü ×åðíà, ñîîòâåòñòâóþùóþ
äàííîé ìåòðèêå è ãîëîìîðôíîé ñòðóêòóðå. Òîãäà êðèâèçíà ∇C ðàâíà
−
√
−1 ω0 ([Ve1], [OV2]).

2.2 ËÊÊ-ñòðóêòóðà íà äèàãîíàëüíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ

Õîïôà

Ïðèìåðû ËÊÊ-ìíîãîîáðàçèé è ìíîãîîáðàçèé Âàéñìàíà ìîæíî ïîëó-
÷èòü, èçó÷àÿ ãåîìåòðèþ ìíîãîîáðàçèé Õîïôà.

Îïðåäåëåíèå 2.12: Ïóñòü A ∈ GL(n) � ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåé-
ñòâóþùèé íà Cn ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè |αi| < 1. Îáîçíà÷èì çà
〈A〉 ⊂ GL(n,C) öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó, ïîðîæäåííóþ A. Ôàêòîð

(Cn\0)/〈A〉

íçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ìíîãîîáðàçèåì Õîïôà. Åñëè A äèàãîíàëèçóå-
ìî, (Cn\0)/〈A〉 íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì Õîïôà.

Çàìå÷àíèå 2.13: Åñëè âçÿòü ïðîèçâîëüíîå ãîëîìîðôíîå ñæàòèå âìå-
ñòî ëèíåéíîãî, ìîæíî ïîëó÷èòü îáùåå îïðåäåëåíèå ìíîãîîáðàçèÿ Õîïôà
(ñì. íàïðèìåð [Ka1], [Ka2]).

Çàìå÷àíèå 2.14: Ìíîãîîáðàçèÿ Âàéñìàíà áûëè îïðåäåëåíû â ðà-
áîòàõ Èçó Âàéñìàíà, êîòîðûé ïîñâÿòèë èì áîëüøóþ ñåðèþ ñòàòåé â
êîíöå 1970-õ è íà÷àëå 1980-õ, (ñì. íàïð. [Va1], [Va2]). Âàéñìàí íàçûâàë
èõ �îáîáùåííûìè ìíîãîîáðàçèÿìè Õîïôà�. Ýòî íàçâàíèå íå ïðèæèëîñü,
ïîñêîëüêó ìíîãèå ìíîãîîáðàçèÿ Õîïôà, êàê áûëî âïîñëåäñòâèè äîêà-
çàíî, íå ÿâëÿþòñÿ âàéñìàíîâûìè. Äëÿ ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé Õîïôà,
(Cn\0)/〈A〉 âàéñìàíîâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A äèàãîíàëèçóåìî
(ñì. [OV3]).
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Ïóñòü çàäàí äèàãîíàëüíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð A ∈ GL(n,C),
α1 0 . . . 0
0 α2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . αn,

 , |αi| < 1

Ðàññìîòðèì êýëåðîâó ìåòðèêó ωK := −
√
−1∂∂ϕ íà Cn\0, îïðåäåëåííóþ

÷åðåç ïîñðåäñòâî êýëåðîâà ïîòåíöèàëà ϕ : Cn\0−→ R, ãäå ϕ îïðåäåëÿ-
åòñÿ ôîðìóëîé

ϕ(t1, ..., tn) =
∑

|ti|βi , (2.1)

à βi := log|αi|−1 C ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, êîòîðûå óäîâëå-
òâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ |αi|−βi = C äëÿ íåêîòîðîé âåùåñòâåííîé êîíñòàí-
òû C > 1, âûáðàííîé òàêèì îáðàçîì, ÷òî âñå βi óäîâëåòâîðÿþò |βi| > 2.
Ïî ïîñòðîåíèþ, A∗ϕ = C−1ϕ. Äåéñòâèòåëüíî,

A∗ϕ(t1, ..., tn) = ϕ(A(t1, ..., tn)) =
∑

|αiti|βi = C−1ϕ(t1, ..., tn).

Ñëåäîâàòåëüíî ωK := −
√
−1 ∂∂ϕ êýëåðîâà ôîðìà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

A∗ωK = C−1ωK . Ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äèàãîíàëüíîå ìíîãîîáðàçèå Õîïôà
(Cn\0)/〈A〉 ëîêàëüíî êîíôîðìíî êýëåðîâî. ×òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî îíî
âàéñìàíîâî, çàìåòèì, ÷òî ãîëîìîðôíîå âåêòîðíîå ïîëå logA äåéñòâóåò
íà (Cn\0, ωK) êîíôîðìíî, è ïðèìåíèì òåîðåìó Êàìèøèìà-Îðíåà (Çà-
ìå÷àíèå 2.8).

Äëÿ äàëüíåéøåãî, íàì ïîíàäîáèòñÿ ÿâíàÿ ôîðìà ïîëÿ Ëè äëÿ ìåò-
ðèêè Ãîäóøîíà, èíäóöèðîâàííîé ëîêàëüíî êîíôîðìíî êýëåðîâîé ñòðóê-
òóðîé íà (Cn\0)/〈A〉.

Ðàññìîòðèì äåéñòâèå êîìïëåêñíîé ãðóïïû Ëè V (t) = eCv, ïîðîæäåí-
íîé ãîëîìîðôíûì âåêòîðíûì ïîëåì

v :=
∑
i

−ti log |αi|
d

dti
.

Ïî ïîñòðîåíèþ, V (λ) � ëèíåéíûé îïåðàòîð, êîòîðûé ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå

∑
e|αi|λti. Äëÿ âåùåñòâåííûõ λ, ýòîò îïåðàòîð óìíîæàåò ϕ íà

êîíñòàíòó Cλ (ýòî äîêàçûâàåòñÿ òàêèì æå ñïîñîáîì, êàê è ðàâåíñòâî
A(ϕ) = C−1ϕ). Äëÿ ÷èñòî ìíèìîãî λ, V (λ) ñîõðàíÿåò ϕ (ýòî ÿñíî èç
êîíñòðóêöèè). Ñëåäîâàòåëüíî vc := I(v) äåéñòâóåò íà (Cn\0, ωK) ãîëî-
ìîðôíûìè èçîìåòðèÿìè.
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Ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå ìîìåíòîâ µ : Cn\0−→ R çàäàåòñÿ
ôîðìóëîé dµ = ωK(vc, ·). Ýòó äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó òàêæå ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

(ddcϕ) y vc = Lievc dcϕ− d(dcϕ y vc). (2.2)

Ïåðâûé ÷ëåí ñïðàâà îò çíàêà ðàâåíñòâà â (2.2) çàíóëÿåòñÿ, ïîñêîëüêó
vc äåéñòâóåò íà (Cn\0), ñîõðàíÿÿ ϕ è êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó. Ýòî äàåò

ωK(vc, ·) = (ddcϕ) y vc = −d(dcϕ y vc) = d(dϕ y v) = logC · dϕ

(ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç dϕ y v = Liev ϕ = logC ·ϕ). Ìû ïîëó÷è-
ëè, ÷òî log(C)ϕ � îòîáðàæåíèå ìîìåíòîâ äëÿ ãðóïïû V (t), äåéñòâóþùåé
íà (Cn\0, ωK).

Èç ýòîãî âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, õîðîøî èçâåñòíîå âî ìíî-
ãèõ äðóãèõ ñèòóàöèÿõ

Óòâåðæäåíèå 2.15: Ïóñòü äàí äèàãîíàëüíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð
A ⊂ GL(n,C) ñî âñåìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè |αi| < 1. Ðàññìîòðèì
êýëåðîâó ìåòðèêó ωK := −

√
−1 ∂∂ϕ íà Cn\0, ãäå êýëåðîâ ïîòåíöèàë ϕ

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2.1), è ïóñòü V (t) = eCv � ãîëîìîðôíûé ïîòîê,
ïîðîæäåííûé v :=

∑
i−ti log |αi| ddti . Îáîçíà÷èì çà vc âåêòîðíîå ïîëå

I(v). Òîãäà eRvc ⊂ V (t) ñîõðàíÿåò êýëåðîâó ñòðóêòóðó íà Cn\0, è ñîîò-
âåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå ìîìåíòîâ ðàâíî log(C)ϕ:

d(log(C)ϕ) = ωk(vc, ·).

Ðàññìîòðèì ýðìèòîâó ôîðìó ωH = ωK
ϕ íà M = (Cn\0)/〈A〉. Ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ ôîðìà Ëè θ ïîëó÷åíà êàê

dωH = −ωK
ϕ2

= −ωH ∧ log dϕ,

ñëåäîâàòåëüíî, θ = dϕ
ϕ . Äâîéñòâåííîå ïî îòíîøåíèþ ê ωH âåêòîðíîå ïîëå

(ïîëå Ëè) çàäàåòñÿ êàê θ] = v, ãäå v = log(C)
∑

i−ti log |αi| ddti . Ýòî ÿñíî,
ïîòîìó ÷òî v äâîéñòâåííî log(C)dϕ ïî îòíîøåíèþ ê ωK , êàê ñëåäóåò èç
Óòâåðæäåíèÿ 2.15, à ωH = ωK

ϕ .
Ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.
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Ïðåäëîæåíèå 2.16: Â óñëîâèÿõ Óòâåðæäåíèÿ 2.15, ðàññìîòðèì ýð-
ìèòîâó ôîðìó ωH = ωK

ϕ íà M = (Cn\0)/〈A〉. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå
ïîëå Ëè çàäàåòñÿ êàê

θ] = log(C)
∑
i

−ti log |αi|
d

dti
. (2.3)

Áîëåå òîãî, ìåòðèêà ωH ãîäóøîíîâà.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàâåíñòâî (2.3) äîêàçàíî âûøå. ×òîáû äîêàçàòü,
÷òî ωH ãîäóøîíîâà, äîñòàòî÷íî óäîñòîâåðèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ |θ]|ωH ïî-
ñòîÿííà. Â ñàìîì äåëå, èç îïðåäåëåíèÿ d∗ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî

d∗θ = ∇θ]θ].

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîëå θ] êèëëèíãîâî, ïîñêîëüêó

Lieθ] ϕ = Cϕ, Lieθ] ωK = CωK ,

à ñëåäîâàòåëüíî
Lieθ] ωH = CωH − CωH = 0.

Ïî äðóãîìó îïðåäåëåíèþ êèëëèíãîâûõ ïîëåé, ýòî çíà÷èò, ÷òî

(∇Xθ
], Y )ωH = −(∇Y θ

], X)ωH

äëÿ ëþáûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X,Y . Âçÿâ Y = θ], è ïðèìåíÿÿ

LieX(θ], θ])ωH = 0,

ìû ïîëó÷èì
0 = (∇Xθ

], θ])ωH = −(∇θ]θ], X)ωH .

Ïîñêîëüêó ïîëå X ïðîèçâîëüíîå, èç ýòîãî ñðàçó ñëåäóåò ∇θ]θ] = 0. Ñëå-
äîâàòåëüíî, Ïðåäëîæåíèå 2.16 âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà ωH(θ], θ]) = const,
èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

ωK(θ], θ]) = const · ϕ. (2.4)

Çàïèñûâàÿ ωK â âèäå

ωK = −
√
−1 ∂∂ϕ =

∑
i

dti ∧ dti|ti|βi−2β
2
i

4
,
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è èñïîëüçóÿ θ] = log(C)
∑

i−ti log |αi| ddti , ìû ïîëó÷àåì

ωK(θ], θ]) = log(C)2
∑
i

(log |αi|)2|ti|βi
β2
i

4
. (2.5)

Ïî îïðåäåëåíèþ e− log |αi|βi = C, äðóãèìè ñëîâàìè, βi = − logC
logαi

. Ïîäñòàâ-
ëÿÿ ýòî â (2.5), ìû ïîëó÷àåì

ωK(θ], θ]) =
∑
i

|ti|βi
(logC)4

4
=

(logC)4

4
ϕ.

Ýòî äîêàçûâàåò Ïðåäëîæåíèå 2.16.

3 Ñòàáèëüíûå ðàññëîåíèÿ íà ýðìèòîâûõ ìíîãî-

îáðàçèÿõ

3.1 Ìåòðèêà Ãîäóøîíà è ñòàáèëüíîñòü

Îïðåäåëåíèå 3.1: Ïóñòü çàäàíî êîìïàêòíîå êîìïëåêñíîå ýðìèòîâî ìíî-
ãîîáðàçèå M . Âûáåðåì ìåòðèêó Ãîäóøîíà â òîì æå ñàìîì êîíôîðìíîì
êëàññå.1 Ðàññìîòðèì êîãåðåíòíûé ïó÷îê áåç êðó÷åíèÿ F íà M . Îáîçíà-
÷èì åãî äåòåðìèíàíòíîå ðàññëîåíèå çà detF . Âûáåðåì ýðìèòîâó ìåòðèêó
ν íà detF , è ïóñòü Θ îáîçíà÷àåò êðèâèçíó ñîîòâåòñòâóþùåé ñâÿçíîñòè
×åðíà. Ìû îïðåäåëÿåì ñòåïåíü F ñëåäóþùèì îáðàçîì:

degF :=
∫
M

Θ ∧ ωdimC M−1,

ãäå ω ∈ Λ1,1(M) ýðìèòîâà ôîðìà ãîäóøîíîâîé ìåòðèêè. Ñòåïåíü íå çà-
âèñèò îò âûáîðà ýðìèòîâîé ìåòðèêè ν íà detF . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
ν ′ = eψν, ψ ∈ C∞(M), òî àññîöèèðîâàííàÿ ôîðìà êðèâèçíû çàïèñûâà-
åòñÿ êàê Θ′ = Θ + ∂∂ψ, è ìû ïîëó÷àåì∫

M
∂∂ψ ∧ ωdimC M−1 = 0

ïîñêîëüêè ìåòðèêà ω ãîäóøîíîâà.

1Ýðìèòîâà ìåòðèêà ω íà êîìïëåêñíîì ìíîãîîáðàçèè M ðàçìåðíîñòè n íàçûâàåòñÿ
ìåòðèêîé Ãîäóøîíà, èëè ãîäóøîíîâîé, åñëè ∂∂(ωn−1) = 0 (Îïðåäåëåíèå 2.4).
Åñëè M êîìïàêòíî, ìåòðèêà Ãîäóøîíà ñóùåñòâóåò â êàæäîì êîíôîðìíîì êëàññå, è
åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ, êàê äîêàçàíî â [Ga].
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Åñëè F ãîëîìîðôíîå ýðìèòîâî âåêòîðíîå ðàññëîåíèå, ΘF åãî êðèâèç-
íà, à ìåòðèêà ν ïîëó÷åíà îãðàíè÷åíèåì èç F , òî Θ = TrF ΘF . Â êýëå-
ðîâîì ñëó÷àå ýòî ïîçâîëÿåò ñîîòíåñòè ñòåïåíü ðàññëîåíèÿ è åãî ïåðâûé
êëàññ ×åðíà. Â íåêýëåðîâîì ñëó÷àå ñòåïåíü íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì
èíâàðèàíòîì: ñòåïåíü çàâèñèò îò ãîëîìîðôíîé ãåîìåòðèè ïó÷êà F . Áî-
ëåå òîãî, ñòåïåíü íå äèñêðåòíà, êàê ýòî ïðîèñõîäèò â êýëåðîâîé ñèòóàöèè,
íî ïðèíèìàåò êîíòèíóóì çíà÷åíèé.

Ïðèìåð 3.2: Òðèâèàëüíîå C∞-ðàññëîåíèå íà ìíîãîîáðàçèè Âàéñìà-
íà äîïóñêàåò ãîëîìîðôíóþ ñòðóêòóðó ëþáîé çàäàííîé ñòåïåíè λ ∈ R
(ñì. 4.3).

Îïðåäåëåíèå 3.3: Ïóñòü F íåíóëåâîé êîãåðåíòíûé ïó÷îê áåç êðó-
÷åíèÿ íà êîìïàêòíîì êîìïëåêñíîì ýðìèòîâîì ìíîãîîáðàçèè M Òîãäà
slope(F ) (íàêëîí) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

slope(F ) :=
degF
rkF

.

Ïó÷îê F íàçûâàåòñÿ
ñòàáèëüíûì åñëè äëÿ ëþáîãî ïîäïó÷êà F ′ ⊂ F

ñîáëþäàåòñÿ slope(F ′) < slope(F )
ïîëóñòàáèëüíûì åñëè äëÿ ëþáîãî ïîäïó÷êà F ′ ⊂ F

ñîáëþäàåòñÿ slope(F ′) 6 slope(F )
ïîëèñòàáèëüíûì åñëè F ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïðÿìóþ ñóììó

ñòàáèëüíûõ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ
îäíîãî è òîãî æå íàêëîíà

Çàìå÷àíèå 3.4: Òàêîå îïðåäåëåíèå ñòàáèëüíîñòè äëÿ ýðìèòîâûõ
êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé âåñüìà ïîëåçíî, ïîñêîëüêó îñíîâíàÿ ÷àñòü
ñòàíäàðòíûõ ñâîéñòâ ñòàáèëüíûõ è ïîëóñòàáèëüíûõ ðàññëîåíèé, èçâåñò-
íûõ èç àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, âûïîëíÿþòñÿ è â ýòîé ñèòóàöèè. Â
÷àñòíîñòè, âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå: ëþáîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå ñòàáèëü-
íî; âñå ñòàáèëüíûå ïó÷êè ïðîñòû; ôèëüòðàöèÿ Æîðäàíà-Ã¼ëüäåðà è è
Õàðäåðà-Íàðàñèìõàíà îïðåäåëåíà è óñòðîåíà òî÷íî òàêèì æå îáðàçîì,
êàê è â îáû÷íîé (êýëåðîâîé) ñèòóàöèè ([LT1], [Br]).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íå âñå ðàññëîåíèÿ ôèëüòðóåìû, èíà÷å ãîâîðÿ,
ïîëó÷àþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ðàñøèðåíèÿìè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ ðàí-
ãà 6 1. Íàïðèìåð, íà îáùåé (íåàëãåáðàè÷åñêîé) Ê3-ïîâåðõíîñòè êàñà-
òåëüíîå ðàññëîåíèå íåôèëüòðóåìî.
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3.2 Ñîîòâåòñòâèå Êîáàÿøè-Õèò÷èíà

Óòâåðæäåíèå î ñîîòâåòñòâèè Êîáàÿøè-Õèò÷èíà (òåîðåìà Äîíàëüäñîíà-
Óëåíáåê-ßó) ïåðåíîñèòñÿ â ýðìèòîâó ñèòóàöèþ äîñëîâíî, ñëåäóÿ ðàáîòå
Ëè è ßó ([LY]).

Îïðåäåëåíèå 3.5: Ïóñòü äàíî ãîëîìîðôíîå ýðìèòîâî âåêòîðíîå
ðàññëîåíèå íà êîìïàêòíîì êîìïëåêñíîì ýðìèòîâîì ìíîãîîáðàçèè M , à
Θ ∈ Λ1,1(M)⊗End(B) � êðèâèçíà ñîîòâåòñòâóþùåé ñâÿçíîñòè ×åðíà ∇.
Ðàññìîòðèì îïåðàòîð Λ : Λ1,1(M) ⊗ End(B)−→ End(B) (ýðìèòîâ ñî-
ïðÿæåííûé ê b−→ ω ⊗ b, ãäå ω � ýðìèòîâà ôîðìà íà M). Ñâÿçíîñòü ∇
íàçûâàåòñÿ ñâÿçíîñòüþ Ýðìèòà-Ýéíøòåéíà (èëè æå ßíã-Ìèëëñà)
åñëè ΛΘ = const · IdB.

Òåîðåìà 3.6: (ñîîòâåòñòâèå Êîáàÿøè-Õèò÷èíà) Ïóñòü äàíî ãîëî-
ìîðôíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå B íà êîìïàêòíîì êîìïëåêñíîì ìíîãîîá-
ðàçèè, ñíàáæåííîì ìåòðèêîé Ãîäóøîíà. Ðàññëîåíèå B äîïóñêàåò ñâÿç-
íîñòü Ýðìèòà-Ýéíøòåéíà ∇ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B ïîëèñòàáèëü-
íî. Áîëåå òîãî, ñâÿçíîñòü Ýðìèòà-Ýéíøòåéíà â ýòîì ñëó÷àå åäèíñòâåííà.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ñì. [LY], [LT1], [LT2].

4 Ñòàáèëüíûå ðàññëîåíèÿ íà âàéñìàíîâûõ ìíî-

ãîîáðàçèÿõ

Ñóùåñòâîâàíèå ïîëîæèòåëüíîé òî÷íîé (1, 1)-ôîðìû ω0, îïðåäåëåííîé â
Ëåììå 2.10, ïðèâîäèò ê áîëüøîìó êîëè÷åñòâó ñèëüíûõ ðåçóëüòàòîâ îá
àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè âàéñìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèõ (ñì. íàïð. [Ve1]
è [OV2]). Äëÿ íàñ îñîáåííî âàæíà ñòðóêòóðíàÿ òåîðåìà äëÿ ðàññëîåíèé
Ýðìèòà-Ýéíøòåéíà, êîòîðàÿ âïåðâûå ïîëó÷åíà â [Ve2] (Òåîðåìà 4.3) äëÿ
ïîëîæèòåëüíûõ ãëàâíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ ðàññëîåíèé, äîïóñêàþùèõ ïî-
õîæóþ ñòðóêòóðó. Ýòè ìíîãîîáðàçèÿ íå âñåãäà âàéñìàíîâû (íàïðèìåð,
ìíîãîîáðàçèå Êàëàáè-Ýêìàííà íå âàéñìàíîâî); òî÷íî òàêæå, íå âñå âàé-
ñìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè ðàññëîåíèÿìè. Òåì íå
ìåíåå, äîêàçàòåëüñòâî ñòðóêòóðíîé òåîðåìû èç [Ve2] ìîæåò áûòü ïðàê-
òè÷åñêè äîñëîâíî ïîâòîðåíî â âàéñìàíîâîé ñèòóàöèè.

Òåîðåìà 4.1: Ïóñòü äàíî êîìïàêòíîå âàéñìàíîâî ìíîãîîáðàçèå M ,
dimCM > 2, à B � ñòàáèëüíîå ðàññëîåíèå ñòåïåíè 0 íà M . Îáîçíà÷èì
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çà Σ îäíîìåðíîå êîìïëåêñíîå ãîëîìîðôíîå ñëîåíèå, ïîðîæäåííîå ïîëåì
Ëè θ] (ïîëå Ëè ãîëîìîðôíî, òàê êàê ìíîãîîáðàçèå M âàéñìàíîâî). Òî-
ãäà Θ(v, ·) = 0 äëÿ êàæäîãî v ∈ Σ. Â ÷àñòíîñòè, B ýêâèâàðèàíòíî ïî
îòíîøåíèþ ê êîìïëåêñíîé ãðóïïå Ëè V (t), ïîðîæäåííîé θ], è ýòà ýêâè-
âàðèàíòíàÿ ñòðóêòóðà ñîâìåñòèìà ñî ñâÿçíîñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

Λ : Λ1,1(M,End(B))−→ End(B)

îïðåäåëåííîå â ðàçäåëå 3.2. Ïî îïðåäåëåíèþ, ôîðìà Θ ïðèìèòèâíà,
èíà÷å ãîâîðÿ, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ΛΘ = 0. Òåïåðü Òåîðåìà 4.1
âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 4.2: Ïóñòü äàíî êîìïàêòíîå âàéñìàíîâî ìíîãîîá-
ðàçèå M , dimCM > 2, B ýðìèòîâî ðàññëîåíèå ñî ñâÿçíîñòüþ, à Θ ∈
Λ1,1(M,R)⊗R u(B) çàìêíóòàÿ àíòèýðìèòîâà âåùåñòâåííàÿ (1,1)-ôîðìà.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Θ ïðèìèòèâíà, ò.å. ΛΘ = 0. Òîãäà Θ(v, ·) = 0 äëÿ
ëþáîãî v ∈ Σ.

Äîêàçàòåëüñòâî: Äîìíîæàÿ ìåòðèêó íà êîíñòàíòó, ìû íîðìàëèçó-
åì ôîðìó Ëè θ òàêèì îáðàçîì, ÷òî |θ| = 1. Ïóñòü θ, θ1, ..., θn−1 îðòîíîð-
ìàëüíûé áàçèñ â Λ1,0(M), òàêîé, ÷òî θ ∈ Σ, θi ∈ Σ⊥. Ðàññìîòðèì ôîðìó
ω0 (Ëåììà 2.10). Ýòà ôîðìà òî÷íà, ïîëîæèòåëüíà, è èìååò n − 1 ñòðî-
ãî ïîëîæèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Èñïîëüçóÿ áàçèñ, îïèñàííûé
âûøå, ìû ìîæåì çàïèñàòü

ωH = −
√
−1

(
θ ∧ θ +

∑
i

θi ∧ θi

)
, ω0 = −

√
−1

(∑
i

θi ∧ θi

)
(4.1)

ãäå ωH � ýðìèòîâà ôîðìà íà M (ñì. [Ve1], Ïðåäëîæåíèå 6.1).
Â ýòîì áàçèñå, ìû ìîæåì çàïèñàòü Θ â âèäå

Θ =
∑
i6=j

(θi ∧ θj + θi ∧ θj)⊗ bij +
∑
i

(θi ∧ θi)⊗ ai (4.2)

+
∑
i

(θ ∧ θi + θ ∧ θi)⊗ bi + θ ∧ θ ⊗ a, (4.3)

ãäå bij , bi, ai, a ∈ u(B) àíòè-ýðìèòîâû àâòîìîðôèçìû B.
Ïóñòü Ξ := Tr(Θ∧Θ). Ýòî çàìêíóòàÿ (2,2)-ôîðìà íàM . Èç óðàâíåíèÿ

(4.2) ñëåäóåò

(
√
−1 )nΞ ∧ ωn−2

0 = Tr
(
−
∑

b2i + a
(∑

ai

))
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
∑
ai + a = ΛΘ = 0, à ñëåäîâàòåëüíî

(
√
−1 )nΞ ∧ ωn−2

0 = Tr
(
−
∑

b2i − a2
)
.

Ïîñêîëüêó u−→ Tr(−u2) � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ
áèëèíåéíàÿ ôîðìà íà u(B), èíòåãðàë∫

M
(
√
−1 )nΞ ∧ ωn−2

0 (4.4)

íåîòðèöàòåëåí, è ðàâåí íóëþ òîëüêî åñëè bi è a òîæäåñòâåííî ðàâíû
íóëþ. Èñïîëüçóÿ n > 2, ìû íàõîäèì, ÷òî èíòåãðàë (4.4) îáðàùàåòñÿ â
íóëü, ïîñêîëüêó ôîðìà ω0 òî÷íà, à Ξ � çàìêíóòà. Ñëåäîâàòåëüíî, bi è
a òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ, êàê è óòâåðæäàåò Ïðåäëîæåíèå 4.2. Ìû
äîêàçàëè Òåîðåìó 4.1.

Çàìå÷àíèå 4.3: Ìîæíî ïðèìåíèòü ðåçóëüòàòû Òåîðåìû 4.1 ê ïðîèç-
âîëüíîìó ñòàáèëüíîìó ðàññëîåíèþ íà M , èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèé òðþê.
Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ðàññëîåíèå L (Çàìå÷àíèå 2.11). Íàïèøåì ñâÿç-
íîñòü ×åðíà íà L â âèäå

∇C = ∇triv −
√
−1 θc,

ãäå θc = I(θ) (ñì. [Ve1], (6.11)), è ïóñòü ∇triv - òðèâèàëüíàÿ ñâÿçíîñòü íà
L, àññîöèèðîâàííàÿ ñ òðèâèàëèçàöèåé L, çàäàííîé â Çàìå÷àíèè 2.11. Ïî-
ñêîëüêó dθc = ω0, L èìååò ñòåïåíü δ :=

∫
ω0∧ωn−1

H è ýòî ÷èñëî, î÷åâèäíî,
ïîëîæèòåëüíî (ñì. (4.1)). Äëÿ êàæäîãî λ ∈ R, îáîçíà÷èì çà Lλ ãîëî-
ìîðôíîå ýðìèòîâî ðàññëîåíèå ñî ñâÿçíîñòüþ ∇triv−

√
−1 λ

δ θ
c. Î÷åâèäíî,

Lλ èìååò ñòåïåíü λ. Ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ëþáîå âàéñìàíîâî ìíîãîîáðàçèå
äîïóñêàåò ãîëîìîðôíîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå Lλ ëþáîé íàïåðåä çàäàí-
íîé ñòåïåíè λ. Áîëåå òîãî, Lλ ïî ïîñòðîåíèþ V (t)-ýêâèâàðèàíòíî (ôîðìà
θc V (t)-èíâàðèàíòíà, ïîñêîëüêó V (t) äåéñòâóåò íà M , ñîõðàíÿÿ ìåòðèêó
è ãîëîìîðôíóþ ñòðóêòóðó). Ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 4.4: Ïóñòü äàíî êîìïàêòíîå âàéñìàíîâî ìíîãîîáðàçèå
M , dimCM > 2, à B � ñòàáèëüíîå ãîëîìîðôíîå ðàññëîåíèå íà M . Ðàñ-
ñìîòðèì êîìïëåêñíûé ãîëîìîðôíûé ïîòîê V (t) = etθ

]
, ïîðîæäåííûé ïî-

ëåì Ëè θ]. Òîãäà B äîïóñêàåò åñòåñòâåííóþ V (t)-ýêâèâàðèàíòíóþ ñòðóê-
òóðó.
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Äîêàçàòåëüñòâî: Äîìíîæàÿ B íà Lλ ñ ïîäõîäÿùèì âûáîðîì λ ∈ R,
ìû ïîëó÷èì ñòàáèëüíîå ðàññëîåíèå ñòåïåíè 0. Òåïåðü Òåîðåìà 4.1 âëå÷åò
Ñëåäñòâèå 4.4.

5 Ñòàáèëüíûå ðàññëîåíèÿ íà ìíîãîîáðàçèÿõ

Õîïôà è êîãåðåíòíûå ïó÷êè íà Cn

5.1 Äîïóñòèìûå ýðìèòîâû ñòðóêòóðû íà ðåôëåêñèâíûõ

ïó÷êàõ

Îïðåäåëåíèå 5.1: Ïóñòü äàíî êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå X è êîãå-
ðåíòíûé ïó÷îê F íà X. Ìû îïðåäåëèì �äâîéñòâåííûé� ïó÷îê F ∗ êàê
F ∗ := HomOX

(F,OX). Ðàññìîòðèì åñòåñòâåííîå ôóíêòîðèàëüíîå îòîá-
ðàæåíèå ρF : F −→ F ∗∗. Ïó÷îê F ∗∗ íàçûâàåòñÿ ðåôëåêñèâíîé îáî-
ëî÷êîé, èëè ðåôëåêñèçàöèåé F . Ïó÷îê F íàçûâàåòñÿ ðåôëåêñèâ-
íûì, åñëè åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ρF : F −→ F ∗∗ � èçîìîðôèçì.

Çàìå÷àíèå 5.2: Äëÿ ëþáîãî êîãåðåíòíîãî ïó÷êà F , îòîáðàæåíèå
ρF ∗ : F ∗ −→ F ∗∗∗ èçîìîðôèçì ([OSS], ãëàâà II, äîêàçàòåëüñòâî ëåììû
1.1.12). Ñëåäîâàòåëüíî, ðåôëåêñèâíàÿ îáîëî÷êà ëþáîãî ïó÷êà âñåãäà ðå-
ôëåêñèâíà.

Ðåôëåêñèâíàÿ îáîëî÷êà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà îãðàíè÷åíèåì íà îò-
êðûòîå ïîäìíîæåñòâî è âçÿòèåì ïðÿìîãî îáðàçà.

Ëåììà 5.3: Ïóñòü äàíî ãëàäêîå êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå X, êî-
ãåðåíòíûé ïó÷îê F íà X è çàìêíóòîå êîìïëåêñíîå ïîäìíîãîîáðàçèå

Z ⊂ X. Îáîçíà÷èì çà j îòêðûòîå âëîæåíèå (X\Z)
j
↪→ X. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî îáðàòíûé îáðàç j∗F ðåôëåêñèâåí íà (X\Z). Òîãäà ïðÿìîé îáðàç
j∗j

∗F òàêæå ðåôëåêñèâåí.

Äîêàçàòåëüñòâî: [OSS], ãëàâà II, ëåììà 1.1.12.

Çàìå÷àíèå 5.4: Èç Ëåììû 5.3 ñëåäóåò, ÷òî ðåôëåêñèçàöèÿ íåîñîáî-
ãî â êîðàçìåðíîñòè 1 ïó÷êà F èçîìîðôíà j∗j∗F , ãäå j : (X\Z) ↪→ X
åñòåñòâåííîå âëîæåíèå, à Z îñîáûé ëîêóñ F .
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Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû [BS], ìîæíî îáîáùèòü ñîîòâåòñòâèå Êîáàÿøè-
Õèò÷èíà íà ðåôëåêñèâíûå ïó÷êè. Íàïîìíèì, ÷òî îñîáîå ìíîæåñòâî
Sing(F ) ïó÷êà F åñòü ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê x ∈ M , òàêèõ, ÷òî F íå
ëîêàëüíî òðèâèàëåí íè â êàêîé â îêðåñòíîñòè x.

Îïðåäåëåíèå 5.5: [BS] Ïóñòü F êîãåðåíòíûé ïó÷îê íà ãëàäêîì êîì-
ïëåêñíîì ìíîãîîáðàçèèM , à ∇ - ýðìèòîâà ñâÿçíîñòü íà F , îïðåäåëåííàÿ
âíå åãî îñîáåííîñòåé. Îáîçíà÷èì çà Θ êðèâèçíó ∇. Ñâÿçíîñòü ∇ íàçû-
âàåòñÿ äîïóñòèìîé, åñëè ñëåäóþùèå óñëîâèÿ âûïîëíåíû

(i) ΛΘ ∈ End(F ) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà

(ii) |Θ|2 ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìî íà M .

Òåîðåìà 5.6: [BS] Ëþáîé êîãåðåíòíûé ïó÷îê áåç êðó÷åíèÿ íà ãëàä-
êîì ìíîãîîáðàçèè ìîæíî íàäåëèòü äîïóñòèìîé ñâÿçíîñòüþ. Ëþáóþ äî-
ïóñòèìóþ ñâÿçíîñòü ìîæíî ïðîäîëæèòü íà ìíîæåñòâî ãëàäêèõ òî÷åê F .
Áîëåå òîãî, åñëè ðàññëîåíèå B íàM\Z, codimC Z > 2 ñíàáæåíî äîïóñòè-
ìîé ñâÿçíîñòüþ, ñ êðèâèçíîé Θ, êîòîðàÿ ëîêàëüíî êâàäðàòè÷íî èíòåãðè-
ðóåìà íà M , òî B ìîæíî ïðîäîëæèòü äî êîãåðåíòíîãî ðåôëåêñèâíîãî
ïó÷êà íà M .

Äëÿ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ ñóùåñòâóåò âåðñèÿ òåîðåìû Äîíàëüäñîíà-
Óëåíáåê-ßó, äîêàçàííàÿ Áàíäî è Ñèó.

Òåîðåìà 5.7: Ïóñòü äàíî êîìïàêòíîå êýëåðîâî ìíîãîîáðàçèåM , à F
êîãåðåíòíûé ïó÷îê áåç êðó÷åíèÿ. Ïó÷îê F ìîæíî ñíàáäèòü äîïóñòèìîé
ýðìèòîâî-ýéíøòåéíîâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F ïîëè-
ñòàáèëåí. Åñëè ê òîìó æå F ñòàáèëåí, òî ýòà ìåòðèêà åäèíñòâåííà, ñ
òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî: [BS], òåîðåìà 3.

Äîêàçàòåëüñòâî, ïðèâåäåííîå â [BS], íåòðóäíî ïðèñïîñîáèòü äëÿ ýð-
ìèòîâûõ êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé, ñíàáæåííûõ ìåòðèêîé Ãîäóøîíà.

5.2 Ðàññëîåíèÿ Ýðìèòà-Ýéíøòåéíà íà ìíîãîîáðàçèÿõ

Õîïôà è äîïóñòèìûå ìåòðèêè

Òåîðåìà 5.8: Ïóñòü äàíî äèàãîíàëüíîå ìíîãîîáðàçèå Õîïôà

M = (Cn\0)/〈A〉, n > 3,
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à B - ñòàáèëüíîå ãîëîìîðôíîå ðàññëîåíèå íà M . Îáîçíà÷èì çà B̃ îáðàò-
íûé îáðàç B íà Cn\0. Òîãäà B̃ ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ðåôëåêñèâíîãî
êîãåðåíòíîãî ïó÷êà F íà Cn. Áîëåå òîãî, F V (t)-ýêâèâàðèàíòåí, ãäå
V (t) � êîìïëåêñíûé ãîëîìîðôíûé ïîòîê íà Cn, ïîðîæäåííûé ïîëåì Ëè
θ] = log(C)

∑
i−ti log |αi| ddti .

Äîêàçàòåëüñòâî: Èñïîëüçóÿ Çàìå÷àíèå 4.3, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü,
÷òî B èìååò ñòåïåíü 0. Ðàññìîòðèì ìåòðèêó Ýðìèòà-Ýéíøòåéíà íà B, è
ïîäíèìåì åå íà B̃. Îáîçíà÷èì çà Θ̃ êðèâèçíó B̃. ×òîáû ïðîäîëæèòü B̃ íà
Cn, ìû ïðèìåíÿåì òåîðåìó Áàíäî-Ñèó (Òåîðåìà 5.6). Íóæíî äîêàçàòü,
÷òî B̃ äîïóñòèìî â ñìûñëå Îïðåäåëåíèÿ 5.5. Êýëåðîâà ìåòðèêà ωK íà Cn

êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíà ïîäíÿòîé ñ M , à ñëåäîâàòåëüíî ΛΘ̃ = 0. Óñëî-
âèå ΛΘ̃ = 0 çíà÷èò, ÷òî Θ̃ îðòîãîíàëüíî ýðìèòîâîé ôîðìå ïîòî÷å÷íî,
ïîýòîìó ýòî óñëîâèå êîíôîðìíî èíâàðèàíòíî. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî B̃ äî-
ïóñòèìî, îñòàåòñÿ óáåäèòüñÿ, ÷òî Θ̃ ëîêàëüíî êâàäðàòè÷íî-èíòåãðèðóåìî
íà Cn. Ôóíêöèÿ |Θ̃|2 ìîæåò áûòü âûðàæåíà ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé
Õîäæà-Ðèìàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ëåììà 5.9: Ïóñòü äàíî ýðìèòîâî ðàññëîåíèå B1 íà ýðìèòîâîì ïî÷òè
êîìïëåêñíîì ìíîãîîáðàçèè M1 ðàçìåðíîñòè n, à

ν ∈ Λ1,1(M1, su(B1))

su(B1)-çíà÷íàÿ (1,1)-ôîðìà, êîòîðàÿ ïðèìèòèâíà, ò.å. óäîâëåòâîðÿåò óñ-
ëîâèþ Λ(ν) = 0. Òîãäà

|ν|2 = −
√
−1

n− 1
2n

Tr(Λ2(ν ∧ ν)), (5.1)

ãäå
Λ : Λp,q(M1, su(B1))−→ Λp−1,q−1(M1, su(B1))

ñòàíäàðòíûé îïåðàòîð Õîäæà íà äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðìàõ, äâîéñòâåí-
íûé óìíîæåíèþ íà êýëåðîâó ôîðìó.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ýëåìåíòàðíîå âû÷èñëåíèå, è ïî ñóòè òî æå ñàìîå,
êîòîðîå äîêàçûâàåò áèëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ Õîäæà-Ðèìàíà (ñì. íàïð.
[BS]).

Çàìå÷àíèå 5.10: Óðàâíåíèå (5.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

|ν|2 Vol(M1) = −
√
−1

n− 1
2n · 2n · n!

Tr(ν ∧ ν) ∧ ωn−2
1 , (5.2)
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ãäå ω ýðìèòîâà ôîðìà íàM1, à Vol(M1)ôîðìà îáúåìà, ñâÿçàííàÿ ñ ðèìà-
íîâîé ñòðóêòóðîé. Ýòî ÿñíî èç îïðåäåëåíèÿ Λ è ñîîòíîøåíèÿ Vol(M1) =

1
2nn!ω

n
1 .

Èñïîëüçóÿ (5.2), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî L2-èíòåãðèðóåìîñòü Θ̃ ðàâíîñèëü-
íà èíòåãðèðóåìîñòè ôîðìû

Tr(Θ̃ ∧ Θ̃) ∧ ωn−2
K . (5.3)

Ôîðìà Θ̃ ïî ïîñòðîåíèþ A-èíâàðèàíòíà, à ωK óäîâëåòâîðÿåò

A∗(ωK) = cωK ,

ïîñêîëüêóM ëîêàëüíî êîíôîðìíî êýëåðîâî. Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìà (5.3)
îäíîðîäíà ïî îòíîøåíèþ ê äåéñòâèþ A:

A∗
(
Tr(Θ̃ ∧ Θ̃) ∧ ωn−2

K

)
= cn−2 Tr(Θ̃ ∧ Θ̃) ∧ ωn−2

K , c < 1. (5.4)

Îáîçíà÷èì çà D ôóíäàìåíòàëüíóþ îáëàñòü äëÿ ãðóïïû 〈A〉,

D := {x ∈ Cn\0 | 1 6 ρ(x) < C}

Òîãäà Cn\0 = ∩i∈ZA
i(D). ×òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî Θ̃ L2-èíòåãðèðóåìî â

îêðåñòíîñòè 0, íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä

∞∑
i=0

∫
Ai(D)

|Θ̃|2 Vol = −
√
−1

n− 1
2n · 2n · n!

∞∑
i=0

∫
Ai(D)

Tr(Θ̃ ∧ Θ̃) ∧ ωn−2
K

ñõîäèòñÿ. Â ñèëó (5.4), ýòà ñóììà ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé,
è îíà ñõîäèòñÿ, åñëè n > 2. Ìû äîêàçàëè, ÷òî B̃ äîïóñòèìîå. Òåïåðü,
èç òåîðåìû Áàíäî-Ñèó (Òåîðåìà 5.6) íåìåäëåííî ñëåäóåò ïåðâîå óòâåð-
æäåíèå Òåîðåìû 5.8. Âòîðîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç Ëåììû 5.3. Äåé-

ñòâèòåëüíî, ïóñòü (Cn\0)
j
↪→ Cn îáîçíà÷àåò ñòàíäàðòíîå âëîæåíèå. Òîãäà

F = j∗B̃ (Ëåììà 5.3). Â ñèëó Ñëåäñòâèÿ 4.4, B̃ V (t)-ýêâèâàðèàíòíî. Ñëå-
äîâàòåëüíî j∗B̃ òàêæå V (t)-ýêâèâàðèàíòíî.

Çàìå÷àíèå 5.11: Èñïîëüçóÿ âåðñèþ òåîðåìû Äîíàëüäñîíà-Óëåíáåê-
ßó äëÿ ðåôëåêñèâíûõ ïó÷êîâ, Òåîðåìà 5.8 îáîáùàåòñÿ äîñëîâíî íà ñëó-
÷àé ðåôëåêñèâíûõ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ.
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6 Ýêâèâàðèàíòíûå ïó÷êè íà Cn

6.1 Ïðîäîëæåíèå V (t)-ýêâèâàðèàíòíîñòè äî (C∗)l-ýêâèâà-
ðèàíòíîñòè

Ïóñòü äàíî äèàãîíàëüíîå ìíîãîîáðàçèå Õîïôà

M = (Cn\0)/〈A〉,

à V (t) = eCθ]
, t ∈ C � ãîëîìîðôíûé ïîòîê, ïîðîæäåííûé ïîëåì Ëè

θ] êàê óêàçàíî âûøå. Òîãäà V (t) äåéñòâóåò íà M ãîëîìîðôíûìè èçî-
ìåòðèÿìè ([KO]). Ðàññìîòðèì çàìûêàíèå G ãðóïïû V (t), t ∈ C, âíóòðè
ãðóïïû Iso(M) èçîìåòðèéM . Îáîçíà÷èì çà G̃ ïîäíÿòèå G â Aut(M̃), ãäå
M̃ - ìèíèìàëüíîå êýëåðîâî íàêðûòèå M ([OV1], [OV2]). Ïî ïîñòðîåíèþ,
G̃ � íàèìåíüøàÿ çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà â GL(n,C), ñîäåðæàùàÿ V (t) è
A. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî G̃ � ðåäóêòèâíàÿ êîìïëåêñíàÿ êîììóòàòèâ-
íàÿ ãðóïïà Ëè. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò âåðåí äëÿ ëþáûõ ìíîãîáðàçèé
Âàéñìàíà.

Ïðåäëîæåíèå 6.1: Ïóñòü äàíî âàéñìàíîâî ìíîãîîáðàçèå M ñ ïî-
ëåì Ëè θ], G � çàìûêàíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî θ] ãîëîìîðôíîãî ïîòî-
êà â Iso(M), M̃ ìèíèìàëüíîå êýëåðîâî íàêðûòèå, à G̃ ïîäíÿòèå G â
Aut(M̃). Òîãäà ãðóïïà ìîíîäðîìèè íàêðûòèÿ M̃ èçîìîðôíà Z. Áîëåå
òîãî, G̃ ∼= (C∗)k, è ãðóïïà ìîíîäðîìèè íàêðûòèÿ ëåæèò â G̃ .

Äîêàçàòåëüñòâî: [OV2], ïðåäëîæåíèå 4.3.

Ïðåäëîæåíèå 6.2: Â ïðåäïîëîæåíèÿõ Òåîðåìû 5.8, ðàññìîòðèì
äåéñòâèå ãðóïïû V (t) íà Γ(Cn, F ). Ââåäåì íà OCn è Γ(Cn, F ) àäè÷å-
ñêóþ òîïîëîãèþ òàêèì îáðàçîì, ÷òî lim fi −→ 0 ïðè [fi]0 −→∞, ãäå [fi]0
îáîçíà÷àåò ïîðÿäîê íóëÿ fi â 0 ∈ Cn. Î÷åâèäíî, ÷òî V (t) íåïðåðûâíî
â àäè÷åñêîé òîïîëîãèè. Îáîçíà÷èì çà G̃F çàìûêàíèå V (t)-äåéñòâèÿ â
Γ(Cn, F )×OCn , â àäè÷åñêîé òîïîëîãèè. Òîãäà

(i) Åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå G̃F
ρ−→ GL(F/mF ) × GL(m/m2) èíúåê-

òèâíî, ãäå m � ìàêñèìàëüíûé èäåàë 0 â OCn .

(ii) G̃F èçîìîðôíî çàìûêàíèþ îáðàçà V (t) ïðè åñòåñòâåííîì îòîáðàæå-
íèè V (t)−→GL(F/mF )×GL(m/m2).

(iii) Ðàññìîòðèì åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ G̃F
π−→ G̃ èíäóöèðîâàííóþ

îòîáðàæåíèåì

GL(F/mF )×GL(m/m2)−→GL(m/m2).
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Òîãäà π óäîâëåòâîðÿåò g(af) = π(g)(a)g(f) äëÿ ëþáûõ

f ∈ Γ(Cn, F ), a ∈ OCn , g ∈ G̃F .

Ýòî äàåò G̃F -ýêâèâàðèàíòíóþ ñòðóêòóðó íà F .

(iv) Ãðóïïà G̃F èçîìîðôíà (C∗)l.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïîñêîëüêó êîëüöî ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé íåòåðî-
âî, òåîðåìà 6.2 (i) î÷åâèäíà èç ëåììû Íàêàÿìû, Òåîðåìà 6.2 (ii) íåìåä-
ëåííî ñëåäóåò èç Òåîðåìû 6.2 (i). Òåîðåìà 6.2 (iii) âûòåêàåò èç Òåîðåìû
6.2 (ii) è V (t)-ýêâèâàðèàíòíîñòè F .

×òîáû äîêàçàòü Òåîðåìó 6.2 (iv), ìû èñïîëüçóåì Òåîðåìó 6.2 (ii), è
çàìå÷àåì, ÷òî G̃F êîììóòàòèâíà êàê çàìûêàíèå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé
ãðóïïû â ãðóïïå Ëè GL(F/mF )×GL(m/m2). ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî G̃F ∼=
(C∗)l, íàäî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ýòà ãðóïïà Ëè ðåäóêòèâíà, äðóãèìè
ñëîâàìè, ïîêàçàòü, ÷òî V (t) äåéñòâóåò äèàãîíàëüíî íà (F/mF )×(m/m2).

Ãðóïïà V (t) äåéñòâóåò íà Cn ãîëîìîðôíî è êîíôîðìíî. Ïîñêîëüêó
ìåòðèêà Ýðìèòà-Ýéíøòåéíà íà B åäèíñòâåííà, ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæè-
òåëÿ, ãðóïïà V (t) äåéñòâóåò íà B òàêæå êîíôîðìíî. Ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
V (t) äåéñòâóåò êîíôîðìíî íà áåñêîíå÷íîìåðíîì ýðìèòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå Γ(BCn , F ) ãîëîìîðôíûõ ñå÷åíèé F íà îòêðûòîì øàðå BCn ⊂ Cn,
à òàêæå íà Γ(BCn ,OCn). Ïîñêîëüêó óíèòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíå÷-
íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà äèàãîíàëèçóåìû, ãðóïïà V (t) äèàãîíàëüíî äåé-
ñòâóåò íà ëþáîì êîíå÷íîìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå

L ⊂ Γ(BCn , F )× Γ(BCn ,OCn)

êîòîðîå ñîõðàíÿåòñÿ V (t). Èñïîëüçóÿ êëàññè÷åñêèé àðãóìåíò, âîñõîäÿ-
ùèé ê òåîðèè íîðìàëüíûõ ôîðì è òåîðåìå Ïóàíêàðå-Äþëàêà (ñì. [OV3],
Òåîðåìà 3.3, òàêæå [Ar]), ìû íàõîäèì ñëåäóþùåå. Ïðîñòðàíñòâî

Γ(BCn , F )× Γ(BCn ,OCn)

ñîäåðæèò âñþäó ïëîòíîå (â ïîäõîäÿùåé, íàïðèìåð, m-àäè÷åñêîé, òîïî-
ëîãèè) ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå êîíå÷íîìåðíûìè V (t)-èíâàðèàíò-
íûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, äåéñòâèå V (t) íà

Γ(BCn , F )× Γ(BCn ,OCn)

äèàãîíàëüíî â ïëîòíîì ïîäïðîñòðàíñòâå. Èç ýòîãî âèäíî, ÷òî äåéñòâèå
V (t) äèàãîíàëüíî íà ëþáîì êîíå÷íîìåðíîì ôàêòîðïðîñòðàíñòâå, è, â
÷àñòíîñòè, íà

(F/mF )× (m/m2).
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Ìû äîêàçàëè Òåîðåìó 6.2 (iv).

Çàìå÷àíèå 6.3: Èñïîëüçóÿ âåðñèþ òåîðåìû Äîíàëüäñîíà-Óëåíáåê-
ßó äëÿ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ (òåîðåìó Áàíäî-Ñèó), Òåîðåìó 6.2 ìîæíî
äîñëîâíî ïîâòîðèòü äëÿ ñëó÷àÿ ñòàáèëüíûõ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ (ñì.
Çàìå÷àíèå 5.11),

Çàìå÷àíèå 6.4: Îáîçíà÷èì çà Cn
∗ êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå Cn\0.

Äëÿ ëþáîãî G̃F -ýêâèâàðèàíòíîãî êîãåðåíòíîãî ïó÷êà íà Cn
∗ , ìû ìî-

æåì ïîëó÷èòü êîãåðåíòíûé ïó÷îê íà Cn
∗/〈A〉 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êî-

ãåðåíòíûå ïó÷êè íà Cn
∗/〈A〉 ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî 〈A〉-ýêâèâàðèàíòíûå

ïó÷êè íà Cn
∗ , à ãðóïïà 〈A〉 ëåæèò â G̃ â ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 6.1. Ñëå-

äîâàòåëüíî, ÷òîáû äîêàçàòü ôèëüòðóåìîñòü ñòàáèëüíîãî ðàññëîåíèÿ B
íà M = (Cn

∗ )/〈A〉, äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé G̃F --
ýêâèâàðèàíòíûé êîãåðåíòíûé ïó÷îê F ôèëüòðóåì íà Cn

∗ â êàòåãîðèè
CohG̃F

(Cn
∗ ) G̃F -ýêâèâàðèàíòíûõ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ. Çíà÷èò, ñëåäóþ-

ùàÿ òåîðåìà äîêàçûâàåò Òåîðåìó 1.2.

Òåîðåìà 6.5: Ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíóþ ãðóïïó Ëè G̃F ∼= (C∗)l

äåéñòâóþùóþ íà Cn
∗ ïîñðåäñòâîì ãîìîìîðôèçìà G̃F

π−→ GL(C, n). Îáî-
çíà÷èì çà CohG̃F

(Cn
∗ ) êàòåãîðèþ G̃F -ýêâèâàðèàíòíûõ êîãåðåíòíûõ ïó÷-

êîâ íà Cn
∗ . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî π(G̃F ) ñîäåðæèò ëèíåéíîå ñæàòèå. Òîãäà

âñå îáúåêòû CohG̃F
(Cn

∗ ) ïîëó÷àþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ðàñøèðåíèÿìè
G̃F -ýêâèâàðèàíòíûõ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ ðàíãà 1.

Ìû äîêàçûâàåì Òåîðåìó 6.5 â ðàçäåëå 6.2.

6.2 (C∗)l-ýêâèâàðèàíòíûå êîãåðåíòíûå ïó÷êè íà Cn\0

Ìû ðàáîòàåì â ïðåäïîëîæåíèÿõ Òåîðåìû 6.5.

Ëåììà 6.6: Ïóñòü äàí G̃F -ýêâèâàðèàíòíûé êîãåðåíòíûé ïó÷îê R ∈
CohG̃F

(Cn
∗ ) íàä Cn

∗ := Cn\0. Òîãäà R ïîðîæäåí íàä OCn
∗ êîíå÷íîìåðíûì

G̃F -èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ñå÷åíèé V ⊂ Γ(R,Cn
∗ ).

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïîäãðóïïû âèäà C∗ ïëîòíû â G̃F ∼= (C∗)l. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ñóùåñòâóåò âëîæåíèå C∗ µ

↪→ G̃F äåéñòâóþùåå íà Cn ñî âñåìè
ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, îòëè÷íûìè îò 1. Ýòî äåéñòâèå ìîæíî çàïè-
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ñàòü êàê

t−→


tk1 0 . . . 0
0 tk2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . tkn


ãäå âñå ki � öåëûå ÷èñëà, íå ðàâíûå 0. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî µ äåéñòâóåò
íà Cn

∗ ñâîáîäíî â îáùåé òî÷êå, è ôàêòîðìíîæåñòâî Cn
∗/µ(C∗) íàäåëåíî

åñòåñòâåííîé ñòðóêòóðîé îðáèîáðàçèÿ (ñòýêà Äåëèíÿ-Ìàìôîðäà). Ýòîò
ôàêòîð èçâåñòåí êàê âçâåøåííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî, è îáî-
çíà÷àåòñÿ êàê

CPn−1(k1, k2, ...kn).

Âçâåøåííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî íàäåëåíî ñòðóêòóðîé ïðîåêòèâ-
íîãî îðáèîáðàçèÿ. Çàäàòü µ-ýêâèâàðèàíòíûé êîãåðåíòíûé ïó÷îê íà Cn

∗
ýòî ïî îïðåäåëåíèþ òî æå ñàìîå, ÷òî çàäàòü êîãåðåíòíûé ïó÷îê íà îð-
áèîáðàçèè

CPn−1(k1, k2, ...kn).

Ïóñòü R0 � ïó÷îê íà CPn−1(k1, k2, ...kn), ñîîòâåòñòâóþùèé ïó÷êó R, ðàñ-
ñìàòðèâàåìîìó êàê µ-ýêâèâàðèàíòíûé ïó÷îê íà Cn

∗ . Ñå÷åíèÿ R0 ⊗O(i)
ñîîòâåòñòâóþò ñå÷åíèÿì R, íà êîòîðûå µ(C∗) äåéñòâóåò ñ âåñîì i. Ìû
ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

Γ(R0 ⊗O(i)) ⊂ Γ(R).

ãäå Γ(R)-ïðîñòðàíñòâî ñå÷åíèé R íàä Cn
∗ . Ïîñêîëüêó O(1) îáèëüíî, ïó-

÷îê R0 ⊗ O(N) ãëîáàëüíî ïîðîæäåí äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî N (ýòî
ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç òåîðåìû Êîäàèðû-Íàêàíî äëÿ îðáèîáðàçèé, ñì.
[Ba]). Òîãäà ïðîñòðàíñòâî ⊕i6NΓ(R0 ⊗ O(i)) ïîðîæäàåò Γ(R) íàä OCn

∗ .
Ïîñêîëüêó G̃F êîììóòèðóåò ñ µ(C∗), ïðîñòðàíñòâî Γ(R0 ⊗O(i)) ⊂ Γ(R)
G̃F -èíâàðèàíòíî. Ýòî äîêàçûâàåò Ëåììó 6.6.

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü ôèëüòðóåìîñòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî R ∈
CohG̃F

(Cn
∗ ). Â ñèëó Ëåììû 6.6, äëÿ ëþáîãî R ∈ CohG̃F

(Cn
∗ ) ñóùåñòâóåò

G̃F -ýêâèâàðèàíòíîå îòîáðàæåíèå R1 −→R−→ 0, ãäå R1 = OCn
∗ ⊗C W ,

à W � êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå G̃F . Ïîñêîëüêó G̃F êîììóòàòèâíî,
W = ⊕Wi, ãäå Wi � G̃F -èíâàðèàíòíûå îäíîìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà â
W . Ýòî äàåò ýïèìîðôèçì

⊕(OCn
∗ ⊗Wi)−→R−→ 0
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ãäå âñå ñëàãàåìûå OCn
∗ ⊗Wi G̃F -ýêâèâàðèàíòíûå ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, R ôèëüòðóåìî â êàòåãîðèè CohG̃F
(Cn

∗ ). Ýòî äîêàçûâàåò
Òåîðåìó 6.5. Òåîðåìà 1.2 òàêæå äîêàçàíà.

Áëàãîäðíîñòè: ß áëàãîäàðåí Ðóêñàíäðå Ìîðàðó, êîòîðàÿ îáðàòèëà
ìîå âíèìàíèå íà âîïðîñ ôèëüòðóåìîñòè ïó÷êîâ íà ìíîãîîáðàçèÿõ Õîï-
ôà, è Ìèòå Íîâèêîâó çà òåëåôîííóþ ëåêöèþ î òåîðèè íîðìàëüíûõ ôîðì
è òåîðåìå Ïóàíêàðå-Äþëàêà.
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